LIMITI DI SUCCESSIONI

LIMITI DI SUCCESSIONI NOTEVOLI

Dato a € R risulta

+00 sea>1
1 sea=1
lim " =
n——+00 0 se —1l<a<xl1
non esiste sea < —1

Per ogni a > 0 si ha

lim Va=1

n—-+0o00

Datobe R

lim nb:{—i—oo seb>0
0 seb<0

Per ogni b € R si ha

lim Vnb=1

n—-+o0o

LIMITI COINVOLGENTI FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

Per ogni succesione x,, — 0 si ha

li ] n) =01 li n) =1
i sin(an) =0} | I cos(e)
ed inoltre
i S@)
n—-+oo Tn
e
lim 1 — cos(z,) 1
n—-+o0 (xn)2 2

LIMITI COINVOLGENTI FUNZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE

Per ogni a > 1 risulta

+oo  se x, — +00
lim o — 1 se T, — 0
n—-+00 a®  sex, —x9g€R
0 se x,, — —00




ed anche

+00 se x, — +00
lim log, () = 0 se x, — 1
o OBalTn) = log,(z9) se x, — xo >0
—00 se x, — 0T
Per ogni succesione x,, — 400 si ha
1.
lim (1+—)" =e
n—-+4o0o In
Per ogni x,, — 0 risulta
S | log(1 n
lim & “1| e | i el
n—-+4oo ,j(;n n—-4oo ,j(;n

dove log x = log, x. Inoltre, per ogni a € R\ {0} ed ogni x,, — 0 si ha

14+2,)*—1
lim % - a
n—-4o0o T

INFINITI DI ORDINE CRESCENTE

Osservato che per ogni b > 0 e a > 1 risulta

lim logn = lim n’= lim ¢" = lim n!= lim n" = 4o
n—-4o0o n—-—+oo n—-+4oo n—-+oo n—-+o0o
valgono
logn b ) " n!
lim = lim —= lim —= lim — =0
n—+oo nb n——+oo q" n—-+oo 1 n—+oo N




LA RELAZIONE DI ASINTOTICO

Due successioni (ay,) e (by,) sono dette asintotiche per n — 400, e si scrive a, ~ b, per n — 400,
se

lim — =1.
5o by

In particolare, se liril a, =0 e R\ {0} allora a, ~ /.

Sono immediate le seguenti proprieta:

a) (Sea, ~b,e limb,=¢€RU{+oo} allora lim a, =/¢|

n—-+o0o n—-+o00

b) | Se a, ~ by e by ~ ¢, allora a, ~ c, |

. : . a, b, ¢, Cn
c) [Se a, ~ b, allora per ogni successione (¢,) si ha a,c¢, ~ bycp, — ~ —, — ~ — |
Cn  Cn Gp by

Alcune osservazioni. Esistono successioni che ammettono lo stesso limite ma che non sono
asintotiche (si pensi ad esempio alle successioni a,, = n? e b, = n?).

La proprieta a) afferma che due successioni asintotiche (a,) e (b,) ammettono lo stesso limite
(purche regolari) ma non necessariamente che a,, —b,, — 0 (si pensi alle successioni a,, = n* +n
eb, =n?+1).

La proprieta c), anche chiamata Principio di sostituzione, vale per prodotti e rapporti di
successioni ma non vale in generale per somme e differenze di successioni. Si considerino ad

esempio le successioni a, = vn2+n+1, b, =n e ¢, = vn? + 1. Abbiamo
1 1
p =N 1+—+—2Nn:bn
non

n 1

n2

mentre

N | —

n—Cn=Vn2+n+1l—vVn2+1=

-1
b, —c,b=n—Vn:+l=——+—— —0
n+vn?+1

Dunque a,, — ¢, %# b, — ¢, (se cosi fosse per a) i due limiti dovrebbero essere uguali).



QUALCHE ESEMPIO

(1) Calcolare
. n—log(n+e")
lim
n—+o00 1, — log(2n + en)

Osserviamo che il limite si presenta nella forma indeterminata 2=>* abbiamo pero
5 n — log(n + e") . n—log(e"(& +1)) . log(Z +1)
= = lim —&——=
n—+oon —log(2n +e")  n—toon —log(e"(22 + 1))  n—toc log(22 + 1)
ed essendo lim —- = 0, ci siamo ricondotti ad una forma indeterminata del tipo <. Ora,
n—oo €
log(1 + x, . .
ricordando che liril M = 1 per ogni x,, — 0, possiamo procedere nel seguente modo
n—-+o0o Tn
log( % +1)
. log(Z +1) . — L 1
im —<———~ = lim < =
e Tog(B 1) g B B 0

2n
en

Il risultato si poteva ottenere utilizzando la relazione di asintotico ed i limiti notevoli sopra nel
seguente modo
n—log(n+e") log(Z +1)
n—log(2n+e")  log(2 +1)

1
2

HEE

(2) Calcolare
- sin()
lim ——2=——.

1
. sin(z,, . 1+z,)2 -1 1 . .
Essendo noto che lim (zn) =1eche lim % = — per ogni x,, — 0, otteniamo
n—-+o00 Tn n—-400 Tn 2
(2 2 2 L2 1 1
sin(—= sin(—= = sin(—= L —
fim —at) gy, S0 = ~ i 22T in =38

n—oo n—oo Ln_ 1 n—oo Ln_ 1 L
4—’-%—2 n—1 2( 1+R_1) n—1 \/14—@—1 4n

Utilizzando la relazione di asintotico, dai limiti notevoli ricordati sopra si ottiene

sin(-27) B sin(-27) 2 8n
Ji+i-2 oG+ i1 Zzm ol
da cui o
sin(—=<) ‘ 8n
im = lim = 8.



(3) Calcolare al variare di o > 0 il limite

lim log(1+ (n*+2)* — (n® +1)).

n—-+00
1 n ¢ —1 . .
Osserviamo innanzitutto che dal limite notevole lirf % = « per ogni x,, — 0 si
n—-+00 xn
ottiene
2
2 « 2 « 2 ap +2 «
2)* — He = 1 —1] =
(" +2)* = (" + %= (0" + V(5 7)" — 1]
1
2 « « 2 «
D1 — 1] ~ 1 =
(22 1)1+ ) = 1] ~ (0 + 10— —
=a(n?+ 1)~

Quindi, se @ > 1 si ha (n? +2)* — (n? + 1)* — +oo e dunque
log(1+ (n? +2)* — (n* + 1)*) — +o0
Se a =1 allora (n? +2)* — (n* +1)* - a =1 da cui

log(1 + (n* 4+ 2)* — (n* +1)%) — log 2

log(1 n
Infine, se a < 1 allora (n? +2)® — (n? + 1) — 0 e dal limite notevole lim log(1 + ) _ 1

n—-+oo Ty
per ogni x,, — 0 si ottiene

log(1+ (n* +2)" = (n* +1)%) ~ (n” +2)" = (n* + 1)°

e quindi
log(1 + (n? 4+2)* — (n* +1)*) — 0

Riunendo i risultati sopra otteniamo

lirf log(1+ (n? +2)* — (n* +1)*) =

log2 sea=1

{—l—oo sea>1
0 se v < 1



ESERCIZI

Calcolare i seguenti limiti:

1.

10.

11.

12.

13.

lim
n—+oo \ n — 1

] (2n _ n2)4
lim ——

lim n?log(l—27")

n—-4+oo

sinn

lim ———
n—+o00 \/m4 + nd3 — n2

log(n? + n) — log(n?)

lim
n—-4oo . 2
sin —
n
1
en — 1

I
n—t00 log(n+ 1) —logn

lim [(n4 1)" —n"™

n—-+o00

log[3™ + cos(3™)]

lim
n—-4oo n
. 1
lim

n—-+oo log(n?) sin(277)

nlog(”T%)

v
lim /2" 4 3»

n——+0o00
. log(1+¢€™)
lim ————~
n—+oo /T4 n?

en — on logn
lim ———
n—-—4o00 nn

14.

V/n? 1—+vn?2-1
hy VPP Antl-Vn 0]

n—-4o0o n

Calcolare al variare di « € R i seguenti limiti:

1.

1
lim n%(1— Cos(2—n)) [0 per ogni «f

n—-+o0o
: n® _ n
[—oose a<1e+oosea>1]

o1
sin( -
lim ()

\/ ne

[0sea<3,3sea=3e+o00sea>3
1 “+1

lim 70g(n +1)

n—+oo  logn

[0se a <0easea>0
1 "+1

lim 70g(e +1)

n—+00 ne

[+oosea<1l,1sea=1e0sea>1]

) \/n4_|_n3_\/n4_n3
lim

n—+00 n + n®

lsea<l, isea=1e0sea>1]

; n
lim sin(a™)
no4oo M1l

[0sea##1,sinl se a=1]

con a >0

lim n®(V/n?2+n—3vn2+2n+1)

n—-4oo

3 1 -3 3
[+oosea >, esea=telsea<i



