LIMITI DI FUNZIONI

LIMITI NOTEVOLI DI FUNZIONI

Dato b € R si ha

lim xb:{—l-oo seb>0
Z—400 0 seb<0
Dato a > 0 risulta
400 sea>1
mgrilmax:{l sea=1
0 seld<a<l1
e
lim logx:{+oo sea>1
z—+too ¢ -0 sel<ax<xl1

LIMITI COINVOLGENTI FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

limsinz =0 e

limcosxz =1

x—0

Si ha
x—0
ed inoltre
. sinz
lim
x—0

=1

€

lim

z—0

1

1 —cosz B
2

2

LIMITI COINVOLGENTI FUNZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE

Per ogni a > 1 e 29 € R risulta

lim a® = +o0,
r—-+00

lim a® = a™°,

T—X0

o e

T——00

lim a®* =0|

ed anche
lirf log, © = 400, lim log, z = log, xo (xo0 >0) e lim_log, z = —oc|
Tr—+00 T—T0 x—0
Per ogni a € R si ha
lim (1+ 2)* = ¢
r—=+00 €T
Inoltre
T—1 log(1
lim6 =1 e hmwzl
z—0 €T z—0 xT




dove logx = log, . Da cui si deduce che per ogni a > 0, a # 1, si ha

ooa®—1 . log,(1+x 1
lim =loga e lim Bal ) =
—0 T z—0 x loga
Inoltre, per ogni @ € R\ {0} risulta
1 @—1
lim % —
x—0 €x
INFINITI DI ORDINE CRESCENTE
Osservato che per ogni b > 0 e a > 1 risulta
lim logz = lim 2’ = lim «*= lim 2% = 40
T——+00 T——+00 T—+00 T——+00
valgono
log = b @
lim 2% = lim — = lim — =0
r—4o0c0 I r—4o00 Q% r—4o00 T




LA RELAZIONE DI ASINTOTICO ED DI “O” PICCOLO

Due funzioni f(x) e g(x) sono dette asintotiche per x — xo € RU{£o0}, e si scrive f(z) ~ g(z)
per ¥ — o, se

lim M =1
In particolare, se lim f(z) = ¢ € R\ {0} allora f(z) ~ ¢ per x — xy.

T—T0

Sono immediate le seguenti proprieta:

a) [Se f(x) ~ g(z) per x — xg e lim g(x) = ¢ € RU {+o0} allora lim f(z) = ¢.

T—x0 T—xT0

b) | Se f(z) ~ g(x) e g(x) ~ h(x) per x — x¢ allora f(x) ~ h(x) per x — x.

c) Se f(x) ~ g(x) per x — xq allora per ogni funzione h(x) si ha

f(z)h(x) ~ g(z)h(zx), ~ ~ per T — xo.

Dai limiti notevoli visti risulta in particolare che per z — 0 si ha

2
sinx ~ x, 1—cosx~%, e* =1~z logl+z)~z e (142)*—1~ax

Date due funzioni f(z) e g(x), si dice che f(x) & trascurabile rispetto a g(x) per x — xy €
R U {+£o0}, e si scrive f(x) = o(g(x)) per x — o, se

lim M =0
z—z0 (1)
Osserviamo innazitutto che
o fl@) —
xlgg() o l|<=|f(z) ~ g(x) per x — x¢| <= | f(x) = g(z) + o(g(z)) per x — xg

ed anche che se lim f(z) = ¢ € R\ {0} allora f(z) = ¢ + o(1) per x — xy (dove o(1) sta

r—xQ
ad indicare una funzione infinitesima per x — xp). Dalle precedenti implicazioni e dai limiti
notevoli visti, per z — 0 risulta
72

sinx =z +o(x), coszx=1-— 1 + o(2?),

e"=1+z+o0(z), logl+z)=z+o0(x) e (14+2)*=1+ar+o(z)



Valgono poi le seguenti proprieta:

i) |olg(z)) £ o(g(z)) = o(g(x));
i) |k-olg(x)) = o(k - g(x)) = og(x)) |, k € R\{0};
i) |h(z) - o(g(x)) = o(h(x) - g(x)) e | o(h(z)) - o(g(x)) = o(h(z) - g(x)) |

v) [olg(x) + o(g(x))) = o(g(x)) |

vi) Principio di cancellazione dei termini trascurabili: | lim

QUALCHE ESEMPIO

— COST

Calcolare hm Dagli sviluppi notevoli per  — 0, si ha
(1) lim \/— —- Dag PP p
2
" —cosz = (1+z+o(z)) — (1— ‘% +o(2?)) =z + o(x)
essendo 22 = o(x) e quindi o(x?) = o(x), mentre
. 1
itz —1= §x+0(x)
Allora
lim e’ — cosw . x+o(x) lim L — 3
im— =lim—— =lim— =
0 YTtz —1 a0 st +o(z) e-0ix
l—coszx -1 12
(2) Calcolare lim s  Ponendo y = cosx — 1, dallo sviluppo di e¥ per y — 0 e

a—0 log(1+ /x + x)
dallo sviluppo di cosx per x — 0, otteniamo

2
el7% 1 =¢V —1=y+4o(y)=1—cosx+o(l —cosz) = % + o(z?)

mentre
sinz = (z + o(z))?* = 2° + o(2?)
da cui
22
el TSt — 1 4 sinx = -5+ o(z?).

Inoltre, posto y = /= + z, otteniamo
log(1+ vz + ) =log(l +y) =y +o(y) = Vr +x +o(Va + 1) = Vo +o(Vx)
essendo x = o(y/z). Allora
el=es® 1 fgin*x 2 1 o(a?)

o i vi s 8 et otvm)




ORDINE DI INFINITO E DI INFINITESIMO

Preso 2y € RU {£o00}, siano f(z) e g(x) tali che

lim f(z) = lim g(z) = o0

T—T0 T—T0
Si dice che f(z) ha ordine di infinito minore di g(x) per x — xq e scriveremo Ord(f) < Ord(g)
per z — xo, se f(x) = o(g(x)) per x — z( ovvero se

lim @ = 0.

=0 g(x)
Si dice che f(z) ha ordine di infinito uguale a g(x) per x — xy e scriveremo Ord(f) = Ord(g)
per x — g, se esiste £ € R\ {0} tale che f(z) ~ lg(x) per x — zo ovvero se

lim m:fE]R\{O}.

0 ()

Possiamo dare un valore numerico all’ordine di infinito di una funzione confrontandola con gli
infiniti campione nel seguente modo

e se xp € R, il campione ¢ gy(z) = m con b > 0, e si pone Ord(gy(z)) = b. Avremo

allora che f(z) ha ordine di infinito pari a b > 0 per x — xo, Ord(f) = b, se

1m1f9):éeR\m}
T—T0 e—azo]P

e se zy = F00, il campione ¢ gy(x) = |z|° con b > 0, e si pone Ord(gy(z)) = b. Avremo
allora che f(z) ha ordine di infinito pari a b > 0 per x — +oo, Ord(f) = b, se

im 28 _ g e R\ f0}.

i [P

Si osservi che valgono le seguenti implicazioni

Ord(f) =b|<=|f(z) ~ Lgy(z) per x — zo| <= | f(x) = Lgp(x) + o(gs(x)) per z — xg

Siano f(x) e g(x) tali che
lim f(x) = lim g(x) =0

T—x0 T—T0

Si dice che f(z) ha ordine di infinitesimo minore di g(x) per x — x( e scriveremo ord(f) <
ord(g) per x — x, se g(z) = o(f(z)) per x — xy ovvero se



Sidice che f(x) ha ordine di infinitesimo uguale a g(x) per x — x e scriveremo ord(f) = ord(g)
per  — xo, se esiste £ € R\ {0} tale che f(x) ~ lg(x) per x — xo ovvero se

lim m:€€]R\{0}.

0 ()

Possiamo dare un valore numerico all’ordine di infinitesimo di una funzione confrontandola con
gli infinitesimi campione nel seguente modo

e se 79 € R il campione & hy(x) = |z — |® con b > 0, e si pone ord(hy(z)) = b. Avremo
allora che f(z) ha ordine di infinitesimo pari a b > 0 per x — xy, ord(f) = b, se

im 1 e R\ {0},

z—z0 | — xo|?

e se ry = £00, il campione ¢ hy(x) = #con b > 0, e si pone ord(hy(x)) = b. Avremo allora
che f(x) ha ordine di infinitesimo pari a b > 0 per x — +o0, ord(f) = b, se

mnfg):eek\m}

Valgono le seguenti implicazioni

ord(f) =b| <= | f(x) ~ lhy(z) per x — xo | <= | f(z) = Lhy(z) + o(hp(x)) per x — xg

QUALCHE ESEMPIO

(1) Determinare il comportamento della funzione f(x) = 1_10?3@3) per x — 0%,
Poiche lim, o+ logz = —o0 e lim, o1 — cos(z®) = 0, abbiamo che f(z) ¢ un infinito per
r — 0%, Vediamo di (%eterminarne 'ordine.
Essendo 1 — cosy ~ % per y — 0, abbiamo che
log x log x

f(x)

T 1- cos(x?) - 126
per x — 0T. Allora

o fle) L .
hm+ T = hm+ —— = —2 hm+
z—0 " z—0 90b z—0

log

log () . logy 0 seb>6
1 = —2 llm ﬂ =
56 y——+00 Y - —0o0  Se b § 6

da cui deduciamo che per x — 0% si ha Ord(f) < b per ogni b > 6 e quindi che Ord(f) < 6.



(2) Data la funzione f(z) = e'~°% — /1 + 22, provare che per  — 0 si ha ord(f) > 2.

Essendo v/1+y =1+ %y + o(y) per y — 0, ponendo y = x* otteniamo che

1
Vi4+a2=1+ §x2 + o(z?).
Essendo y =1 — cosx — 0 per x — 0, dallo sviluppo di e¥ per y — 0 otteniamo
e = 1 4+ (1 —cosz) + o(1 — cos 1)

Ora abbiamo che

1
1 —cosx = §x2 + o(z?)

e quindi, utilizzando le proprieta di “o” piccolo si ottiene

1 1 1
el—cosx =1 + _332 —+ 0(—1’2 + 0(:132)) =1 + _'732 + O(xz)

2 2 2
Quindi
1 1
flx)=e'"" — 1 +22 =1+ 5332 +o(z®) =1~ 5352 —o(a?) = o(2?)

e dunque, dalla definizione, ord(f) > 2.

(3) Determinare il comportamento di f(z) = sin( T
T

per r — —oQ.
7

T T

Osserviamo innanzitutto che per © — —oo si ha =% — 7 e dunque che f(x) = sin(
x+1 x+1
sinm = 0 (per la continuita di sinz), quindi la funzione ¢ un infinitesimo per x — —oo. Posto

) —

y = 7 — 5 otteniamo che y — 0 per x — —oo. Poiche siny = sin(m — x”—ﬂ) = sin(;—fl) e
siny ~ y per y — 0, per x — —o0 si ottiene che
T T T s
F(2) = sin(—) ~ 7 u

z+1 _;E+1:a:~|—1N:U

Ne segue che ord(f) =1 ed anche che f(z) = Z 4 o(2) per z — —o0.
(4) Determinare il comportamento di f(x) = (z + sin(z?))? — 2z per z — 0.

La funzione & infinitesima per z — 0. Poiche siny = y + o(y) per y — 0, per  — 0 otteniamo
sin(2?) = 2% + o(2?) per x — 0. Dunque

(z +sin(z?))? = (z + 2% + o(2?))? = (2 + 2%)? + 2(x + 2%)o(2?) + o(z*)o(x?)
= 2% 4 22° + 2 + o(2®) + o(z*) + o(z*) = 2* + 22% + o(2?)

essendo z* = o(x?) e quindi o(z?) = o(x?). Allora
(z +sin(2?))? — 2 = 2® + 22° + o(2®) — 2% = 22° + o(2?).

Ne segue che ord(f) = 3 e che f(x) ~ 2a3.



ESERCIZI

Calcolare i seguenti limiti:

cos(sinzx) — 1

I ili% 22

2. lim (sinx)t"®
z—0t

14 2%

3. lim L;r)
r——+00 X

4 lim log, (z + logy )
T—00 logy

5. lim vtV

z—0+ Ssinx

. xr arctan x
lim ————
z—+00 /g0 + 22 + 1
7 lim 1-— csos(tan2 r) + 2°
=0 it 1-1

8 I sin(3x)
. lim
a—0t 2/x + 22 + 323

9. lim (z — 3)-0@=9)
r—3t

2 x
10, lim o e
2—0 223 4 log(x?)

(v +1)log(1+ 1)

11. lim
Tr—+00 xX
tan3 z
—1
12. lim <

=0 cos x — e’

1 T4

13. lim M
r—+oo I 4 SInx

e’ sin(e”*sinx)

14. lim
x—0 €T

15. lim zsin(v1+4 22 —x)

T——+00

16, lim sin(7 cos x)

z—0 xsinx

17, Tim 108(052)

x—0 x2

18.

lim 2+ 2% — V1 + 222 + 23 [0
r——+00

Calcolare al variare di « € R i seguenti limiti:

1.

10.

sinz —tanz
lim ————= [0sea <3, —1se
z—0+t e
a=3e+oo se a> 3

cos(5x)
r—1+ (CB — ].)a
0sea <1, =5 sea=1e +oo se
a > 1]

- (z sin %)3
z—0t e

[0 se @ < 3, non esiste per o > 3]
. ax? + 223
lim ———
z—0 log(cos )
[—2a per ogni ¢
) sin(az?)
lim —————
=0 log(V/1 4 23)
[3a per ogni o]
z—1

lim — , a#0

rz—1t Taoa — 1

[ per ogni @]
lim zsin((1+2%)* — ),
xr——+00
[a per ogni @]
et —e®
lim ——
z—0t e

Osea<1,1sea=1e+oosea>1]

. e —y/1—z
lim —————
z—0  arcsinx
[ + % per ogni a]
lim (x + sin(z?))® — 2

x—0 .%'3

, a#0

[2se a =2,0se a>2esgn(a)oo se
a < 2]



