Alcune note introduttive alle serie di Fourier.

DEFINIZIONE. Sia f : IR — IR periodica di periodo 27! e integrabile? su [—m,7]. Diremo
coefficienti di Fourier di f i numeri reali

1 [7 1 [ 1 [7
apg = — f(z)dz, ap =" = f(z)cos(kx)dx, by =N ;/ f(x)sin(kz) dz,

™ ™

e serie di Fourier di f la serie di funzioni
% + ; ai cos(kx) + by sin(kz), x € [—m, 7).

NotA 1. Essendo f periodica di periodo 27 e integrabile su [—m, 7] allora risulta integrabile
su ogni intervallo [zg,z1] C IR. Se g : IR — IR ¢ continua su IR allora la funzione f(z)g(x) &
integrabile su ogni intervallo [xg,z1] C IR. In particolare risultano ben definiti i coefficienti di
Fourier di f.

DISEGUAGLIANZA DI BESSEL. Sia f : IR — IR periodica di periodo 27 e integrabile su [—m, 7].
Considerata la somma parziale n—esima della serie di Fourier

sp(T) = % + Z ap cos(kx) + by sin(kz), x € [—m, 7],
k=1

vale per ogni n € IN che

I 1 (7 TN
(1) @ - s@tde =1 [ p@rde- (24 Y @),
- - k=1
da cui discende la seguente diseguaglianza, nota come diseguaglianza di Bessel:
WG 2 L[ 2
(2) -+ D (ap+1b}) < — | f@)da.

k=1

OSSERVAZIONE 1. La (2) discende direttamente dalla (1) che implica infatti che per ognin € IV
si ha

@ I
2+ k; @+ <[ f@)de

La diseguaglianza di Bessel si ottiene come limite per n — +oo della disequazione precedente.

OSSERVAZIONE 2. Dalla diseguaglianza di Bessel otteniamo che > 7, (af + b}) < +oo da
cui segue che limy_, o ar = limg_ o by = 0. Il risultato & noto (sotto ipotesi in realtd meno

1Sara possibile passare al caso di periodo T' > 0 tramite dilatazioni
’Intendiamo l'integrabilita alla Riemann. Si noti che la teoria delle serie di Fourier si estende ad ambiti piu
generali



restrittive) come LEMMA DI RIEMANN LEBESGUE: se f: IR — IR ¢ periodica di periodo 27 e
integrabile su [—m, 7] allora

(3) hm/ f(z)cos(kx)dz = lim / f(z)sin(kx) dz = 0.

k—4o00

DIMOSTRAZIONE DI (1): Chiaramente

(@) %/_:]f(x)—sn(x)ﬁda:: %/_:f@)?dx—%/;f(x)sn(x) d:c—i—%/_:sn(:cfdx.

Visto che s,(z) = © + 37, ai cos(kz) + by, sin(kx) e ricordando la definizione dei coefficienti di
Fourier di f, otteniamo direttamente che?

% _:f(x)sn(x)dx _ / flo dx— Z( g cos(k:x)dxak—k/

—T

™

f(z)sin(kzx) dz bk)
a?
frd 220+ Z 7Tak+7l'b2)—a0+22 ak+b2)
T 1
—/ sp(x)?dr = —/ (% + Zak cos(kx) + by sin(kx))? do
o k=1

T

a2 n 1 T ) [:0}
= ?0 + 2ag kz_; [; /7r ay cos(kx) + by, sin(kz) d:}c] +

Sl

™

[ (sk ]}
cos(kx) cos(jx) dz} +

kj—l -
(=0] (=01
+ Z ab; { / cos(kz) sin(jz) dm} + Z bib; [ / sin(kx) sin(jz) dx
k,g=1 k,j=1

= %+§x¢+@,
k=1

da cui la (4) ci permette di concludere come si voleva che

n

s T 2
L@ s@pa= [ erae =93 (@), "

™
k=1

38i sfruttano le uguaglianze (anche note come formule di Werner) s(kx)sin(jz) = 1(sin(k+j)z+sin(j—k)z),
sin(kz) sin(jz) = 3(cos(k — j)z — cos(k+ j)z), cos(kz) cos(jz) = 3(cos(k+ j)z + cos(j — k)z). Introdotta la delta

0 k#]

1 ke , otteniamo allora

di Kronecker 0y ; =

%[Wcos(lﬁ—j)aH— k+Jcos( k+j)z]t, sek#j

kx)sin(jz)de = {25 =0

[ costmysntso) e {[;aw%w]ﬂ se k=7,
” 11 1 gin(k— i in(k + )zl™ e k ; .

/ sin(kz) sin(jo)de = gx[ = sin( ])337r w5 sin(k + j)z]T . se 7_éj _ [0 sek f] — 7o
. (2 — L sin(2kz)]™ se k=7, T sek=yj,
™ 11 L sin(k + j)]” k£ .

/ cos(kz) cos(jz) de — { Qx[k,j sin(k J)a?ﬂ—&- Fsin(k +j)z]T . se f] _ {0 se z fj — o
- (5 + 45 sin(2kx)]™ se k= j, T sek =],



Figure 1: Nuclei di Dirichelet Dy, ..., Ds

DEFINIZIONE. Dato n € IN si pone

1
Dy, (x) = 5 + cos(z) + cos(2z) + . .. + cos(nx), z € IR.
La funzione D,, viene detta Nucleo di Dirichelet (vedi figura 1).

LEMMA 1. Daton € IN si ha che D,, : IR — IR ¢ una funzione continua, pari, periodica di
periodo 27 e tale che

(5) /i Dy(z) = /OW D) =7

Inoltre
sin((n + %))

(6) D, (z) = 2sin(3)

n—i—% se x = 0.

se v € [—m, x|\ {0},

DiMOSTRAZIONE. Come somma di funzioni continue, pari e periodiche di periodo 27, anche il
nucleo di Dirichelet gode delle stesse proprieta. Notiamo inoltre che, essendo sin(kr) = 0 per

ogni k € IN, si ha anche che [ D, (z)dx =5 + ZZZI[SiHECM)]g =z

Si osservi ora che dalla formula di addizione otteniamo che per ogni k € {1,...,n} si ha

sin((k + %)x) —sin((k — %)az) = 2cos(kx) sin(g).

Sommando tale uguaglianza per k € {1,...,n} otteniamo che se x # 0 allora
D,(z) = 1 + i cos(kx) = 1 + ! [i sin((k + 1)ac) — sin((k — l)x)][zsomma telescopica] _
" 2 2 2sin(§) 4= 2 2
1 . 1 o1 sin((n + 3)z)
= 5 + 25111(%) [Sln((n -+ 5)37) — Sln((§>x)] = T(%) #



LEMMA 2. Se f: IR — IR ¢ periodica di periodo 27 e integrabile su [—7, 7] allora la somma
parziale n-esima della sua serie di Fourier e data da

(7) on(z) = %/_ f@+ D0 dt, € [~ 7]

DIMOSTRAZIONE. Ricordando la definizione dei coefficienti di Fourier di f (che denotiamo
ancora aog, a, bk) otteniamo

sp(z) = % + Z (ay cos(kx) + by sin(kx))

DO | =

— %/_ﬂ f) |5+ Z (cos(ky) cos(kx) + sin(ky) Sin(k:x))] dy

k=1

™ n T+
- [ w %Jchos(k(y—x))] ay ==L [ je oD,

™
k=1

Il Lemma segue allora dal fatto che la funzione x € IR — f(xz + t)D,(t) € IR ¢ periodica di
periodo 27 e dunque

T+x
/ f(x+t)D,(t)dt = /fa;+t (1) dtt #
—T+x

DEFINIZIONE. Se f : (a,b) — IR e ¢ € [a, b], denoteremo, qualora siano definiti in IR, f(z3F) =
m, - f(x). Sidice che f & C* (risp. continua) a tratti su (a,b) qualora esista una partizione

g =a <z <...<x, =0 per la quale risulti che f & derivabile con derivata continua (risp.

continua) su (x;_1,x;) ed 3 f'(z ), f'(z;7) (visp. 3 f(x],), f(z;)) per ognii € {1,...,n}. Se

f: IR — IR ¢ continua o C' a tratti su ogni intervallo (a,b) C IR diremo che lo ¢ su IR.

NotA 2. Notiamo che se f : (a,b) — IR ¢ continua a tratti su (a,b) allora ¢ integrabile su

ogni intervallo [z, 1] C (a,b) (se & C! a tratti su (a, b) allora risulta anche continua a tratti su

(a,b)).

TEOREMA. (Convergenza puntuale della serie di Fourier) Se f & periodica e C! a tratti su IR
allora per ogni x € IR la serie di Fourier di f converge alla semisomma % In particolare
se f & periodica, C! a tratti su IR e continua in g allora s, (xg) — f(xo) per n — +oo.

DIMOSTRAZIONE. Per via della (5) del Lemma 1 vale che

:%/Oﬂf(x+)Dn(x)dx e f(x_):%/if(m—

4Tale affermazione segue dal seguente risultato generale: Se g : IR — IR ¢ periodica di periodo T > 0 e in-
tegrabde su [0,7T] allora fa+ (t)dt = b+Tg(t) dt per ogni a,b € IR. Infatti mostriamo che faa+Tg(t) dt =
fo d; per ogni a € IR. Pon;amo (7] = max{j € Z/j ? %} a(la parte intera di &) e notiamo
che [T g(t)dr =eriodictal (1T g(p 4 2)T)dp <l=tHEIT JLHETEDT o f(a— pr9¥)dy +
T+(7 =1 eriodicita’ T+(#—[#DT
Jp T ( )dy —lperiodicita’) 1 glyydy + fr T gy — 1)y =“ v [ ez 9W) dy +

fo(?*[?]) _ fo




Dalla (6) del Lemma 1 e dalla (7) del Lemma 2 segue allora che

sule) = 5Fws) + fo >1

- / eSS f——/ e

1 M flet) - ( ) f( ) flx-
B 2sin(%) — ((n+2>)dt+7r 2sin(%)

sm(( + 2)t) dt.

Definita F': IR — IR tale che F risulti periodica di periodo 27 e

f+t)—f(zy) O<t<nm

2sin(%)
Fity=4 0 t=0,
flett)—fle-)
2811’1(%) TSt< O’

I'uguaglianza sopra determinata si scrive in forma piti compatta come segue

1
S + fe)] =

(8) =

Sp(x) —

A=

1
/ F(t)sin(n + 2)tdt

/ F(t) cos( )sin(nt) dt + % /7T F(t) sin(%t) sin(nt) dt.

—T

A=

Notiamo che visto che f & C! a tratti su IR e quindi esistono f/(0%), dal teorema di De L’Hopital
deduciamo che esistono anche F'(0¥) = f/(0%). L’esistenza di F/(0%) e il fatto che f & C* a tratti
(e quindi continua a tratti) su IR implicano che F ¢ continua a tratti su IR.> Essendo F essendo
continua a tratti su IR, risultano continue a tratti su IR, e quindi integrabili su [—m, 7], anche
le funzioni Fy(t) = F(t)cos(it) ¢ Fy(t) = F(t)sin(5t). Possiamo allora utilizzare il Lemma di
Riemann Lebesgue per concludere che

™

1 (" 1
—/ Fi(t)sin(nt)dt —,—+00 0 € —/ Fy(t)sin(nt) dt —,— 100 0
m m

da cui per la (8) segue come si voleva che s,(z) — 3[f(x4) + f(-)] =nio0 0. #

COROLLARIO. (Integrale termine a termine della serie di Fourier) Se f ¢ periodica di periodo
27 e continua a tratti su IR, detti ag, ag, by 1 suoi coefficienti di Fourier, se [0, 7] C [—7, 7] si ha

+oo T T
F(t) — o)+ [ (kt)dt+b in(kt) dt} )
/ (1 —o0) ; ay /U COS k/ sin

o

DIMOSTRAZIONE. Poniamo F(z) = [*_f(t) — % dt per « € IR notando che F risulta continua
su IR e derivabile con derivata F'(x) = f(z) — “—0 in tutti i punti in cui f risulta continua.

5Essendo f continua a tratti su IR esiste una partizione g = —7 < 71 < ... < rp=0< ... <z, =7
per la quale f risulta continua su (z;_1,z;) esistendo f(mj[) per ogni j € {1,...,n}. Otteniamo allora che
anche F' & continua su ogni intervallino (z;_1,x;) essendo i rapporto tra funzioni continue non nulle. Se inoltre
+y_ _
f(iiii(LJ;(;ﬂ+) >k
j €40,1,...,n} e j # k allora visto che sin(%) # 0, esiste F(;v;t) = f(m‘i)j% ) . Visto che esistono
D) i<k
sin( =)
F(0%) = F(a:]—ci) concludiamo che F & continua su (z;_1, ;) ed esistono F(xji) per ogni j € {1,...,n} ed essendo

F periodica di periodo 2, risulta che F' & continua a tratti su IR.

dt



Essendo f continua a tratti su IR esiste una partizione ro = -7 < 1 < ... < 1, = T per
la quale f risulta continua su (x;_1,z;) esistendo f(a:]i) per ogni j € {1,...,n}. Otteniamo
allora che anche F' ¢ derivabile con derivata uguale a f(t) — % su (x;_1, ;) esistendo I (x;t) per
ogni j € {1,...,n} e risultando dunque che F' ¢ C! a tratti su (—m, 7). Notiamo ora che dalla
definizione di ag segue che f_ﬂﬂ f(t) — % dt = f ft)dt — mag = 0 e visto che f & periodica di
periodo 27 otteniamo

x+27
F(x+27r)—F(a:):/ f(t) ——dt /f —%dt:OperognixelR,

cio¢ F ¢ anch’essa periodica di periodo 27. Essendo F periodica di periodo 27 e C! a tratti su
(—m, ) risulta C! a tratti su IR.
Dal Teorema di convergenza puntuale della serie di Fourier deduciamo che posto

ap = 1 /7r F(z)dx, o= 1 /7T F(z)cos(kx)dr e [y = 1 /7T F(z)sin(kzx) dz,

T J_x T J_x TJ_x

si ha .
9) F@@-%?::E:[akam@m>+¢ﬁsnmkxn, Vo€ IR.
k=1
Integrando per parti su ogni intervallo [z;_1, x;], ricordando che F'(z) = f(z) — % su (z;_1, z;)
otteniamo l'identita

/mj F(z)cos(kx) dr = [F(x)sm zj ) / f(z sm ) — ;—2 K sin(kx) dz.

Tj—1

J

Sommando per j € {1,...,n} otteniamo allora per additivita dell'integrale che

Ty = /7r F(z)cos(kx) dx = [F(:c)smgfx)]ﬂﬂ—% /_’f f(z)sin(kx) alaz:+/_7r Qo SUREE) sg;ﬂ(k;x) dr = —%bk.

—T

Cio mostra che oy = —%bk e in modo del tutto analogo si deriva anche che 3, = %ak per ogni
k € IN. Utilizzando tali relazioni unitamente alla (9) concludiamo che se [0, 7] C [—7, 7] allora

/f ~%dt = Flr) - Flo)

= Z ag(cos(kt) — cos(ko)) + By(sin(kt) — sin(ko))
Z be(— cos(kT) ; cos(ko) )

sin(k7) — sin(k;a))
k

—i—ak(
k=1

= Zbk/ sin(kx) dx—l—ak/ cos(kx) dz. #

ESEMPIO 1. Si consideri la funzione f : IR — IR periodica di periodo 27 e tale che f(x) = |z|
per z € [—m, 7.

La funzione risulta continua su IR e C! a tratti su IR. Dal Teorema di convergenza puntuale la
sua serie di Fourier converge a f(x) per ogni z € IR. Per calcolare i suoi coefficienti di Fourier
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Figure 2: La funzione f(z) e le sue somme di Fourier s;(x) e s3(z)

notiamo antitutto che essendo f una funzione pari allora i coefficienti b, si annullano®. Per
quanto riguarda gli a;, si ha”

1 [" 1 (" 272
ag = —/ f(x)d:v:—/ rdr=""" =1
T ) . T ) . 2m

ar = %/W f(x) cos(kx) dox = %/wacos(kx) dr = g[$Sin(kx)]g -2 /0“ sin(kz) da

T k km
B 2 cos(kx),, 2 w0 k pari,
B _H[_ k o = _kT(l - (=10 = { —2=  k dispari.

Dal Teorema di convergenza puntuale deriviamo dunque che

T cost—l

In particolare per z = 0 vale che f(0) =0 = § — Zk 1 (2k @z © cio ci permette di determinare

In generale una funzione dispari ha integrale nullo su ogni intervallo simmetrico rispetto all’origine. Infatti

se Y(x) = —(—x) allora

—a

" (@) dy == / _p(—t) dt ldisparita’ / Cewydt=— [ ar

Se dunque f & una funzione pari, risultando f(z) sin(kz) dispari, si ha by, = % f:r f(x)sin(kz) = 0 perogni k € IN.
Analogamente se f ¢ una funzione dispari, risultando f(z) cos(kz) dispari, allora ax = = [ f(z) cos(kz) dz = 0.
7Si noti che se v & una funzione pari su un intervallo [—a, a] allora

21/)(x)dx Oa¢(x)dx+/0a¢(x) /¢ dt+/ ne: d:z:f/ (—z) + ) (x da:fQ/ ne:
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Figure 3: La funzione f(z) e le sue somme di Fourier sy(z), s3(z), s5(z).s7(x)

la somma dei reciproci dei quadrati dei numeri dispari:
72 B i’i 1
8 = (2k-1)¥

In figura 2 & riportato il grafico di f(z) insieme a quello delle prime ridotte s;(z) e s3(x) della
sua serie di Fourier.

ESEMPIO 2. Si consideri la funzione f : IR — IR periodica di periodo 27 e tale che

0 —7m<x<0
f(x)_{l O<zr<m.

La funzione risulta C! a tratti su IR e dal Teorema di convergenza puntuale la sua serie di
Fourier converge a f(z) per ogni z € IR ove f risulti continua cioe per tutti gli x € R\ 72
(nZ = {nk/k € Z}). Se x € nZ allora essendo f non continua la sua serie di Fourier tende

w = % Per quanto riguarda i suoi coefficienti di Fourier si ha

1 [" 1 (7
ag = —/ f(:t)dx:—/ ldz =1,
T ) x T Jo

ap = %/W f(z)cos(kx) dx = %/Wcos(k:r)dx = —| | ? 5 =0,
- 0
cos(kx)rr B {0 k pari,

1 [ , 1 :
by = ;/_W f(z)sin(kx) dz = ;/ sin(kzx) dz = —[— ’ ~2 g dispari.

i
0

da cui otteniamo che



In particolare per = Z otteniamo che f(3) =1 = $+2 S —((_2119)—]7)1 dacui =57, —((_2?_1617)1 =
arctan(1). Si noti che essendo sin(jm) = 0 per ogni j € IV allora si ha che s,(k7) = 5 per ogni

ke Z.



