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Consideriamo il problema di Dirichlet omogeneo

—u’(x) =f(x) O<x<1
1 a0 Za 2o &

che descrive, per esempio, la configurazione di equilibrimdilo elastico di
tensione pari a uno, fissato agli estremi e soggetto a una fagversalé.

@ Se si considera il caso in cui il carico € concentrato in unaigpnti, la
soluzione fisica esiste ed & continua ma non & derivabile

@ Se il caricof € una funzione costante a tratti, la soluzione fisica non haata
seconda continua

Queste funzioni non possono essere soluzione del problegf@eedziale, in quanto
il problema (1) richiede che(x) abbia derivata seconda continua

Serve una formulazione del problema alternativa che peéandetiescrivere lo
stesso modello fisico ma con una richiesta di regolarita reiper la soluzione
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o Moltiplichiamo I'equazione differenziale (1) per ufimnzione test yle cui
proprieta verranno definite piu tardi) e integriamo sul damin cui € definito
il problema

—u'v="fv = —/Olu”(x)v(x)dx:/Olf(x)v(x)dx

o Effettuiamo un’integrazione per parti allo scopo di eliavia la derivata
seconda (in modo da richiedere una soluzione con minoréanéz)

1 1 1
_/o u”(x)v(x)dx:/ U (X)V (x) dx— [U' ()v(X)]

J0

@ Scegliendo solo funzioni test che si annullanno nei pxatio ex =1
'equazione diventa

1 1
/ U (X)V (x) dx = / f (X)v(x) dx
0 0

@ Quali requisiti deve soddisfare lo spaxicdelle funzioni test, in modo che le
operazioni introdotte abbiano senso?
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@ Seuev appartenessero@([0,1]), avremmau, v € C°([0,1]) e quindi
l'integrale a primo membro avrebbe senso

@ Pero le soluzioni fisiche potrebbero non essere derivatilicontinuita=-
dobbiamo richiedere regolarita inferiore

@ Introduciamo la nozione dipazio I°
LP(0,1) = {v: (0,1) = R te. [Mlpiau / Iv(x |pdx) < oo}
o Dato che si vuole ché! UV dxsia ben definito, la richiesta minima & chig’

appartenga &'(0,1)
@ Ora notiamo che la norma dello spazi(0,1) & indotta dal prodotto scalare

@ Whzon = ([ 0™

percio, utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwahashe

Se¢,pel?0,1) = ¢well0,1)
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@ Perché I’integral%1 u'V' dx abbia senso, occorre allora che v appartengana
allo spazio (li Soboley

H(0,1) = {ve L2(0,1) t.c. V e L2(0, 1)}

o Poiché abbiamo le condizioni al bord¢0) = u(1) = 0 e avevamo sceltotra
le funzioni nulle inx = 0 ex = 1, dobbiamo scegliere e v nel seguente
sottospazio dH'(0,1)

Hi(0,1) = {v € HY(0,1) t.c. v(0) = V(1) = o}

@ Perché anche I’integra[%lfvdxabbia senso, dobbiamo inoltre supporre ch
f € L%(0,1)

11°]

Il problema differenziale (1) viene dunque ricondotto alldema integrale

1 1
Cercareu € H3(0,1) t.c. / u’\/dx:/ fvdx  WeH0,1) (2
0 0
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@ Lasoluzionau € C?([0,1]) del problema differenziale (1) & chiamaluzione
forte

o La soluzioneu € H}(0,1) del problema integrale (2) & chiamaluzione
debole

@ Una soluzione forte € soluzione del problema in forma delmo#&enon é vero
il viceversa (ovvero, una soluzione debole puo non esséugisoe del
problema differenziale)

@ Le funzioni diH(0,1) non sono necessariamente derivabili in senso classic
Per esempio le funzioni continue a tratti con raccordi acpigppartengono
adH(0,1) ma non aC%([0,1])

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Problema di Dirichlet non omogeneo

Nel caso non omogeneo le condizioni al bordo in

{ u’(x) =f(x) 0<x<1
u(0) =u(1)=0

sono sostituite da(0) = up e u(1) = u; conug, u; € R valori assegnati.

o Ci si puo ricondurre al caso omogeneo notando che setda soluzione del
caso non omogeneo allora la funzione

U= u— [(1—X)up+Xuy]

e soluzione del problema omogeneo.
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Problema di Neumann

Definiamo la formulazione debole per il seguente problenidadimann

—Uu"(x) + a(x)u(x) =f(x) 0<x<1, og(x)>0
0) =ho ®3)
1

@ Moltiplicando per una funzione tegte integrando per parti sull’'intervallo
(0,1) si ottiene

/Olu’( W (X) dx+/ ouvdx— | uv /f

@ Supponiamd € L?(0,1) e g € L*(0,1) (ovvero una funzione limitata g.0. su
(0,1)

@ unon é nota al borde> non si deve richiedere chesi annulli al bordo

o Laformulazione debole € quindi

1 1 1
Cercareuc HY(0,1) t.c. / u'v dx+ / ouvdx= / fvdx+ hyv(1) — hov(0)
0 0 0

v
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Problema di Dirichlet per I'equazione di Poisson multidmaionale
Il problema consiste nel cercandale che

—D2u=f inQ
{ u=0 in 00 @

@ Per la formulazione debole, procediamo come nel caso mor@tiionale,
moltiplicando per una funzione tese integriamo su2

—/ Dzude:/fde
Q Q

@ Ricordando il teorema di Gauss-Green (teorema della divera) abbiamo ch

(1]

/ vDu-ndZ:/div(Duv):/ Dzude+/ Ou-OvdQ
20 Q 0 0

@ Percio abbiamo

/I]u-l]de— vDu-ndZ:/fde
Q Q

0Q

-
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Problema di Dirichlet per I'equazione di Poisson multidmi®nale

@ Scegliendo le funziondi test nulle al bordo, il termine ahtwno
dell’equazione precedente sara nullo

@ Tenendo conto di questo fatto, giungiamo alla seguenteutazione debole
Cercareu € H3(Q) t.c. / Ou-OvdQ = / fvdQ weH}(Q) (5)
Q Q

conf € L1(Q) ed avendo posto

{v: QR tc ve LZ(Q),%ELZ(Q),izl,...}
|

{ve HL(Q) t.c.v=0 suQ}

HY(Q)

H3(Q)
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Definizione di forma

Dato uno spazio funzionale normato si diceformaun’applicazionea che associa
ad ogni coppia di elementi 8 un numero reale, ovver-,-): VxV — R.
Una forma si dice

o bilinearese ¢ lineare rispetto ad entrambi i suoi argomenti
@ continuasedM > O tale che

[a(u,v)| <Mluflv[V[[y ~ Yu,veV
@ coercivaseda > 0 tale che

a(v,v)>alv|[3 VYveV
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o Il termine/ COu-OvdQ puo essere visto come uf@ma bilineare
Q
a(-,-): VxV—-R
a(u,v) = / Ou-OvdQ
JQ

(sia I'integrazione che la differenziazione sono openaidioeari nei rispettivi
argomenti)

@ Anchell termine/ fvdQ puo essere visto come fmnzionale lineare
JQ
F(-):V—=R
sz/wm
Q

(sef € L?(0,1) il funzionale lineareF & limitato, e quindi anche continuo)
o |l problema in forma debole (5) allora diventa

Cercareu € H3(Q) t.c. a(u,v) =F(v) YveH(Q)
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Lu=f suQ

Bu=g sudQ si scrive in forma debole

Un problema differenziale Iinear%
come

Cercareuc U t.c. a(u,v)=F(v) WweV

doveU eV sono due opportuni spazi di funzioai,,-): U x V — R una forma
bilineare eF(-): V — R & un funzionale lineare

i

Teorema di esistenza e unicita (Lax-Milgram)

SiaV uno spazio di Hilberta(-,-): V x V — R & una forma bilineare continua e
coerciva. Sid(-): V — R & un funzionale lineare e continuo. Allora, esiste ed
unica la soluzione del problema

TrovareueV t.c. a(u,v)=F(v) WeV
Dato un problema lineare in forma debole, si studia I'esistee I'unicita attraverso

la verifica della continuita e coercivita di-,-): V x V — R e attraverso la
continuita (o limitatezza) dr(-): V— R
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Approssimazione con il metodo di Galerkin
Consideriamo la formulazione debole di un generico prohlem

TrovareueV t.c. a(u,v) =F(v) YWeV (6)

doveV un opportuno spazio di Hilber&(-, -) una forma biulineare continua e
coercivada/ x V in R eF(-) un funzionale lineare continuo dain R.

o |l problema di Galerkin per la soluzione approssimata dc(@)jsiste nel
cercare una soluzione approssimatz V;, dove

VhCV, dim(Vy) =Ny < 4o

Problema di Galerkin

Trovare up € Vi, t.c. a(un,vh) =F(vh) YVh € Vi @)
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o dim(Vh) = Np < 4o = V, ammette una base fini{@;(x), j = 1,...,¢n, }.
ovveroVi, = sparids, ..., on,)

o Ogni elementay, di Vi, puod essere scritto come combinazione lineare degli
elementi della base

Np
Un(X) = zluj ¢i(x)
=

dove gliu; sono dei coefficienti incogniti

o Nel problema di Galerkiny, € un qualsiasi elemento j, (e quindi vale
anche per gli elementi della base), percio il problema daven

Trovareup € Vj, t.c. a(un, ¢i) =F(¢i) i=1,...,Nq

o Per lalinearita della forma abbiamo

Np Np
a(un, ¢i) = a(;“j‘pjad’i) = Ziuja(d’ja‘pi)

i =
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o |l problema di Galerkin allora diventa

Nh
Trovareuy,...,uy, t.C. Zul‘a(d)j,(pi):':(d)i) i=1,...,Nq (8)
j=

o Denotiamo corf, la matrice (dettali rigidezzg i cui elementia; sono definiti
da

aj = a(¢j, di)

e siandfp = (F(¢1), ..., F(¢Nh))T eup = (ug,.. .,uNh)T
o |l problema di Galerkin (8) & equivalente alla risoluziore sistema lineare

Anup = fp

o Per un problema ellittico, la matridg, € simmetrica e definita positiva
o La struttura di sparsita di, dipende dal supporto delle funzioni di base

o
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Esistenza, unicita e convergenza della soluzione del enadldi Galerkin

Se valgono le stesse ipotesi del teorema di Lax-Milgrarmaper) e F(-) allora:
@ La soluzionau, esiste ed € unica (equivale all'invertibilita della magr#g,)

o |l problema di Galerkin é stabile uniformemente rispettdiail quanto vale la
seguente maggiorazione della soluzigjog||v < %||F| V2

o (Lemma di Cénll metodo di Galerkin & fortemente consistente, ovvero

a(u—up,vh) =0 Vvh € Vy

Il problema di Galerkin & convergente se

lim|lu—u =0
lim| Ju—un [y

. Convergenzadi ordine se||u— uy||lv = O(h%)
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Studio della convergenza

@ Un aspetto importante dell’approssimazione dii un prolalemriazionale € la
scelta di uno spazigy “opportuno”

o Se ad esempio sappiamo che la soluzione € poco regolarepnaierme scegliere
spaziVy, di funzioni troppo regolari (come ad esempio lo spazio dénpmi
definiti su tutto il dominio del problema)

o Viceversa, gli spazi regolari dovrebbero essere prefegiti’approssimazione di
soluzioni regolari

@ In generale, pil lo spazio € regolare, meno & sparsa la mairie- maggior
costo per il calcolo dA, e per larisoluzione del sistema lineare

@ In compenso, con spazi regolari si ha una convergenza megiidimite
dato dalla regolarita della soluzione)
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Metodo degli Elementi Finiti

E un approssimazione di Galerkin in cui lo spa¥jpha le seguenti caratteristiche:
@ V}, € associato ad una triangolaziohedel dominioQp,

@ Su ogni element& di Ty, (cioé su ogni triangolo, rettangolo, tetraedro, .. .)
gli elementi diV}, sonofunzioni polinomiali

o V, ammette una basghj(x),j = 1,..., ¢, } doveg; sono funzioni ssupporto
limitato “piccolo”

o In generale, le funzionp; sono dei polinomi a tratti di grado poco elevato
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Risultato di convergenza

Siau € V la soluzione esatta del problema variazionale
a(u,v) =F(v) WeV

e siaup la sua approssimazione ottenuta con il metodo degli elerfieititdi grado
r, ovvero la soluzione del problema

a(uh,vh) = F(Vh) VVh S Vh

in cui
Vh = {Vh € X{, t.C. Vh(0) =Vn(1) =0}
e X/, & lo spazio delle funzioni continue sull'intervalle= [0,1] e polinomiali a

tratt| di grador sugli intervallil; = [%_1,]. Sia inoltreu € HP(l) per un opportuna
p > r. Allora vale la seguentstima a priori dell’'errore

Ju=unlly < CH Ui

doveh = max(X — Xi_1).
I

-
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Ordine di convergenza del metodo degli elementi finiti

r{ueHI(l) [ueH?() [ueH3(1) [ue H*(I) [ue H>(I)
1| converge h h h
2 | converge h h? h2
3| converge h h? h?
4 | converge h h2 h3
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Esempio
Il problema differenziale

{ —u’(X) +g(x)u(x) = f(x) xe (a,b),g(x) >0
u(@=u(b)=0

ha la seguente formulazione debole (o variazionale, oriatep

Trovare una funziona € H3(a,b) tale che

b b b
/{iu’(x)\/(x)dx+/a g(x)u(x)v(x)dx:/a f(x)v(x)dx  Ye H(ab)

doveH}(a,b) = {ve L?(a,b),V € L%(a,b), v(a) = v(b) = 0}
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Problema discreto:

o Triangolazionesi divide I'intervallo[a,b] in m+ 1 sottointervallil; = [Xi_1, %]
cona=Xxg <Xy < -+ < Xm < Xmr1 = b (Poniamah; = x; — X;_1 € h = max h;)

o Definizione dello spazio V, € I'insieme delle funzioni lineari su ogni
intervallolj, continue sua, b] e a valore nullo ira e b (Si verifica che questo
spazio & irHj(a, b))

o Base di : ¢i(x) funzione lineari a tratti tale

1 sej=i

¢i(Xj)=aj:{ 0 sej#i,j=1,...,m

La generica funziong;(x) si scrive come

0 X< X1
X—Xi_1 1
X —% 1 hi( Xi 1) i—1 SX

Xira—x 1

Xit1— X h|+1
0 X 2> Xiy1

(Xir1—X) % <X<Xi41

o
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Problema discreto:
@ Formulazione di GalerkinTrovareuy € V;, tale che

b b b
/auﬁ(x)q)i’(x)dm-/a g(x)uh(x)cpi(x)dx:/a fX)pi(x)dx  Vi=1,....m

@ Poichéun(x) = 3, uj¢;(x), si ottiene

3. ( [ o000 [ 660060088) = [ 100000 i1
2

o La derivata prima d;(x) &

0 X< X-1
1
. h Xi—1 < XX
¢i (x) = "1
_h‘—l Xi < X< X1
i+
X2 X1
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—% sej=i-1
b 1 /% 1 Xi+1 1 ' 1 .
/(X) ! (X) dx= = ! (X) dx— —— /(X)dx={ —+— sej=i
L #098i090x= - [ glogax—p=- [ g0 R e
—— sej=i-H1
hi+1 J
@ Supponendo chg(x) =g <€ R, si ha
X g Xi+1
[ aonmsoa=2 [* x-xppmac L [ -xs09ax
| JX_1 i1
% sej=i—1
= 9(h-+h- ) sej=i
= g\ i+1 ] =
gf;rl sej=i+1
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Arriviamo quindi all’equazione alle differenze

Ui+1(gh6+l = T]-;-l) + Ui [(Fl, + T]-;-l) +g(hi +hi+1)} +Ui,1(% = hil) =G

cong — /bf(x)qbi (X) dx

@ Se anché € V;, si ha
b m b 1
G = /a (k=) f /a B0 00 dx= 2 [fi P+ 261+ ) + -2
. ]: .

@ Se la griglia & uniforme allorl; = hperi =1,...,m+ 1, e quindi
h 1 2 2gh h 1 h
Ui+l(% — ﬁ) + Ui (ﬁ + %) + Ui—l(% - ﬁ) = é(fi+1+4fi +fi_1)

@ Si puo fornire una forma esplicita pere studiare la zero-stabilita del metodo
con gli stessi metodi usati per le ODE

o
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Problemi parabolici: metodo delle differenze finite

Vogliamo risolvere con il metodo delle differenze finite ibplema seguente

U — OUxx =0 0<x<1 t>0
u(x,0) = up(x) (condizioni iniziali)
u(0,t) = u(1,t) =0 (condizioni ai limiti)

@ Supponiamo di avere una griglia uniforme con passe- N%l lungo la
direzionex e At lungo la direziong

o Notazioneu! = u(iAx, nAt) = u(x;,tn)

o Discretizzazione alle differenze finite nello spazio:

n 2 n
Ul — 207+ Ul

A + O(AX?)

Uxx(Xivtn) =

o Discretizzazione alle differenze finite nel tempo:

A

ut (X, th) = ———-

Aol
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@ Abbiamo percio lo schema seguente

u{‘*l—u{‘za( no—2ul+ul )

At AX2 ) 9)
u¥ = Uo(x) i=0,1,....N+1
ug=Up,1=0 n=0,1,...

@ A partire dai dati iniziali e ai limiti, tale schema fornistemanieraesplicitala
soluzione approssimatg, con un errore di troncamento dell’ordine di
O(At,Ax?)

o Introducendo i vettoru" = (uf,...,ul)T, uMt = (Ui, .. u )T e la
matriceA di discretizzazione del termineuyy, possiamo scrivere

u™tt = (1 — oAtA)U"
o Studio della precisione: la soluzione dello schema nuroérisoluzione
(esatta) dell’equazione perturbata
2 2

At A > At Ax
Ut—GUXX:—EUtt‘FO—ﬂUXXXX—F"':( 0 ?‘FO— 12)uXxxx+...
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Problemi parabolici: convergenza

o La soluzione approssimata deve tendere alla soluzionmegandad\x e At
tendono a zero
lim u — u(x,th)|| =0
p lim Tl us, )|
@ Convergenzasi usa il Teorema di Lax-Richtmyer (dato un problema berngps
€ un’approssimazione consistente, la stabilita equiiecanvergenza)

@ Consistenzal’errore locale di troncamento tende a zero al tendere ader
parametri di discretizzazionkx e At

o Stabilita gli errori non si accumulano
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Stabilita iterativa

o Per unayriglia data (Ax e At), se i dati inizialiu® sono limitati allora la
soluzioneu" ottenuta al tempé, = nAt € uniformemente limitatgpern
arbitrariamente grande), ovvef& > 0 tale che

0
(U™l < K]ju®|]

@ Per lo studio di questo tipo di stabilita si usarialisi di Von Neumann

@ Schema di approssimazione stabeuno schema tale che, se la soluzione
iniziale del problema continuo € limitata, la soluzione rauita resta
uniformemente limitata su ogni compafodello spaziqx,t) per ogni
raffinamento della griglia (anche al limits, Ax — 0). Cioe, per ognit, Ax

ull<C  vx, "

Schema di approssimazione stab#eStabilita iterativa J
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Condizioe sufficiente per la stabilita iterativa

Una condizione sufficiente per la stabilita & la seguente:
U] < (1+0(ab)[[u"]

dove il termineO(At) é indipendente dAx per una norma approprialtal|
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Condizioe sufficiente per la stabilita iterativa

Una condizione sufficiente per la stabilita & la seguente:
U] < (1+O(ab)|ju|

dove il termineD(At) € indipendente dAx per una norma appropriafia |

Caso particolare: schema lineare costanfe! = Gu" + f

@ G e una matrice indipendente ddlinearita) e indipendente deet (schema
costante), ma puo dipendereiae Ax.

o f & un vettore con le stesse caratteristich&€di
@ Si suppone inoltre ch& sia diagonalizzabileG = TAT ! con
A =diaggi,---,0n)
@ Lo schema é iterativamente stabile se e solo se
p(G) = max [g| <1

@ Questa condizione € soleecessariger avere uno schema di approssimazion
stabile

-
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Analisi di Von Neumann

@ Si considera un problema periodico{x < 2m) con condizione iniziale

Uo(X) = u(x,0) = EO 00 (k)

k=—o0

D o
o Lasoluzione nei nodi della griglia € allodd = z N (k) ehibx
k=—o0
@ La soluzione é quindi combinazione lineare dei singoli nédiourier
Gn(k)eiijx
o Si ha stabilita iterativa sgi"(k)| resta limitato pet — + e per ognk
@ Se consideriamo il singolo modo di fourier e lo sostituianeionschema
numerico otteniamo una relazione che lega il modo al tetppocon il modo
al tempot,
0" (k) = g(k)a"(k)
doveg(k) € il fattore di amplificazionelel modo associato alla frequerka
@ La condizione di stabilita relativa diventa dunque

max|g(k)| <1
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Analisi di Von Neumann per lo schema esplicito (9)

At
UMt = +org (Wa—2+yly)

@ Consideriamo come condizione iniziale il singolo modo difer alla
frequenza: u? = 0°(k)€X2. Procedendo per ricorrenza, al passe1 si
ottiene

T4 At
AL (1 i 1
0" (k) = U = +04s 2(uJ+1 200+ 4)

(k) {ék}Ax_’_ Pl (e|k j+1)A 2e|k|Ax_|_eik(j—1)AX)}

AX2
( )elijX [1+0A (e|kAx 2+e—ikAx)}

0" (k) ehiBx {14— 20 AL (cogkAX) — 1)}

Ax2
= () [1 - a0 sir? ()| = gl (Kek
perciou™1(k) = g(k)0"(k) cong(k) = 1— 40AA25|n2("AX)

-
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Analisi di Von Neumann per lo schema esplicito (9)

gk =1-40— At

AE 5 sin? (4¥)

o La condizione di stabilita iterativa ékm{sg(k)| <1

o Nel nostro casg(k) < 1 per ognik, percio resta da vedere sotto quali
condizioni diAx e At, g(k) > —1, ovvero

25|n2<kAX> SE vk

A 2 2

2

o La disuguaglianza e verificata se e solmséL < = ovveroAt < &
guag e =2 =20

o Quindi, per avere stabilita iterativa abbiamo un limiteestiqpre per il passo
temporale
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Studio della convergenza per lo schema esplicito (9)

La soluzione vera soddisfa

U0, thr1) =(1— 225 u(x;, th) + 35 [U(Xi—1,t) + U(Xi11,t)]

+ 5 & 5> Ut (Q) — AtUAz—ﬁz [Uxxxx(pl) + Uxxxx(pz)}

Ril'l
dove il restoR! € maggiorato da
At? AX?
|R1n| = ‘—Utt( Ataﬂ [Uxxxx(pl) + Uxxxx(pz)} ‘
AX 2

= UAt‘ Uxxxx(Q) >4 [Uxxxx(pl) + Uxxxx(pz)} ‘

_ oit DX2 olt DX2
< ’ obt— - ’sup|uxxxx(x t) = CT< o+ ?)

Lo schema numerico & definito cora’® = (1 2854+ 253 (U, + . ,),
quindi, introducendo I'errore globale di troncameste= u( x. tn) uf, si ha
n+1_

~n+1 20/t gt
€ u(xi,tay1) — G = (1 M Jel+ sz (el 1+Qn+1) +R




Studio della convergenza per lo schema esplicito (9)
§t=(1-F )+ 3R (L +ele) +

o Se2ot ZUA‘ <1 allora

2;(€t>| &l +57 AX2 (|qn 1|+ &lal) [+ R

max|q +l < (

NG
< max|e, |+ C— (UAt+ —)

2 6
ot AX?
< max(e |+(n+1)07( At+?)
thr1Co NG thr1Co 1
= —_ < —
2 (0At+ 6 )— 2 (Gt“+1+6)

Quindi I'errore resta uniformemente limitato sul compd€@d] x [0,tn 1] =
Lo schema di approssimazione é stabile
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= (1- 23 )+ 2F (1 +elq) +
SeZA—UX%rt =v > 1allora
miax|ﬁn+l| <(v-1)|e+ = (|Qn 1+ 1)+ R < (2v—1) max|e| |+ R
AX?

<(2v-1) miax|q”| + C— (oAH— -

2
< (2v - 1)2maxe | + [(2v — 1) + 2] 2 (ont + 2

2 6
< (2v—1)"+1m_ax|e,°|+ [i(Zv—l) }C%At( oAt+ A—gz)
k=

C(v-1)"™ o1 ont Ax2
= Tv-1 2 (o8t+5)
_ (2v—1)t"+1/m—1 (oAt)? e
- (v—-1) 3 a0

Quindi sul compattd0, 1] x [0, t,11], perAt — O I'errore non & limitate= Lo
schema di approssimazione non é stabile
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