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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Definizioni
o Una EDP €& una relazione che lega un insieme di variabili entienti
X = (X1,...,%), una funzione incognita(x) e un certo numero di derivate

parziali diu:
OPLTTPry(x)
F(x,u(x),...,m> =0

o L' ordinedi una EDP e il grado piu alto delle derivate parziali present
nell’equazione precedente, cioé il massimo valore assaliyi; + - - - + pr

@ SeF e lineare rispetto ad e alle sue derivate, I'EDP € definita esskmeare
@ Se si ha una sola variabile= x; = Equazioni Differenziali Ordinarie

@ In molti problemi le variabili si possono decomporre in adnili temporali e
spaziali, ovwerx = (t,x1,...,Xr)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sistema di equazioni di Eulero

oW dF(W) sz(W)+dF3(W
ot oX ay 0z

doveW = (p, pu, pv, pw, E) sono chiamateariabili conservatives

) _o

pu pv oW
pu?+p puv puw
FiW)=| puv Fo(W) = | pv?+p Fa(W) = \flsz
puw pvw PW? +p
u(E+p) V(E+p) W(E+p)

sono i termini {luss) convettivi
o Equazione fluidodinamica per un fluido comprimibilen viscoso

o |l sistema di equazioni di Eulero € un sistema di Efdf lineare evolutivo e
di ordine 1

>
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sistema di equazioni di Navier-Stokes

OW  9F (W)  dF(W) N dF3(W)
ot oX ay 0z
0G1(W,0W) 9G(W,0W) 9G3(W,0W)
e e e
oX ay 0z

=0

doveG;(W,0OW), Go(W,0OW) e G3(W,OW) sono i termini {luss) diffusivi

0 0 0
—Txx —Tyx —Tzx
G1(W,OW) = | —Txy Go(W,0OW) = | —Tyy G3(W,0OW) = | —Tyy
—Txz —Tyz —Tzz
-0 —02 —03

dovegl = qx+ urxx+vrxy+ Wrxz, gz = qy+ uTyx+VTyy+WTyz, -
o Equazione fluidodinamica per un fluido comprimibiiscoso
o E un sistema di EDRon lineare evolutivo e di ordine 2

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sistema di equazioni di Maxwell

. JE
U x B = Hoj + €otlo—-

d—B——DxE
ot 0
O0.E=—

&
O0-B=0

doveE ¢ il campo elettricoB il campo magneticg, la densita di corrente g la
densita di carica

o Equazione fondamentale in elettromagnetismo
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Schroedinger

L oW N h?
|ha— =-Y —PY1+ V(X)W
ot & 2m
dovex = (x,y® 21 x@ . ZN)) & |a posizione delle particelle®(x) & la
funzione d’onda delle particelle
o Equazione fondamentale della meccanica quantistica riativistica

o E una EDP lineare, evolutiva e di ordine 2
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Lotka-Volterra (modello preda-predatore)
Xy (1) = (a1 — an2Xe(t))xa (1)
Xo(t) = — (82 — 21X (1)) X2 (1)
dovex; (t) e xz(t) sono due grandezze che misurano I'entita delle popolazierf
al tempot (ad esempio il numero di individuiy, ap, a12 € a1 SONO costanti
positive.
o E un sistema di ODRon linearedi ordine 1
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

{ S(t) = —kagt)m(t)
m (t) = kag(t)m(t) — bm(t)
dove:
o s(t) & il numero di individui sani
o m(t) & il numero di individui malati in circolazione
o aé un coefficiente che misura la virulenza della malattia

@ b e il tasso con cui gli individui malati vengono rimossi dgliassibilita del
contagio (isolati, deceduti, immunizzati, . ..)

o k¢ il coefficiente legato al numero di incontri tra individairs e malati
E un sistema di ODEon linearedi ordine 1

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Migrazione dei lavoratori

oA d%w. JdwodA 92\
ot o Taxax Vo

in cui A (x,t) & la densita di lavoratori al posice al tempd e w(x,t) & lo stipendio

medio al postx e al tempad
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problema ben posto (secondo Hadamard)

Un problema di EDP e dettoen postauando sono soddisfatte le proprieta
seguenti:

@ Esiste una soluzione

o La soluzione € unica

@ La soluzione dipende in maniera continua dai dati

o Le prime due proprieta dipendono, in particolare, dediadizioni inizialie/o
ai limiti che vengono imposte

@ Il numero di condizioni da imporre € legato al tipo di equase al suo
ordine:

o Se siimpongono troppe condizioni, il problema pud non asetezioni
@ Se non ci sono abbastanza condizioni, si possono trovaeesidlizioni che non
sono “fisiche”

o Laterza proprieta assicura che a piccole variazioni dictatispondono
piccole variazioni dei risultati
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Si consideri il problema

d%u 9%
—+—==0 R,t>0
72 o XeR,t>

u(t,0) =0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Si consideri il problema

d%u  d%u

W—FW—O XeER,t>0
u(t,0) =0

du

axlox P(x)

@ Esiste un’unica soluziongin C?(R x R*)
o Se@(x) = ¢h(x) = eV nsin(nx) , allora la soluzione &

Un(t,x) = & VMsin(nx)e

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Si consideri il problema

d%u  d%u

W—FW—O XeER,t>0
u(t,0) =0

du

axlox P(x)

@ Esiste un’unica soluziongin C?(R x R*)
o Se@(x) = ¢h(x) = eV nsin(nx) , allora la soluzione &
Un(t,x) = & VMsin(nx)e

Pero abbiamg limp(x) =0 e Vip >0 nIim Un(to,X) = 40 quindi la
soluzione non dipende in maniera continua dai gafl problema non € ben
posto

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Consideriamo una EDP lineare,aldine 2e con due variabili indipendenti:

a(X,y)uxx + b(X, y) uxy + C(X, y) tyy + d(X, y) ux + €(X, y)uy + f (X, y)u = g(x,y)

@ Questa equazione e detta
o iperbolicaseb? —4ac> 0
o ellittica seb? —4ac < 0

o parabolicaseb? —4ac=0 e rank(E s d> =2
c e
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Consideriamo una EDP lineare,aldine 2e con due variabili indipendenti:

a(X,y)uxx + b(X, y) uxy + C(X, y) tyy + d(X, y) ux + €(X, y)uy + f (X, y)u = g(x,y)

@ Questa equazione e detta
o iperbolicaseb? —4ac> 0
o ellittica seb? —4ac < 0

o parabolicaseb? —4ac=0 e rank(E s d> =2
c e

@ Sea(x,y),...,f(x,y) non sono costanti, allora la classificazione ha un caratte
locale
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Consideriamo una EDP lineare,aldine 2e con due variabili indipendenti:

a(X,y)uxx + b(X, y) uxy + C(X, y) tyy + d(X, y) ux + €(X, y)uy + f (X, y)u = g(x,y)

@ Questa equazione e detta
o iperbolicaseb? —4ac> 0
o ellittica seb? —4ac < 0

o parabolicaseb? —4ac=0 e rank(E s d> =2
c e

@ Sea(x,y),...,f(x,y) non sono costanti, allora la classificazione ha un caratte

locale
2 92 02\ . . o
° (aﬁ + bm + Ca_yZ) e chiamatmarte principaledell’operatore
differenziale

o La natura iperbolica ed ellittica dell’equazione diffezeie dipende solo dalla
sua parte principale

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Nel caso diN variabili, possiamo scrivere I'equazione lineare di oedthcome
N N 2 N
J<u Jdu
aj (X) 3=+ 3 bi(X)5— =H(x,u) @
i;j; 15050 2" % ox

o La classificazione € ora basata sugli autovalori della we#i cui elementi
Sonoa;j (X)
@ Si puo sempre scegliefesimmetrica=- A ha soltanto autovalori reali
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Nel caso diN variabili, possiamo scrivere I'equazione lineare di oedthcome
N N 2 N
J<u Jdu
aj (X) 3=+ 3 bi(X)5— =H(x,u) @
i;j; 15050 2" % ox

o La classificazione € ora basata sugli autovalori della we#i cui elementi
Sonoa;j (X)
@ Si puo sempre scegliefesimmetrica=- A ha soltanto autovalori reali
o L'equazione (1) é detta
o iperbolicase tutti gli autovalori sono non nulli ma ne esiste uno chadyns
diverso dagli altri

¢ ellittica se tutti gli autovalori sono non nulli e hanno lo stesso segno
o parabolicase esiste un autovalore nullo e réAkx),b(x)) = N (con

b(x) = (b1 (x),...,bn(x))T)
@ Questa classificazione non esaurisce tutti i casi posditHiDP lineari di
ordine 2
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Consideriamo ora il sistema lineare di equazionigteho ordineseguente
AWx+BWy:f WER”

conA, B matrici quadrate di ordine
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Consideriamo ora il sistema lineare di equazionigteho ordineseguente
AWx+BWy:f WER”

conA, B matrici quadrate di ordine
@ SeA e invertibile, la classificazione é fatta in base alle saoezdell’equazione

P(A)=detB—AA)=0
ed al numero di autovettori indipendenti che verificano

(B—A\V=0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Classificazione delle EDP

Consideriamo ora il sistema lineare di equazionigteho ordineseguente
AWx+BWy:f WER”

conA, B matrici quadrate di ordine
@ SeA e invertibile, la classificazione é fatta in base alle saoezdell’equazione

P(A)=detB—AA)=0
ed al numero di autovettori indipendenti che verificano
(B—AA)v=0

o |l sistema é detto

o iperbolicoseP(A) han radici reali en autovettori indipendenti

o ellittico seP(A) non ha radici reali

¢ parabolicoseP(A) han radici reali con almeno una radice doppia autovettori
indipendenti (I< v <n-—1)

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemistazionaried evolutivi

@ Le equazioni ellittiche descrivono problestazionari in tal caso le variabili
X = (Xg,...,Xn) POSSONO essere considerate come variabili spazidtier
chiudere il problema si aggiungono le condizioni ai limétefte anche
condizioni al bordo o di frontiera)

@ Le equazioniiperboliche e paraboliche descrivono probkralutivi in tal

caso una delle variabili assume il ruolo di variabile tengberRichiedono
l'uso di condizioni iniziali e di condizioni al bordo.
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemistazionaried evolutivi

@ Le equazioni ellittiche descrivono problestazionari in tal caso le variabili
X = (Xg,...,Xn) POSSONO essere considerate come variabili spazidtier
chiudere il problema si aggiungono le condizioni ai limétefte anche
condizioni al bordo o di frontiera)

@ Le equazioniiperboliche e paraboliche descrivono probkralutivi in tal

caso una delle variabili assume il ruolo di variabile tengberRichiedono
l'uso di condizioni iniziali e di condizioni al bordo.

SialL I'operatore differenziale corrispondente a un’equazielfittica del tipo (1).
Allora:

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemistazionaried evolutivi

@ Le equazioni ellittiche descrivono problestazionari in tal caso le variabili
X = (Xg,...,Xn) POSSONO essere considerate come variabili spazidtier
chiudere il problema si aggiungono le condizioni ai limétefte anche
condizioni al bordo o di frontiera)

@ Le equazioniiperboliche e paraboliche descrivono probkralutivi in tal

caso una delle variabili assume il ruolo di variabile tengberRichiedono
l'uso di condizioni iniziali e di condizioni al bordo.

SialL I'operatore differenziale corrispondente a un’equazielfittica del tipo (1).
Allora:
@ Ui+ Lu= 0 & un’equazione parabolica p#y, .. .,Xn;t) et corrisponde
all'autovaloreA =0

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemistazionaried evolutivi

@ Le equazioni ellittiche descrivono problestazionari in tal caso le variabili
X = (Xg,...,Xn) POSSONO essere considerate come variabili spazidtier
chiudere il problema si aggiungono le condizioni ai limétefte anche
condizioni al bordo o di frontiera)

@ Le equazioniiperboliche e paraboliche descrivono probkralutivi in tal
caso una delle variabili assume il ruolo di variabile tengberRichiedono
I'uso di condizioni iniziali e di condizioni al bordo.

SialL I'operatore differenziale corrispondente a un’equazielfittica del tipo (1).
Allora:

@ Ui+ Lu= 0 & un’equazione parabolica p#y, .. .,Xn;t) et corrisponde
all'autovaloreA =0

@ se la matricéA ha soltanto autovalori negativi
Ut+Lu=0

€ un’equazione iperbolica pafx, . .., Xn;t) et corrisponde all’autovalore con
segno diverso

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni ellittiche (problemi stazionari)

@ Una perturbazione in un punto influenza la soluziontitto il dominio
considerato

@ Sono necessarmndizioni al bordgoer tutte le frontiere e per tutte le
incognite
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni ellittiche (problemi stazionari)

@ Una perturbazione in un punto influenza la soluziontitto il dominio
considerato

@ Sono necessarmndizioni al bordgoer tutte le frontiere e per tutte le
incognite

Equazioni paraboliche (problemi evolutivi)

o | problemi parabolici sono caratterizzati da fenomerdiffusione= una
perturbazione € attenuata rapidamente

@ In generale, sono necessarie sia condizioni al bordo chaizioni ai valori
iniziali

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni ellittiche (problemi stazionari)

@ Una perturbazione in un punto influenza la soluziontitto il dominio
considerato

@ Sono necessarmndizioni al bordgoer tutte le frontiere e per tutte le
incognite

- -

Equazioni paraboliche (problemi evolutivi)

o | problemi parabolici sono caratterizzati da fenomerdiffusione= una
perturbazione € attenuata rapidamente

@ In generale, sono necessarie sia condizioni al bordo chaizioni ai valori
iniziali

Equazioni iperboliche (problemi evolutivi)
@ Tipicamente descrivono problemi di propagazione di ondesgenza di
dissipazione

@ Le condizioni al bordo e ai valori iniziali dipendono datigezioni
caratteristichedell’equazione considerata
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemi ellittici: esempi

o Il LaplacianoJ? & un operatore ellittice> Le equazioni di Laplac&?p=0e
di Poissori]2¢ = f sono EDP ellittiche. Esse descrivono per esempio
o la deformazione di una membrana soggetta ad un carico
o laripartizione del calore in un ambiente omogeneo
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemi ellittici: esempi

o Il LaplacianoJ? & un operatore ellittice> Le equazioni di Laplac&?p=0e
di Poissori]2¢ = f sono EDP ellittiche. Esse descrivono per esempio
o la deformazione di una membrana soggetta ad un carico
o laripartizione del calore in un ambiente omogeneo

o Equazione del potenziale: € un’equazione semplificataqupi aereodinamic
in un flussostazionariq subsonicali un fluidocomprimibile non viscoso

%p %

a2 o =0

(1-MZ)

doveg ¢ il potenziale della velocitav(= (@), e M < 1 € il numero di Mach
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Problemi ellittici: esempi

o Il LaplacianoJ? & un operatore ellittice> Le equazioni di Laplac&?p=0e
di Poissori]2¢ = f sono EDP ellittiche. Esse descrivono per esempio

o la deformazione di una membrana soggetta ad un carico
o laripartizione del calore in un ambiente omogeneo

o Equazione del potenziale: € un’equazione semplificataqupi aereodinamic
in un flussostazionariq subsonicali un fluidocomprimibile non viscoso

%p %

(1-M2) e + 52

=0

doveg ¢ il potenziale della velocitav(= (@), e M < 1 € il numero di Mach
o Equazioni di Navier-Stokestazionarie
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Esempi di problemi ben posti per EDP ellittiche, lineari ediine 2

SiaQ un aperto limitato & =M, Ul la frontiera diQ

20
o Problema di Dirichle({ e L
u=g sul
DPu=f suQ
o Problema di Neumang du
— =g sul
on
DPu=f suQ
@ Problema misto di Neumann-Dirichlét ng g suly
2 h sur
an 2le
D%u=f suQ
Problema di Robi
° % tku=h sul
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Esempio di problema parabolico: equazione del calore

Consideriamo la diffusione del calore in una barra infinita

T 92T
_— = = R
TR 0 xeR,t>0

T(x,0) = To(x)

. 1 [+t ey?
@ Questo problema ha soluziofiéx, t) = H/ e X To(y)dy
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Esempio di problema parabolico: equazione del calore

Consideriamo la diffusione del calore in una barra infinita

T 97T
_— = = R
TR 0 xeR,t>0

T(x,0) = To(x)

. 1 [+t ey?
@ Questo problema ha soluziofiéx, t) = H/ e X To(y)dy

@ Consideriamo il caso in cui i dati iniziali siano discontinu

0 x<0
TO(X):{ 1 x>0

la soluzione diventa

) —y)2 1 2
T(x,t) = —/ e Fdy= — [Meas
0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Esempio di problema parabolico: equazione del calore

T(xt) = —2711\/f /j e de

o Per ognit > 0 abbiamo che

1 0 2 1
T(0,t) = m[me—f 0= 5

percid non abbiamo pit la discontinuita pet 0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Esempio di problema parabolico: equazione del calore

T(xt) = —2711\/f /j e de

o Per ognit > 0 abbiamo che

1 0 2 1
T(0,t :—/ et di=—"=
0.y 2my/t J—w ¢ 4./t
percid non abbiamo pit la discontinuita pet 0

@ Inoltre, per ognt > 0 abbiamdr (x,t) > 0 = Il calore si propaga &elocita
infinita, cioé Ty (x) influenza istantaneamente tutto il dominio spaziale
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Esempio di problema parabolico: equazione del calore

T(x,t) = —2711\/f /_? e ¢ dé

o Per ognit > 0 abbiamo che

1 0 2 1
T(0,t :—/ et di=—"=
0.y 2my/t J—w ¢ 4./t
percid non abbiamo pit la discontinuita pet 0

@ Inoltre, per ognt > 0 abbiamdr (x,t) > 0 = Il calore si propaga &elocita
infinita, cioé Ty (x) influenza istantaneamente tutto il dominio spaziale

Altro esempio di problema parabolico (non lineare): eqomizii Navier-Stokes
non-stazionarie
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche

Definizione

SiaA(x) una matrice quadrata di ordime Il sistema lineare di equazioni del primo
ordine ; 5
u u

e dettoiperbolicose, per ognk, A e diagonalizzabile ed ha autovalori reali (cioé
A(X) = T(X)AX)T~1(x), con
o A(X) =diagA1(X),...,An(X))) € la matrice diagonale degli autovaloriAiix)

o T(X) = (ra(x),...,rn(x)) & la matrice le cui colonne sono gli autovettori destri
di A(x), cioe

0 ueR"

AX)rk(x) = Ak(X)rg(x) k=1,...,n

Allora, il seguente problema ai valori iniziali (o problemiaCauchy) € ben posto

U+AXux=0 xeR
1 oo 2 &

.
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

o Equazione di convezione:
U+Clx =0

o Equazione delle onde:
Utt - CZUXX = 0

o Equazione del potenziale per un flusso supersonico
@ Equazioni di Eulero (non lineari)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare

Jdu du
E—FCW:O t>0,xeR,c#0
u(x,0) =upg(x) xeR
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Equazione di convezione
Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare

Jdu du
E—FCW:O t>0,xeR,c#0
u(x,0) =upg(x) xeR

o La soluzione di tale problema € un’onda viaggiante con veledata da

u(x,t) = up(x— ct) t>0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare

Jdu du
E—FCW:O t>0,xeR,c#0
u(x,0) =upg(x) xeR

o La soluzione di tale problema € un’onda viaggiante con veledata da
u(x,t) = up(x— ct) t>0
o Consideriamo le curve(t) soluzioni delle seguenti ODE (al variare)g)
dx
— =C t>0
at -
X(0) =xo
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare

Jdu du
E—FCW:O t>0,xeR,c#0
u(x,0) =upg(x) xeR

o La soluzione di tale problema € un’onda viaggiante con veledata da
u(x,t) = up(x— ct) t>0
o Consideriamo le curve(t) soluzioni delle seguenti ODE (al variare)g)
dx
— =C t>0
at -
X(0) =xo

o Tali curve sono detténee caratteristiche lungo di esse la soluziongx, t)

rimane costante in quanfpu(x(t),t) = 94 + & — o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare satarvallo limitato(a
sinistra)

Ju Ju

—+4+c—=0 t>0,x>0,c>0

ot Sox

u(x,0) =upg(x) x>0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare satarvallo limitato(a
sinistra)

du du
—4+c—=0 t>0 0,c>0
dt+ ox >0,x>0,c>

u(x,0) =upg(x) x>0

o Lalinea caratteristica che parte xtp= 0 éx(t) = ct
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare satarvallo limitato(a
sinistra)

Ju Ju

—+4+c—=0 t>0,x>0,c>0

ot Sox

u(x,0) =upg(x) x>0

o Lalinea caratteristica che parte xtp= 0 éx(t) = ct

o Se utilizziamo la soluzione precedenie,t) = up(x — ct) abbiamo dei
problemi: per ognt > 0 abbiamo dei valori definiti solo nell’intervallo
[ct,+o0) invece che sy0, +)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Consideriamo il seguente problema iperbolico scalare sotarvallo limitato(a
sinistra)

ot

{@Jrc%:o t>0,x>0,c>0
u(x,0) =upg(x) x>0

o Lalinea caratteristica che parte xtp= 0 éx(t) = ct

o Se utilizziamo la soluzione precedenie,t) = up(x — ct) abbiamo dei
problemi: per ognt > 0 abbiamo dei valori definiti solo nell’intervallo
[ct,+o0) invece che sy0, +)

@ Serve una condizione che ci permetta di definire la soluzietiéntervallo
[0,ct) = Condizione al bordo x 0

u(0,t) = uy (t) t>0

con le condizioni di compatibilitép(0) = uy(0) = u(0,0)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di convezione

Allora il problema

a—L:+ca—)L::O t>0,x>0,c>0
u(x,0) =up(x) x>0
u0,t)=u(t) t>0

Uo(0) = u1(0)

ammette I'unica soluzione

| up(x—ct) sex>ct
U(X’t)_{ ur(t—x/c) sex<ct
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche: dominio di dipendenza e caratiietie
Cerchiamo la soluzione del problema

du du
—+A(x)&_0 xeR

u(x,0) = ug(x)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche: dominio di dipendenza e caratiietie
Cerchiamo la soluzione del problema

[7)'4

{ @+A(x)@:0 xeR
u(x,0) = ug(x)

@ Ricordiamo che\(x) = T(X)A(X)T~1(x) e poniamov(x,t) = T~1(x)u(x,1)
(variabili caratteristichg. Possiamo allora scrivere il sistema precedente con

ov ov
V(x,0) = T*(x)uo(x)

5Vi .

@ Ovvero si hannm equazioni scalari indipender%'% + A I 0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche: dominio di dipendenza e caratiietie
Cerchiamo la soluzione del problema

[7)'4

{ @+A(x)@:0 xeR
u(x,0) = ug(x)

@ Ricordiamo che\(x) = T(X)A(X)T~1(x) e poniamov(x,t) = T~1(x)u(x,1)
(variabili caratteristichg. Possiamo allora scrivere il sistema precedente con

ov ov
V(x,0) = T*(x)uo(x)

5Vi
ox
@ Nel caso in culA non dipenda da, gli autovaloriA; saranno delle costanti e le

linee caratteristiche delle rettét) = xo + Ajt

@ Ovvero si hannm equazioni scalari indipender%'% + A =0

-

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'IngegreeAmbientale



@ Le soluzioni saranno determinate dalle condizioni inizial

Vi (X, 1) = Vi(x— Ait, 0) i=1...,n

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

@ Le soluzioni saranno determinate dalle condizioni inizial

Vi (X, 1) = Vi(x— Ait, 0) i=1...,n
n
o Poichéu(x,t) = Tv(x,t), abbiamau(x,t) = z Vvi(x— Ajt,0)rj, ovvero la
i=1
soluzione del sistema originale € compostadade viaggianti e non
interagenti
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@ Le soluzioni saranno determinate dalle condizioni inizial

Vi (X, 1) = Vi(x— Ait, 0) i=1...,n

n
o Poichéu(x,t) = Tv(x,t), abbiamau(x,t) = z Vvi(Xx— Ait,0)r, ovvero la

i=1
soluzione del sistema originale € compostadade viaggianti e non
interagenti

o Osserviamo che per ogriet fissati,u(X t) dipendera solo dal dato iniziale nei
puntix— At coni=1,...,n.

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

@ Le soluzioni saranno determinate dalle condizioni inizial

Vi (X, 1) = Vi(x— Ait, 0) i=1...,n

n
o Poichéu(x,t) = Tv(x,t), abbiamau(x,t) = z Vvi(x— Ajt,0)rj, ovvero la

i=1
soluzione del sistema originale € compostadade viaggianti e non
interagenti

o Osserviamo che per ogriet fissati,u(X t) dipendera solo dal dato iniziale nei
puntix— At coni=1,...,n.
o Linsieme deglin punti che formano i piedi delle linee caratteristiche usicer

dal punto(x, t), cioe
Dxt) = {xeRtc.x=x—At,i=1...,n}

viene chiamatalominio di dipendenzdella soluziones nel punto(X;t)

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

@ Le soluzioni saranno determinate dalle condizioni inizial
Vi (X, 1) = Vi(x— Ait, 0) i=1...,n
n
o Poichéu(x,t) = Tv(x,t), abbiamau(x,t) = z Vvi(Xx— Ait,0)r, ovvero la

i=1
soluzione del sistema originale € compostadade viaggianti e non
interagenti

Osserviamo che per ogriet fissati,u(x;t) dipendera solo dal dato iniziale nei
puntix— At coni=1,...,n.
L'insieme deglin punti che formano i piedi delle linee caratteristiche usicer

dal punto(x, t), cioe

©

©

Dxt) = {xeRtc.x=x—At,i=1...,n}

viene chiamatalominio di dipendenzdella soluziones nel punto(X;t)

Nel caso si consideri un intervallo limitato, bisogna cdesare anche
condizioni al contorno oltre che le condizioni iniziali

©

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche non-lineari

Consideriamo il sistema del primo ordine seguente:

ow n JF(w)
ot ox

=0 weR" (3)

doveF: R" — R" & una funzione (in generalapn-linearee C!, ew = w(x, )
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche non-lineari

Consideriamo il sistema del primo ordine seguente:

ow n JF(w)
ot ox

=0 weR" (3)

doveF: R" — R" & una funzione (in generalapn-linearee C!, ew = w(x, )
@ Sew & una soluzione regolar€Y) di (3), allora il sistema (3) & equivalene al

sistema 5 ;
W W
ot TAM G =0 (4)
doveA(w) = OF(w) e la matrice Jacobiana Hj cioeAj = oFi(w)
ow o,

o |l sistema (3) é detto in formeonservativamentre (4) & detto in form@aon
conservativab di tipo quasi lineare
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazioni iperboliche non-lineari

Consideriamo il sistema del primo ordine seguente:

ow n JF(w)
ot ox

=0 weR" (3)

doveF: R" — R" & una funzione (in generalapn-linearee C!, ew = w(x, )
@ Sew & una soluzione regolar€Y) di (3), allora il sistema (3) & equivalene al

sistema 5 ;
W W
o AW =0 0
doveA(w) = OF(w) e la matrice Jacobiana Hj cioeAj = oFi(w)
ow o,

o |l sistema (3) é detto in formeonservativamentre (4) & detto in form@aon
conservativab di tipo quasi lineare

| A\

Definizione

| problemi precedenti sono deitierbolici se la matricéAw € diagonalizzabile in
campo realeper ogniw € R"

>
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Eulero 1D07—W +—7 IF(w)

ot 0X =0

w= | pu e Fw)=|[puw?+p
E u(E+p)

dovep = (y—1)(E - 3pu%)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Eulero 1D07—W +—= IF () =0
ot OX
p Wy pu W2W2
w=|[pu] =|w e Fw=|pi+p| = W_i+p
E W3 U(E+p) w2 (W3 +p)

dovep = (y— 1)(E - 3pu?) = (y— 1)(W3_ﬁ)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Eulero 1D07—W +—= IF () =0
ot OX
o wq pu W2W2
w=|pu| =[w e Fw)=|puw+p]| = 2P
E W3 u(E+p) (w3+ p)
W2

dovep = (y—1)(E— 3pu%) = (y—1)(Ws — 52)

0 1 0
A(W)=( 3(y—3)u? (3-y)u (v—l))
3(y-DBP-4(E+p) Z(E+p-(y-H¥
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Eulero 1D07—W +—= IF () =0
ot OX
o wq pu W2W2
w=|pu| =[w e Fw)=|puw+p]| = 2P
E W3 u(E+p) (w3+ p)

dovep = (y— 1)(E - 3pu?) = (y— 1)(W3_ﬁ)

0 1 0
A(W)=( 3(y—3)u? (3-y)u (v—l))
3(y-DBP-4(E+p) Z(E+p-(y-H¥

o A(w) ha autovalori; = u, A, =u—ceAz =u+cdovec=, /% e la velocita
del suono per un gas perfetto
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Equazione di Eulero 1D07—W +—= IF () =0
ot X
P w1 pu W2W2
w=|pu| =[w e Fw)=|puw+p]| = 2P
E W3 u(E+p) (w3+ p)
1,2 w5
dovep= (y—1)(E—3pu") = (y—1)(Wz— zZ)
0 1 0
Aw)=|  3lr=3u . B=yu (y—1)
sy-D—3(E+p) S(E+p—(y-Du* y
o A(w) ha autovalorid; = u, Ay =u—ceAz3=u+cdovec= \/? e la velocita
del suono per un gas perfetto
o A(w) ha autovalori reali e distint- A(w) € diagonalizzabile in campo reale

percio I'equazione di Eulero & iperbolica.
ot
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sia dato il problema ai limiti seguente:
Trovareu nello spazio funzional¥ (solitamente di dimensione infinita), tale che

Lu=f suQ
Bu=g suodQ
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sia dato il problema ai limiti seguente:
Trovareu nello spazio funzional¥ (solitamente di dimensione infinita), tale che

Lu=f suQ
Bu=g suodQ

Per il calcolo della soluzione con un metodo numerico, datnloi passare da un
dominio e da una soluziormntinuia un dominio e a una soluzioukscretizzati
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sia dato il problema ai limiti seguente:
Trovareu nello spazio funzional¥ (solitamente di dimensione infinita), tale che

Lu=f suQ
Bu=g suodQ

Per il calcolo della soluzione con un metodo numerico, datnloi passare da un
dominio e da una soluziormntinuia un dominio e a una soluzioukscretizzati

Discretizzazione del dominio
@ Metodilocali: usano unariglia o reticolazionedi calcolo

@ Metodiglobali: usano un insieme finito di punti di collocazione (metodi
spettrali)

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Sia dato il problema ai limiti seguente:
Trovareu nello spazio funzional¥ (solitamente di dimensione infinita), tale che

Lu=f suQ
Bu=g suodQ

Per il calcolo della soluzione con un metodo numerico, datnloi passare da un
dominio e da una soluziormntinuia un dominio e a una soluzioukscretizzati

Discretizzazione del dominio

@ Metodilocali: usano unariglia o reticolazionedi calcolo

o Differenze finiteinsieme finito di nodk;

¢ Elementi finiti insieme finito di oggetti geometrici (per esempio, in 2grgoli
o rettangoli)

o Volumi finiti: insieme finito di celle (o volumi) costruite su una grigliecdlcolo

(griglie duali)
@ Metodiglobali: usano un insieme finito di punti di collocazione (metodi
spettrali)

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Discretizzazione della soluzione

Si cerca una soluzioneifi uno spazid/, di dimensione finita
o Differenze finitesi discretizza I'operatore differenziale, e si risolvpribblema

Quello che si calcola sonovalori di una funzione (sconosciuta) sui punti del
griglia

a

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Discretizzazione della soluzione

Si cerca una soluzioneifi uno spazid/, di dimensione finita
o Differenze finitesi discretizza I'operatore differenziale, e si risolvpribblema

Quello che si calcola sonovalori di una funzione (sconosciuta) sui punti del
griglia
@ Metodi variazionali si cercau’e V, tale che

a

(Li—f,@)=0  con q base diV,

Quello che si calcola sono i coefficienti dello sviluppo délinzioneunella
baseq

i
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Discretizzazione della soluzione

Si cerca una soluzioneifi uno spazid/, di dimensione finita
o Differenze finitesi discretizza I'operatore differenziale, e si risolvpribblema

Quello che si calcola sonovalori di una funzione (sconosciuta) sui punti dell

griglia
@ Metodi variazionali si cercaue V, tale che
(Li—f,@)=0  con @ base di V,

Quello che si calcola sono i coefficienti dello sviluppo délinzioneunella
baseq
¢ Elementi finiti V}, = spazio dei polinomi a trattig, = funzioni a supporto limitato
o Metodi spettrali V},, = spazio dei polinomi definiti s@y, @, = funzioni non nulle

suQp
o Volumi finiti: V}, = spazio delle funzioni costanti a tratfi, = funzioni costanti su
ogni cella
i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Metodi alle differenze finite

@ Il dominio di calcolo e rappresentato da un insieme di purtirati (per
esempio in 1D, 1 = X + hj11)

@ Si cercaun’approssimazione dell'operatore differenzial@ensiderato, usando
soltanto i valori della soluzione nei nodi della griglia

o Per I'approssimazione dell’operatore differenziale si lassviluppo in serie d
Taylor

>
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata prima

@ Vogliamo un’approssimazione della derivata prima di urrezfaneu(x)
definita nell'intervalloja, b]
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata prima

@ Vogliamo un’approssimazione della derivata prima di urrezfaneu(x)
definita nell'intervalloja, b]

@ Sviluppo in serie di Taylor: se € C**(]a, b)), alloravi esisteé € [, 1]
tale che:

2 k hk+1

u(Xi1) = u(x) +hu (x) + h?u”(xi) ol b+ (k+1)!

= u(k+1) (E)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata prima

@ Vogliamo un’approssimazione della derivata prima di urrezfaneu(x)
definita nell'intervalloja, b]

@ Sviluppo in serie di Taylor: se € C**(]a, b)), alloravi esisteé € [, 1]
tale che:

2 k hk+1

u(Xi1) = u(x) +hu (x) + h?u”(xi) ol b+ (k+1)!

= u(k+1) (E)

@ In particolare, se& € C?([a, b)), alloraVi esisteé € [x;,x;1] tale che:

(%) — u(xi+1)h_ U(Xi)‘ _ 2|U"(5)| -R

U(Xi+1) —u(x) . . . . .
° UGG+a) —u(x) € un’approssimazione alla differenze finitecentrata a destra
della derivata prima

-
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Metodi alle differenze finite

Proprieta degli schemi numerici

o Consistenzaé la proprieta di rappresentare “correttamente I'equeeziti
partenza. Sirichiede che I'errore di troncamento tenda@geando la
dimensione del passo di discretizzazione tende a zero

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Metodi alle differenze finite

Proprieta degli schemi numerici

o Consistenzaé la proprieta di rappresentare “correttamente I'equeeziti
partenza. Sirichiede che I'errore di troncamento tenda@geando la
dimensione del passo di discretizzazione tende a zero

o Ordine di precisionein uno schema consistente € I'esponente
dell'infinitesimo dell’errore di troncamento
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Metodi alle differenze finite

Proprieta degli schemi numerici

o Consistenzaé la proprieta di rappresentare “correttamente I'equeeziti
partenza. Sirichiede che I'errore di troncamento tenda@geando la
dimensione del passo di discretizzazione tende a zero

o Ordine di precisionein uno schema consistente € I'esponente
dell'infinitesimo dell’errore di troncamento

Per lo schema decentrato a destra, I'errore di troncamento &
h /!
R =5|u"(§)]=oh)
percio lo schema e consistente e di ordine 1.
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Altri schemi numerici per 'approssimazione della deravptima

@ Schema decentratosinistra

U”(Xi) h 1",
5 +§u (x.)+...)

u(x) —u(xi-1)
h

= @ uno schema consistente di ordine 1

:u'(xi)+h(—
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Altri schemi numerici per 'approssimazione della deravptima

@ Schema decentratosinistra

U”(Xi) h 1",
5 +§u (x.)+...)

u(x) —u(xi-1)
h

= @ uno schema consistente di ordine 1
@ Schema alle differenze finite centrate

:u'(xi)+h(—

HOs2) WD) _ ) e g o

au(s)(xi)—k...)

= @ uno schema consistente di ordine 2
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Schemi di ordine superiore

Aumentando il numero di nodi che si utilizzano per approsseta derivata prima
si aumenta la precisione dello schema
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Schemi di ordine superiore

Aumentando il numero di nodi che si utilizzano per approsseta derivata prima
si aumenta la precisione dello schema

@ Schema decentrato di ordine 2:

W= —Uiy2+ ;‘Ei+1 — 3U; +O(h?)

@ Schema centrato di ordine 4:

= Uit 8Ui+1—8Ui_1+ U2

4
i = 12h +0O(h")

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda

Idea: sviluppo di Taylor delle derivate prime + derivatenyeicalcolate con le
differenze finite

U1 — U . . . :
e Lo schema% € uno schema decentrato per I'approssimazione di
uf = u(x;) ma & anche uno schema centrato per I'approssimazione di

U/, = U0 + 5), infatti
h h? h3
Uit1 = Uip1/2+ §Ui/+1/2 + _Ui”+1/2 + 1—2Ui//frl/2 +0(h")

h2
Ui = Uij1/2 — —U|+1/2+ Ura/2— 1_2ui”-&/-1/2+o(h4)

perciou; , , = e h_2 111/2+O(h )
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda

Idea: sviluppo di Taylor delle derivate prime + derivatenyeicalcolate con le
differenze finite

U1 — U . . . :
e Lo schema% € uno schema decentrato per I'approssimazione di
uf = u(x;) ma & anche uno schema centrato per I'approssimazione di

U/, = U0 + 5), infatti
h h? h3
Uit1 = Uip1/2+ §Ui/+1/2 + _Ui”+1/2 + 1—2Ui//frl/2 +0(h")

h2 h
U=Ui12—5 U|+1/2 7 W12~ 1_2ui//-&/-1/2 +0(h?)

perciou; , , = e h_2 111/2+O(h )

o Analogamente, si ha ch , , = 4=t — 2 U +0O(h°).
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda

Idea: sviluppo di Taylor delle derivate prime + derivatenyeicalcolate con le
differenze finite

U1 — U . . . :
e Lo schema% € uno schema decentrato per I'approssimazione di
uf = u(x;) ma & anche uno schema centrato per I'approssimazione di

U/, = U0 + 5), infatti
h h? h3
Uit1 = Uip1/2+ §Ui/+1/2 + _Ui”+1/2 + 1_2ui//-&/-1/2 +0(h")

h2
Ui = Uij1/2 — —U|+1/2+ Ura/2— 1_2ui”-&/-1/2+o(h4)

perciou; , , = e h_2 111/2+O(h )

U—Ui_1  h?

i _ = /11 5)
o Analogamente, si ha chﬁ;_l/z = "R = FU o+ O(h).
o Cacloliamo ora la derivata seconda con uno schema centrato

/ /
o Y~ Y-12  Uspi—2ui+ua h

i = = = h 6 (U2 —
M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale

u’y/2) + o(h*)




Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda
o Dalla formulay! = Y2001 g(ui”jrl/2 — U, ) +O(h*) sembrerebbe
che I'errore di troncamento s@(h), ma dobbiamo ancora sviIupprcu{(;‘rl/2 e
Ui’ll/z in X
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda

o Dalla formulay! = Y2001 %(Ui"frl/z u” 4 ) +O(h*) sembrerebbe
che I'errore di troncamento s@(h), ma dobbiamo ancora swlupprcu{(;‘rl/2 e
Ui’ll/z in X

Us1—2ui+U_1 h
U = % - é(ui//J/rl/Z —u’y0) + o(h*)
U.1—2ui+U_1 h " h (4) m h

_ 2 4
= 2 6( U U +2u )+ 0(h?)) + O(h%)
Ur1—2Ui+U 1 h? 4
= %_Eui( )+O(h3)
Uir1 — 2Uj + Ui_
e e h2| =1 0o(h?)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda

o Dalla formulay! = Y2001 g(ui”jrl/z — U, ) +O(h*) sembrerebbe
che I'errore di troncamento s@(h), ma dobbiamo ancora sviIupprcu{(;‘rl/2 e

/1 : s
Uii1/2 N X

=Rl R ) + O
Ut —2Ui+U-1 h , h @ , ha 2 4
L — Ui - h2
— u""lh—g'—’—u'l _ Eui(‘l) +0(h%)
Uir1— 2Ui + Uj_q
= % +0O(h?)

o Percio lo schemé{‘*l’ﬁ‘% approssimay’ al secondo ordine
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Schemi compatti (o hermitiani)

Permettono di ottenere schemi di ordine elevato senza aneréstencil” troppo
grande

r
Y (3t +bu) = O(hd)
j==p
conp>0,r >0ey;hb # 0 (dati).
o | coefficientia; sono determinati in funzione del grado di precisione ristie
o Le relazioni fra i coefficienti si ottengono annullando inténi della serie di
Taylor di ordine crescente

@ In genere non si ha un’espressione esplicitq('a% = Gli ui(m) possono essere
ottenuti in funzione deglij tramite la risoluzione di un sistema lineare

>
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Gli sviluppi di Taylor diui;j e/, nell'intorno dix; sono:

i+

(¥

(jh
Ui+j = Uj + z Tui e ul+] _ U + Z J ) (k+l>
k=1 ™

Quindi abbiamo

]z (aui4j +byul;) = i [ (u.+z )+b,( z k+1)]

i==p
r r
:ui_z ai+u{IZ(Jha,+b, zja,+zk| k+1_z'kbj
i==p = i==p
r r q hk 1 r
=u Zai‘f'UiIZ(jhaj-f—bj)—Fzz Z( +b,)“+0(hq)
j==p j==p k=

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Gli sviluppi di Taylor diui euI+J nell’intorno dix; sono:

TN
(jh) y

Jh) (k+1)
Uiy = Ui+
l ] [l kZl k

e UWa=ui Z
Quindi abbiamo

r

]z (auij+bu) = Y [ (u.+z )+b,( z k+1)]

i=p
r r
:ui_z ai+u{IZ(Jha,+b, zja,+zk| k+1_z'kbj
i=p i==p i=p
r k—1 r i
=u Y a+u Yy (ha+b)+ D% L b))t 4 o
Ij:Zp |JZP( ] 22 k— 1 Z < J>

o Fissatog possiamo calcolare i vasi imponendo a zero i termini irosso

@ Gliindici p er vanno scelti in modo da avere un numero di equazioni linea
uguali al numero di incognite

=.

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata prima per griglie non umifio
Se la discretizzazione ha i passidisuguali §.1 = X + hj1) abbiamo

h? h3
u.+1—u.—|—h.+1u + ;rl //+ |gl /H+O(hl+l)
h2 h-3

Ui—1 = Ui — hiui + EU' - EU,’”+O(hi4)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata prima per griglie non umifio
Se la discretizzazione ha i passidisuguali §.1 = X + hj1) abbiamo

h? h3
u.+1—u.—|—h.+1u + ;rl //+ |gl /H+O(hl+l)
h2 h-3

Ui—1 = Ui — hiui + EU' - EU,’”+O(hi4)

percio abbiamo

1 h| h|+1 ' o hihi+1 »
h'-Fl"'hl[hwl(uur1 )+T|( —Ui- )] =U+ 6 Ui AF oo
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda per griglie noformi

2 [Ui+1— U U— Ui_1} —u— (hiya—hy) 1 hi3+1+ hi3 u(4)

(hyi+h)l his h ' 3 ' T 12(hipgthy)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione della derivata seconda per griglie noformi

2 [Ui+1—Ui U —Ui—l} _ = (i —ho) b,y + 1o e
(hiza+h) L hiys hi ! 3 ' 12(hipa+hy)
o L'errore di troncamento dipende dalla differenza tra dusspsuccessivi

@ Se c’'eé una variazione troppo grande tra due passi, allorhlensa diventa
preciso solo al primo ordine
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione di un problema ai limiti (1D) di ordine 2

Problema: deformazione di una barra sottoposta a un cgpigo

{ WX +guX =f(X)  xe(@ab)  g(x) >0
u(@ =u(b)=0
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione di un problema ai limiti (1D) di ordine 2

Problema: deformazione di una barra sottoposta a un cgpigo

{ WX +guX =f(X)  xe(@ab)  g(x) >0
u(@ =u(b)=0

o Discretizziamo l'intervallda, b] in N + 2 punti=- x; = a+ hi con
i=0,...,N+leh= 52

@ Con I'approssimazione alle differenze finite il problemeaedita:

{ —h—lz(ui+1—2Ui+Ui—1)+giUiZfi i=1,...,N
Up=Un+1=0

che puo essere scritta in forma matriciale cofpe = by, dove

2+ g il 0 h?f;
-1 24+gh? 1 h?f,

An = _ _ e bh=| .
0 ~1 24+guh? 1 h2fy
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Proprieta di convergenza

@ Consideriamo I'equazione differenzidla = f (piu le condizioni al contorno)

o Nel metodo delle differenze finite, come approssimazioneg sii calcola il
vettoreu € R" soluzione del sistema lineare

Anu =fh

-
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Proprieta di convergenza

@ Consideriamo I'equazione differenzidla = f (piu le condizioni al contorno)

o Nel metodo delle differenze finite, come approssimazioneg sii calcola il
vettoreu € R" soluzione del sistema lineare

Apu = fp,
@ Sidice che la soluzione approssimatavergealla soluzione esatta se
lim||u§ —up|| =0
lim[uf— un|

doveuy = (u(xy), ..., u<xn))T e il vettore dei valori della soluzione vera nei
nodi della griglia

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Proprieta di convergenza

@ Consideriamo I'equazione differenzidla = f (piu le condizioni al contorno)

o Nel metodo delle differenze finite, come approssimazioneg sii calcola il
vettoreu € R" soluzione del sistema lineare

Anu =fh
@ Sidice che la soluzione approssimatavergealla soluzione esatta se

lim|luS —upl|=0
lim||uf — |

doveuy = (u(xy), ..., u(xn))T e il vettore dei valori della soluzione vera nei
nodi della griglia

@ Se uno schemae@onsistente stabilg allora éconvergenté¢teorema di
Lax-Richtmyer)=- Verifica della stabilita

o Lastabilitasi ha se gli errori locali sulla soluzione “non esplodonof be- 0,
e ci0 equivale a trovare una maggiorazione, in qualche nateika matrice
A, tindipendente da h

i
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Proprieta di convergenza: esempio 1D

@ Perogni=1,...,N abbiamo:

—U'+ gt = — % (U — 2 4 Ui_g) + B (UD(&E) + uD(m)) + i
fi

o La soluzione esatta nei nodf si ottiene risolvendo
Anup = f+2zx(u)

dove (zn(u)), = 1 (U4 (&) + u®(n;)) & I'errore di troncamento
@ Una stima di|up — uf|| € data da:

—1
|[UR = Unlleo = [|Aq "Zn(U)||es

— h2 B
< 110 Hlel 20 (1) 10 = 515 o1

o Dobbiamo percio fornire una maggiorazione|d. ||

>

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Proprieta di convergenza: esempio 1D

o

]

]

SiaA, la matrice corrispondente al cagx) =0
Perogni,j=1,...,N si ha( )IJ > (A, )” e quindi||A; Y[ < ||2\ﬁl||m

I . e =W (X) = . .
Consideriamo il problema ai I|m|l{ w(a) = w(b) = 0 la cui soluzione
esatta &v(x) = %(a— X)(x— b), mentre la soluzione del problema discretiz

éWh = A;ll

Poiché la soluzione esatta &€ un polinomio di secondo gradm|lizione del
problema discretizzato coincide (nei punti della grigiahw(x) (ovvero non
abbiamo errore di troncamento), quindi:

(a—x)(x—b)| (b—a)?

Z

A=l A1
0 — 1 w0 = [|W] oo< W 0 — maX =
151l =12 = [l < [0 o = max| &= -

In definitiva, seu € C*([a, b)), I'errore globale & maggiorato da

b—a)?2
%HUWH«:

[|Uf — Un||e < h?

-

at
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Approssimazione del Laplaciano in 2D° =

o Sialy =Xi11—X ey =VYii1—Y
o Notazione:uij = u(x,y;) = u(xo+ by, Yo +jdy)

Jdu Uiy1j— 2Uij+ Ui 1 2
= = Lo
[5X]i,j N2 +0(&)
ou Uij+1— 2Uij+Uij—1 2
—| == : : Oo(A
[dy}i,j e +0(4y)

_ Uip1j—2uij+Uicj | Uijpa— 205+ Uijo1 (
b N2 A7
o SeinoltreAy, = Ay =hsi ha

o Percio(0%u) h?), dove

28 _ Uity U1 —AUij+Ui—1j+Uij-1 2
(D ) i h2 +O(h )
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali alle Detie Parziali

Metodi alle differenze finite in 2D: equazione di Poisson

—Pu=f sul quadrato(0,1) x (0,1)

Cerchiamau(x,y) tale che{ U—0 sulla frontiera

@ Supponiamo chb=Ac=Ay = &
o Si puo allora usare un unico indi&e= (j — 1)N+i

o Lo schema alle differenze finite centrato a 5 punti che disz& questo
problema ¢ allora

1
iz (UkeN + U1 — AUk + U1 + Ugn) = i
o Otteniamo un sistema lineare dove la matrice associanatrice del
potenzialeed &
o sparsa tridiagonale a blocchi
o apredominanza diagonale
¢ simmetrica e definita positiva

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



