Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate
all'lngegneria Ambientale

Massimiliano Martinelli
massim |l iano. martinelli @mail.com

Universita Politecnica delle Marche, Ancona
Facolta di Ingegneria

11-12 Febbraio 2009

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



ntali
e metodi di sviluppo in serie di Taylor
ta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Equazioni Differenziali Ordinarie

Sial = [xo,b] (01 = [Xp,+)) ey: | — CP(l). Sia inoltref : | x RP — R regolare

rispetto ad ognuno dei suoi argomenti. Si definisce Equadiifierenziale
Ordinaria (ODE Ordinary Differential Equatiohun’equazione del tipo

y(p) (X) =f (Xv y(X),)/(X), coo 7y(p71) (X))

dovep e dettoordinedell’equazione=- Equazione in cui la derivag@esima della
funzione incognity(x) dipende d&, y(x) e da tutte le sue derivate fino all'ordine

p—1

>
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Nozioni fondamentali
etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Equazioni Differenziali Ordinarie

Osservazione

L'equazione precedente si puo riscrivere come un sister@ddi di ordine 1

Y (x) =F(x,y)

dove abbiamo postp: | — RP eF: | x RP — RP nel seguente modo

y(x) “

y () :

y(x) = : F(xy(x) = :
. f(xy(x)
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Nozioni fondamentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

@ Per definire in modo completo un problema differenziale agcassociare
al’ODE in esame alcune condizioni supplementari

@ Si possono distinguere due tipi diversi di problemi (cheahevessere trattati
separatamente. Appaiono infatti delle differenze sostdirsia per I'aspetto
teorico che per il trattamento numerico)
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Nozioni fondamentali
e e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

@ Per definire in modo completo un problema differenziale agcassociare
al’ODE in esame alcune condizioni supplementari

@ Si possono distinguere due tipi diversi di problemi (cheahevessere trattati

separatamente. Appaiono infatti delle differenze sostdirsia per I'aspetto
teorico che per il trattamento numerico)

Problemi di Cauchy (o ai valori iniziali)

YR =F Y00, Y ()., yP(x) el
Y0 =Yo . Y00 =Yy .-en YPU(x0) =y

| A\

oppure

y(X) =F(x,y(x)  ¥xel
{ y(Xo) = Yo 1)
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Nozmnl fondamentali
zazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
ta

di di Rung
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

@ Per definire in modo completo un problema differenziale agcassociare
al’ODE in esame alcune condizioni supplementari

@ Si possono distinguere due tipi diversi di problemi (cheahevessere trattati
separatamente. Appaiono infatti delle differenze sostdirsia per I'aspetto
teorico che per il trattamento numerico)

Problemi di Cauchy (o ai valori iniziali)

{ YO (x) = F(x,Y(X),Y (X),....yP () Wxel
YX0)=Yo . Y00 =Yy .-en YPI(x0) =y

| A\

oppure

1)

{ywszwm el
y

Problemi ai limiti

Problemi in cui si impongono delle condizioni in alcuni piudistinti
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Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor
2todi di ungt (utta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piul pa

Problema di Cauchy: esistenza e unicita

@ SianoF: | x RP — RP el: | — R due funzioni continue tali che per ogni |
e per ogny,z € RP valga

(F(xy) —F(x.2),y —2) <1(x)|ly - 2|

Allora il problema della ricerca di una funzioge | — RP continua e
derivabile che verifica (1) ammette una ed una sola soluzione

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
etizzazion etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Problema di Cauchy: esistenza e un|C|ta

@ SianoF: | x RP — RP el: | — R due funzioni continue tali che per ogni |
e per ogny,z € RP valga

(F(xy) —F(x,2),y —2) <I(x)|ly—2|?

Allora il problema della ricerca di una funzioge | — RP continua e
derivabile che verifica (1) ammette una ed una sola soluzione

Corollario: teorema di Cauchy-Lipschitz

@ SiaF: | x RP — RP una funzione continuale > 0 tali che per ognk € | e per
ogniy,z € RP valga

IF(x,y) =F(x.2)|| < L{ly -]

Allora il problema della ricerca di una funzioge | — RP continua e
derivabile che verifica (1) ammette una ed una sola soluzione

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari etodi a pit passi

o Nel caso di un problema a valori iniziali, i metodi numeriefititi nel caso
scalare si generalizzano senza difficolta al caso vetéorial

.
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Nozioni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari di a piu passi

o Nel caso di un problema a valori iniziali, i metodi numeriefititi nel caso
scalare si generalizzano senza difficolta al caso vetéorial
o Consideriamo il problema seguente:
Trovarey: | — C(I) tale che
Y =f(xyx) vxel
_ 2
y(*0) = Yo
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o Nel caso di un problema a valori iniziali, i metodi numeriefititi nel caso
scalare si generalizzano senza difficolta al caso vetéorial

o Consideriamo il problema seguente:

Trovarey: | — C(I) tale che

Y (x) = f(x,y(X)) vx el
{ y(Xo) = Yo @

o Il problema differenziale precedente € equivalente aliEmone integrale
seguente:

Trovarey: | — C(I) tale che

Y =Yo + /XO f(ty() dt 3)

.
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o Nel caso di un problema a valori iniziali, i metodi numeriefititi nel caso
scalare si generalizzano senza difficolta al caso vetéorial

o Consideriamo il problema seguente:

Trovarey: | — C(I) tale che

Y (x) = f(x,y(X)) vx el
{ y(Xo) = Yo @

o Il problema differenziale precedente € equivalente aliEmone integrale
seguente:

Trovarey: | — C(I) tale che
V) =Yo+ [ H(Ly() e ©
X0

@ Questa equivalenza si puo sfruttare anche a livello numgdiefinendo un
opportuno metodo di discretizzazione

.
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Problema ben posto

o Consideriamo il seguente problema:
Datod trovarextale che F(x,y) =0 (4)
@ Sisuppone che il problema (4) i&n postpovvero che
vn >0, 3K(n,d) taleche ||dd||<n = ||&x|| <K(n,d)||ad||

@ Se il problema (4) ammette un’unica soluzione, allora esiscessariamente
una funzioneisolvente Gtale che

x=G(d) cioé F(G(d),d)=0
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Consistenza

©

Un metodo numerico per la soluzione approssimata del prodfiex, d) =
consiste in una sequenza di problemi approssimati

Fn(xn,dn) =0 (5)

Si spera che linx, = x (convergenza alla soluzione esatta)
n—oo

©

©

E necessario chd, — d e cheF,, “approssima’F pern — o

Se il datod & ammissibile peF, diciamo che il metodo numerico (5) &
consistentse

©

lim Fn(x,d) = lim [Fa(x,d) = F(x,d)] =

n—oo

dovex € la soluzione di (4) corrispondente al ddto
Il metodo efortemente consistenseF,(x,d) = O per qualsiasi valore di

©
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Nozioni fondamentali
etizzazion etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Stabilita

o Sirichiede che, penmfissato, il problema
Fn(Xn,dn) — O

ammette un’unica soluziong corrispondente al daftd, e tale soluzioney,
dipende dai dati in maniera continua, ovvero

Vn >0, FKn(n,dn) tale chel[ddn|| < n = [|0Xa|| < Kn(n,dn)|[80h|]
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Nozioni fondamentali
etizzazion etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Stabilita

o Sirichiede che, penmfissato, il problema
Fn(Xn,dn) — O

ammette un’unica soluziong corrispondente al daftd, e tale soluzioney,
dipende dai dati in maniera continua, ovvero

vn >0, 3Kn(n,dn) tale chel|ddn|| < N = [[0Xa|| < Kn(n,dn)|[dn]|
o In altre parole, significa che la soluziore+ dx, del problema perturbato
Fn(Xn + 6Xn, dn + 6dn) = 0

€ non si discosta troppo dalla soluzioge

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
etizzazion etodi di sviluppo in serie di Taylor
di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri di a piu passi

Convergenza

o |l metodo numericd-(Xn,dn) = 0 €convergentse e solo se

Ve>0 dng(g), Jd(ng,€) >0 taleche
Yn>ng(€), V||0dn|| <d(ng,e) = ||X(d)—Xn(d+ddn)|| <€ (6)

dovexy(d+ ddy) € la soluzione del problenta, (x,,d + dd,) = 0
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Nozioni fondamentali
etizzazion etodi di sviluppo in serie di Taylor
di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri di a piu passi

Convergenza

o |l metodo numericd-(Xn,dn) = 0 €convergentse e solo se

Ve>0 dng(g), Jd(ng,€) >0 taleche
Yn>ng(€), V||0dn|| <d(ng,e) = ||X(d)—Xn(d+ddn)|| <€ (6)

dovexy(d+ ddy) € la soluzione del problenta, (x,,d + dd,) = 0

@ Se poniame, = x(d) — x,(d+ ody), la definizione precedente equivale a dire
che
lime,=0

n—oo
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Convergenza

o |l metodo numericd-(Xn,dn) = 0 €convergentse e solo se

Ve>0 dng(g), Jd(ng,€) >0 taleche
Yn>ng(€), V||0dn|| <d(ng,e) = ||X(d)—Xn(d+ddn)|| <€ (6)

dovexy(d+ ddy) € la soluzione del problenta, (x,,d + dd,) = 0

@ Se poniame, = x(d) — x,(d+ ody), la definizione precedente equivale a dire
che
lime,=0

n—oo

@ Per un problema ben posto, la condizione (6) equivale agifghie che

[IX(d+ &dn) — Xn(d+ 8dn)|| <

NI ™
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ozioni fondamentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Relazioni tra consistenza, stabilita e convergenza

Convergenza: Stabilita

SiaF(x,d) = 0 un problema ben posto. Se il problema numeFigo<,,d,) =0 &
convergente, allora é stabile.
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Nozioni fondamentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Relazioni tra consistenza, stabilita e convergenza

Convergenza: Stabilita

SiaF(x,d) = 0 un problema ben posto. Se il problema numeFigo<,,d,) =0 &
convergente, allora é stabile.

Consistenza + Stabilitd> Convergenza

SiaF(x,d) = 0 un problema ben posto. Se il problema numeFigo<,,d,) =0 &
consistente e stabile allora & convergente.
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Nozioni fondamentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Relazioni tra consistenza, stabilita e convergenza

Convergenza: Stabilita

SiaF(x,d) = 0 un problema ben posto. Se il problema numeFigo<,,d,) =0 &
convergente, allora é stabile.

Consistenza + Stabilitd> Convergenza

SiaF(x,d) = 0 un problema ben posto. Se il problema numeFigo<,,d,) =0 &
consistente e stabile allora & convergente.

Teorema di Equivalenza o di Lax-Richtmyer

Per un metodo numerico consistente, la stabilita € equit@bdla convergenza

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



oni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit

Discretizzazione del problema

o Fissato l'intervallo di integrazionle= [xo, Xg], si definisce una successione di
nodi di discretizzazione

Xi = X_1+hj con i=1,2,...
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Discretizzazione del problema

o Fissato l'intervallo di integrazionle= [xo, Xg], si definisce una successione di
nodi di discretizzazione

Xi = X_1+hj con i=1,2,...
Per iniziare, assumiamo yrasso di discretizzazioromstante, cio® = h e

quindi
X =Xo+1ih
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Discretizzazione del problema

o Fissato l'intervallo di integrazionle= [xo, Xg], si definisce una successione di
nodi di discretizzazione

Xi = X_1+hj con i=1,2,...
Per iniziare, assumiamo yrasso di discretizzazioromstante, cio® = h e

quindi
X =Xo+1ih

o Usiamo la notazione compatga= y(x;)

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



oni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit

Metodi di sviluppo in serie di Taylor

o Sisuppone chg(x), la soluzione esatta del problema (2), sia di cla@sé (1)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodi di sviluppo in serie di Taylor

o Sisuppone chg(x), la soluzione esatta del problema (2), sia di cla@sé (1)

o Lo sviluppo in serie di Taylor all'ordin& di yn+1 = Y(Xn1) = Y(Xn + h)
nell’intorno del puntok, fornisce:

1
(k+1)! y(k+1) (&k(%n))

k hi .
_ )
Yn+1 yn+i;“y (%n) +

k hifl k

—sn+h( 3 Sy ) + g )

doveéi(Xn) € (Xn,Xnt1)-
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodi di sviluppo in serie di Taylor
o Ricordando che’'(x) = f (x,y(x)) = ¢1(x,y; ) abbiamo

Y (%) =f(xy) +1(x9)fy(xy) = p2(xy;f)
Y (X) = fuoc+ T (2y + fyy) -+ fy (Fc + ffy) = ¢a(x.y;f)
y(x) =... =¢i(x.yif)

Percio possiamo scrivere
k hifl i
ynJrl—)/n‘FhEi )Xn)+

k hi—l
—Yn+hz O (Xn, yn; T) +

i D )

Y (&%)

kr 1Y

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



oni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit

@ Supponiamo ora di scegliere una funziabi, y; h,f) tale che
lim &(xy;h.f) = f(xy)

e di scrivere 'algoritmo ad un passo

Uo = Yo
{ Un+1 = Un + h®(Xn, Un; h, ) (7)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

@ Supponiamo ora di scegliere una funziabi, y; h,f) tale che
lim ®(x,y;h,f) = F(xy)

e di scrivere 'algoritmo ad un passo

Uo = Yo
{ Un+1 = Un + h®(Xn, Un; h, ) (7)

o

Analisi dell’errore

o Si tratta di valutare la differenza tra la soluzione esgtta e la soluzione
(approssimata),. 1 calcolata con I'algoritmo (7)

€h+1 = Ynt1—Unt1
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

@ Supponiamo ora di scegliere una funziabi, y; h,f) tale che
lim ®(x,y;h,f) = F(xy)

e di scrivere 'algoritmo ad un passo

Uo = Yo
{ Un+1 = Un + h®(Xn, Un; h, ) (7)

o

Analisi dell’errore

o Si tratta di valutare la differenza tra la soluzione esgtta e la soluzione
(approssimata),. 1 calcolata con I'algoritmo (7)

€h+1 = Ynt1—Unt1

@ Siauy 4 la soluzione ottenuta applicando un passo dell’algoritimgartendo
dal dato inizialey,, ovvero

* _ 5
un+1 - yn + th(XnaYn- haf)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o L'errore globales, 1 si pud decomporre come

€n+1 = (Yn+1— Uny1) + (Uny1 — Unta)

Eloc Eprop
@ Notiamo che la soluzione esatta pud anche essere scritta com

Ynt1 = Yn+h®(Xn, yn; 0, T) + hr,‘j(y; h)

PercioEjoc = Yni1— U, q = htX(h;y) rappresenta il contributo “locale
dell’errore.

@ 8oc = £Eioc = Ti(h;y) & chiamaterrore locale di troncamento
@ Una condizione necessaria pectmnvergenzgcioe

vn [len]| < C(h) con hIirr(w)C(h):O

e che I'errore locale di troncamento sia infinitesimo coraggoh, ovvero che
lim hy=0
hﬁoaoc( )

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o La proprietéhlirgaoc(h) = 0 esprime laconsistenzael metodo

o Sidice che lo schema é di ordipesegqc(h) = O(hP) perh — 0
@ Per un metodo di sviluppo in serie di Taylor di ordini cui
i—1 o
q)(X, ya hvf) = Zik:]_ h|_|¢| (X7 y) abbmmfﬁoc = O(hk)

€n+1= (Yn+1— Unyq) + (Upsq — Unta)

Ejoc EPVOP

® Eprop=€n+ (P (Xn,yn;h,f) — D(xn, un; h,f)) & dovuto alla propagazione deg
errori

@ Ad ogni passo un nuovo errore locale viene introdotto, peepsere
successivamente propagato

o L'errore globale e formato dall'accumulo successivo deglori locali

o La proprieta dstabilita € legata al fatto che questo accumulo non deve essel
“eccessivo” quanda — 0

o

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit i

Metodo di Eulero in avanti

o Nel caso particolar®(xy, yn; h,f) = f(x,y) si ottiene iimetodo di Eulero in
avanti (o esplicito)

‘ Unt1 = Un+ hf(Xy,un)  pern> O‘

-
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodo di Eulero in avanti

o Nel caso particolar®(xn, yn; h,f) = f(x,y) si ottiene ilmetodo di Eulero in
avanti (o esplicito)

‘ Unt1 = Un+ hf(Xy,un)  pern> O‘

@ Sef é lipschitziana rispetto al secondo argomento, €& | verifica
fxy) —f(x29[<Lly-2  Vy,zeR

e inoltrey € C?(1) tale cheM = maxg |y”(&)| < + allora abbiamo la
seguente stima dell’errore:

Mh

<o [e0n=0) 7] vx>0

|en] <

-
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodo di Eulero in avanti

o Nel caso particolar®(xn, yn; h,f) = f(x,y) si ottiene ilmetodo di Eulero in
avanti (o esplicito)

‘ Unt1 = Un+ hf(Xy,un)  pern> O‘

@ Sef é lipschitziana rispetto al secondo argomento, €& | verifica
fxy) —f(x29[<Lly-2  Vy,zeR

e inoltrey € C?(1) tale cheM = maxg |y”(&)| < + allora abbiamo la
seguente stima dell’errore:

Mh

<o [e0n=0) 7] vx>0

|en] <

o |l metodo di Eulero esplicito € allora convergente epr= O(h)

-
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodo di Eulero in avanti

o Nel caso particolar®(xn, yn; h,f) = f(x,y) si ottiene ilmetodo di Eulero in
avanti (o esplicito)

‘ Unt1 = Un+ hf(Xy,un)  pern> O‘

@ Sef é lipschitziana rispetto al secondo argomento, €& | verifica
fxy) —f(x29[<Lly-2  Vy,zeR

e inoltrey € C?(1) tale cheM = maxg |y”(&)| < + allora abbiamo la
seguente stima dell’errore:

Mh

<o [e0n=0) 7] vx>0

|en] <

o |l metodo di Eulero esplicito & allora convergente ean= O(h)
@ Stesso ordine di infinitesimo tra errore globale ed erroteoticamento locale
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodo di Eulero in avanti: influenza degli errori di arrotlamento

@ Tenendo conto degli errori di arrotondamento, la soluzigne fornita dal
calcolatore con il metodo di Eulero in avanti si puo scriverme:

to = Yo+ o
Unt1 = Un+hf (X0, Un) +Nnya pern>0

in cui nj (coni > 0) & I'errore dovuto all'arrotondamento

o
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodo di Eulero in avanti: influenza degli errori di arrotlamento

@ Tenendo conto degli errori di arrotondamento, la soluzigne fornita dal
calcolatore con il metodo di Eulero in avanti si puo scriverme:

to = Yo+ o
Unt1 = Un+hf (X0, Un) +Nnya pern>0

in cui nj (coni > 0) & I'errore dovuto all'arrotondamento
o Siottiene allora la seguente maggiorazione dell’errore
1 /Mh
HRD)] w20

_ | < g-(n—x0)
Yo — o] < €009 0ol + = (5 + 1

conn = max|n;
n 1§i§n|n'|

o
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodo di Eulero in avanti: influenza degli errori di arrotlamento

@ Tenendo conto degli errori di arrotondamento, la soluzigne fornita dal
calcolatore con il metodo di Eulero in avanti si puo scriverme:

to = Yo+ o
Unt1 = Un+hf (X0, Un) +Nnya pern>0

in cui nj (coni > 0) & I'errore dovuto all'arrotondamento
o Siottiene allora la seguente maggiorazione dell’errore

L)

_ | < g-(n—x0)
Yo — o] < €009 0ol + = (5 + 1

Baiy) = e il

o Esiste allora un valore ottimale Hj hopt, in corrispondenza del quale I'errore
[Yn — Un| € minimo:

o perh < hopt I'errore di arrotondamento diventa preponderante

o perh > hopt il contributo dell’errore di arrotondamento nell’errorale diventa
trascurabile )
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Nozioni li
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
ta

di di Run,
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit p:

o | metodi che utilizzano lo sviluppo in serie di Taylor sonoltnanteressanti da
un punto di vista teorico
o Nozione di ordine di precisione
o Analisi accurata dell’errore di discretizzazione
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi che utilizzano lo sviluppo in serie di Taylor sonoltnanteressanti da
un punto di vista teorico
o Nozione di ordine di precisione
¢ Analisi accurata dell’errore di discretizzazione
@ L'uso di un metodo di sviluppo in serie di Taylor non € in galemolto
conveniente: ad ogni passo richiede la valutaziorfeedili tutte le sue derivate
parziali
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi che utilizzano lo sviluppo in serie di Taylor sonoltnanteressanti da
un punto di vista teorico
o Nozione di ordine di precisione
¢ Analisi accurata dell’errore di discretizzazione
@ L'uso di un metodo di sviluppo in serie di Taylor non € in galemolto
conveniente: ad ogni passo richiede la valutaziorfeedili tutte le sue derivate
parziali

o |l metodo piu semplice da implementare (Eulero in avantijvenge
lentamente (ordine 1)
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi che utilizzano lo sviluppo in serie di Taylor sonoltnanteressanti da
un punto di vista teorico
o Nozione di ordine di precisione
o Analisi accurata dell’errore di discretizzazione

@ L'uso di un metodo di sviluppo in serie di Taylor non € in galemolto
conveniente: ad ogni passo richiede la valutaziorfeedili tutte le sue derivate
parziali

o |l metodo piu semplice da implementare (Eulero in avantijvenge
lentamente (ordine 1)

o L'obiettivo & quello di avere un metodo di ordinel senza avere gli svantaggi
dei metodi di sviluppo in serie di Taylor di ordine elevato
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

©

I metodi che utilizzano lo sviluppo in serie di Taylor sonoltodnteressanti da
un punto di vista teorico

o Nozione di ordine di precisione

¢ Analisi accurata dell’errore di discretizzazione
@ L'uso di un metodo di sviluppo in serie di Taylor non € in galemolto
conveniente: ad ogni passo richiede la valutaziorfeedili tutte le sue derivate
parziali

o |l metodo piu semplice da implementare (Eulero in avantijvenge
lentamente (ordine 1)

o L'obiettivo & quello di avere un metodo di ordinel senza avere gli svantaggi
dei metodi di sviluppo in serie di Taylor di ordine elevato
@ Si possono distinguere due grandi famiglie

o Metodi di Runge-Kutta
o Metodi a piu passi (onultistep
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu pas

Varianti dello schema di Eulero

@ Abbiamo visto che, definito il metodo ad un passo
Unt1 = Up + h®(Xn, up; h,f)
la soluzione esatta si puo scrivere come
Y1 = Yn+h®(Xq, Yn; h, ) + hn(hiy)

o Nel caso del metodo di Eulemd(x,y; h,f) =f(x,y) e quindit,(h;y) = O(h)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Varianti dello schema di Eulero

@ Abbiamo visto che, definito il metodo ad un passo
Unt1 = Up + h®(Xn, up; h,f)
la soluzione esatta si puo scrivere come
Y1 = Yn+h®(Xq, Yn; h, ) + hn(hiy)

o Nel caso del metodo di Eulemd(x,y; h,f) =f(x,y) e quindit,(h;y) = O(h)

o L'idea e quella di sceglier®(x,y; h,f) in modo tale cha,(h;y) abbia ordine
di infinitesimo piu elevato possibile

o Scegliendad(x,y;h,f) = 5K, #q&i (x,y;f) si ha cher,(h;y) = O(h¥), ma
questo richiede il calcolo delle derivate parzialf ¢, y)
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

@ Nel casdck = 2 abbiamo

¢’(X, Y haf) = ¢0(Xa y) + h¢l(x’ y)
=f(xy) +h(f(xy) +fy(xy)f (xy))

percio, se vogliamo evitare il calcolo delle derivate palili f, dobbiamo
scegliere invece db(x,y; h,f), una funzioneb(x,y; h,f) (in cui non
compaiono derivate di tale che

d(x,y;h,f) = D(x,y;h,f) + O(h?) (8)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

@ Nel casdck = 2 abbiamo

P(x,y;h.f) = go(x.y) +he1(x,y)
=f(xy) +h(f(xy) +f(x y)f (x,y))
percio, se vogliamo evitare il calcolo delle derivate palizi f, dobbiamo

scegliere invece db(x,y; h,f), una funzionab(x,y; h,f) (in cui non
compaiono derivate di tale che

d(x,y;h,f) = D(x,y;h,f) + O(h?) (8)

o Scegliamad(x,y; h,f) = asf (x,y) + aof (x+ pih,y+ pzhf(x,y)) in cuile
costantiay, ap, p1 € p2 devono essere determinate in modo da soddisfare (8)
P(x,y; h,f) = anf (x,y) + @of (x+ pah,y + pahf (x,y))
= auf (%,Y) + & [f (%, Y+ p2hf (xy)) + pah(x,y + p2hf (x,y)) ]
= ayf + & [(f + pohfyf + O(h?)) + prh(fx + pohif +O(h?))]
= (a1 +ap)f + hag(pafx + pofyf ) + O(h?)




Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

o Perché sia
(a1 +ap)f + hag(pafx + pofyf) = +h(f+fyf)

deve essere

a#0
apt+a=1
p1=p2=2—§2

@ In base alla scelta della costamteabbiamo diversi metodi il cui errore locale
di troncamenta,(h;y) e di ordine 2

o
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o Perché sia
(a1 +ap)f + hag(pafx + pofyf) = +h(f+fyf)

deve essere

a#0
apt+a=1
p1=p2=2—6112

@ In base alla scelta della costamteabbiamo diversi metodi il cui errore locale
di troncamenta,(h;y) e di ordine 2

o

Metodo di Heuna; =@, = 3, pr=po =1

h
Uns1 = Un+ 3 [f (%1, Un) - F (X 1, Un + hf (X, Un))

Metodo di Eulero modificatoay = 0,2 =1,p1 = p2 = %

Un+1 = Un + hf (X2 + 2, un + 2hf (Xn, Un))

o
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oni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi visti finora, permettono di calcolang, ; utilizzando i valoriu,, (€ piu
in generalaiy, un_1,...,Un_r) calcolati precedentemente: per questo sono
chiamatiespliciti

@ Un metodo é chiamatonplicito se il valore incognitai, 1 dipende
implicitamente da se stesso attravefrso
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi visti finora, permettono di calcolang, ; utilizzando i valoriu,, (€ piu
in generalaiy, un_1,...,Un_r) calcolati precedentemente: per questo sono
chiamatiespliciti

@ Un metodo é chiamatonplicito se il valore incognitai, 1 dipende
implicitamente da se stesso attravefrso

>

Metodo di Eulero implicito (o all'indietro)

Invece di approssimasg. 1 nell’intorno diy, si approssimg, nell'intorno diyy.1,
ottenendo
Unt1 = Un + hf (Xn11, Uns1)

percio ad ogni passo si deve risolvere un’equazione n@ata
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Nozioni fondamentali
iscretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi visti finora, permettono di calcolang, ; utilizzando i valoriu,, (€ piu
in generalaiy, un_1,...,Un_r) calcolati precedentemente: per questo sono
chiamatiespliciti

@ Un metodo é chiamatonplicito se il valore incognitai, 1 dipende
implicitamente da se stesso attravefrso

Metodo di Eulero implicito (o all'indietro)

| A

Invece di approssimasg. 1 nell’intorno diy, si approssimg, nell'intorno diyy.1,
ottenendo
Unt1 = Un + hf (Xn11, Uns1)

percio ad ogni passo si deve risolvere un’equazione n@ata

Metodo di Crank-Nicholson:
Si fa una media tra i metodi di Eulero implicito ed esplicito

| \

h
Un+1 = Un + E |:f (Xn, Un) + f (Xn+1, Un+1):|

o
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Metodi di Runge-Kutta

o L'idea é di costruire delle formule p@(xyy; h,f) in cui lo sviluppo in serie di
k pi-1
Taylor coincida, per un fissato numero di termini cipi—' ®i(x,y), senza
& i

usare esplicitamente le derivatefdi

o |l prezzo per questo approccio € un aumento del numero diaabni dif ad
ogni passo
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Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi di Runge-Kutta

o L'idea é di costruire delle formule pévr(xyy; h,f) in cui lo sviluppo in serie di
k pi-1
Taylor coincida, per un fissato numero di termini CEPi—' ®i(x,y), senza
& i

usare esplicitamente le derivatefdi

o |l prezzo per questo approccio € un aumento del numero diaabni dif ad
ogni passo

-

@ Metodo di Heunun 1 = up+ g (f (Xn, Un) 4+ f (X1, Un + hf (Xn, un)))

o Metodo di Eulero modificataun 1 = un + hf (xq + LZ‘, Un+ gf (Xn,Un))
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pil pa

Metodi di Runge-Kutta espliciti astadi

Un metodo di Runge-Kutta esplicitosstadi pud essere scritto come
S
Uni1=Un+h biK n>0
i=1

dove i coefficientK; sono definiti da

K1 =f(Xn,Un)
i—1
Ki:f(xn+cih,un+h21ainj) i=2,...,8
i=
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Nozioni fondamentali
Di zazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodi di Runge-Kutta espliciti astadi

o | coefficientia;, bj e ¢ caratterizzano un particolare metodo e vengono raccc
sotto forma di tabellaratrice di Butchey

0
C2 | an
C3 | az1 as2
Cs|as1 ap ... ass1
by by ... bsi bs
o Per ottenere i valori dei coefficienti, si utilizza lo steggocedimento visto per
il casos= 2, considerando un numero maggiore di termini dello svituiop
serie di Taylor
S
o Consistenza se e solo 2bi =1
i=
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ne e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodi di Runge-Kutta espliciti

Barriere di Butcher

o Un metodo di Runge-Kutta esplicitossstadi non puo avere ordine maggiore
dis
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Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi di Runge-Kutta espliciti

Barriere di Butcher

o Un metodo di Runge-Kutta esplicitosstadi non puo avere ordine maggiore
dis

@ Perp > 5 non esiste nessun metodo di Runge-Kutta esplicito di egglgon
s= p stadi

@ Perp > 7 non esiste nessun metodo di Runge-Kutta esplicito di egglaon
s=p+ 1 stadi

@ Perp > 8 non esiste nessun metodo di Runge-Kutta esplicito di eqgleon
S=p+ 2 stadi
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ondamentali
azione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
todi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodi di Runge-Kutta espliciti

Barriere di Butcher

o Un metodo di Runge-Kutta esplicitosstadi non puo avere ordine maggiore
dis

@ Perp > 5 non esiste nessun metodo di Runge-Kutta esplicito di egglgon
s= p stadi

@ Perp > 7 non esiste nessun metodo di Runge-Kutta esplicito di egglaon
s=p+ 1 stadi

@ Perp > 8 non esiste nessun metodo di Runge-Kutta esplicito di eqgleon
S=p+ 2 stadi

ordlne| 2 3 4 5 6 7 8
T 2 3 4 6 7 9 11
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Nozioni fondamentali
Di zazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodi a 2 stadi (cop = 2)

e
=

0 1

Metodo di Heun Eulero modificato

Metodi a 3 stadi (cop = 3)

Formula di Heun Formula di Kutta
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Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

todo a 4 stadi (cop = 4)

wiH ONIk
WH =

(YN N
ol O ONIF

ol

Metodo di Runge-Kutta “classico”
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Metodo a 4 stadi (cop = 4)

(YN N
ol O ONIF
wH ONI-

WIH

[l

Metodo di Runge-Kutta “classico

Equivale a:

h
Un+1=Un+ =

6 (Kl + 2K2 + 2K3 + K4)
dove i coefficientK;j sono
K1 =f(Xn, Un)
Ky = f(Xn+ ,Un+ hK;]_)
Kg =1 (X + 3,Un+ 5K2)
Kg = f (X0 + h,Un + hK3)
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Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi adattivi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ Sivuole scegliere il pasdodi volta in volta, in modo che I'errore locale
commesso sia inferiore ad una certa soglia

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'IngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Di zazion: etodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ Sivuole scegliere il pasdodi volta in volta, in modo che I'errore locale
commesso sia inferiore ad una certa soglia

@ Si cerca una stima posterioridell’errore locale commesso al singolo passo
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Nozioni fondamentali
Di zazion: etodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ Sivuole scegliere il pasdodi volta in volta, in modo che I'errore locale
commesso sia inferiore ad una certa soglia

@ Si cerca una stima posterioridell’errore locale commesso al singolo passo

@ Siauj, 4 la soluzione ottenuta applicando un passo di un metodo di

Runge-Kutta di ording a partire dal dato inizialg,

Yni1—Upig = qJ(Yn)hp-shl + O(hp+2)
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Nozioni fondamentali
zazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ Sivuole scegliere il pasdodi volta in volta, in modo che I'errore locale
commesso sia inferiore ad una certa soglia

@ Si cerca una stima posterioridell’errore locale commesso al singolo passo

@ Siauj, 4 la soluzione ottenuta applicando un passo di un metodo di
Runge-Kutta di ording a partire dal dato inizialg,

Yni1—Upig = qJ(Yn)hp-shl + O(hp+2)

@ Sialy, , la soluzione ottenuta con lo stesso metodo di Runge-Kutteanain
passo B a partire dal dato inizialg, 1
Va1 = Grig = W(¥n-1)(20)P T 4 O(hP*2)
= W(yn) (2N)PT1 — W(§)2PHIPH2 1 O(NPH2)  cong € (yn-1.¥n)
= W(yn)(20)P1+O(RP*2)
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Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi adattivi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

o Facendo la sottrazion@n1— 0, 1) — (Yn+1— Uj, 1) Si ha
Upys — Ohyr = W) hPH1(2P71 — 1) +- O(WP*2)

i i i i i +1 +2 i, 1 i
da cui possiamo ricavare il termitié(yn)hP™* + O(hP+<) = % che ci

permette di calcolare la seguente stima dell’errore locale
* Nk
Unpg — U

Yni1—Upp1 = ﬁ +0(h"*?)

&
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Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi adattivi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

o Facendo la sottrazion@n1— 0, 1) — (Yn+1— Uj, 1) Si ha
Upys — Ohyr = W) hPH1(2P71 — 1) +- O(WP*2)

i i i i i +1 +2 i, 1 i
da cui possiamo ricavare il termitié(yn)hP™* + O(hP+<) = % che ci

permette di calcolare la seguente stima dell’errore locale

us, =0
*  _ ontl n+1 -2
yn+1 - un+1 — 2p+1 _ 1 + O(hp )

&

o La stima dell’errore produce un considerevole aumento afgtioc
computazionale: per calcolawg”; servoncs— 1 valutazioni addizionali df

-

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'IngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
0 etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi adattivi immersi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ \ogliamo fornire una stima posterioridell’errore locale senza fare
valutazioni addizionali df

-
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Nozioni fondamentali
Di zazion: etodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi immersi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ \ogliamo fornire una stima posterioridell’errore locale senza fare
valutazioni addizionali df

o Una possibilita & quella di utilizzare due metodi Runget&di ordinep e
p—+ 1 che hanno lo stesso insieme di valdri

i
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Nozioni fondamentali
Di zazion: etodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi immersi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ \ogliamo fornire una stima posterioridell’errore locale senza fare
valutazioni addizionali df

o Una possibilita & quella di utilizzare due metodi Runget&di ordinep e
p—+ 1 che hanno lo stesso insieme di valdri

o Metodo di ording: Upi1 =Un+hy} ; biK;
@ Metodo di ordingp+ 1: 0,1 = On+hy?5 , BiK;

i
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Nozioni fondamentali
Di zazion: etodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi immersi

Stimaa posteriori ed adattivita del passo

@ \ogliamo fornire una stima posterioridell’errore locale senza fare
valutazioni addizionali df

o Una possibilita & quella di utilizzare due metodi Runget&di ordinep e
p—+ 1 che hanno lo stesso insieme di valdri

o Metodo di ording: Upi1 =Un+hy} ; biK;
@ Metodo di ordingp+ 1: 0,1 = On+hy?5 , BiK;
o Stima dell’'errore locale:

Y1 — U1 = (Yne1 — Opq) + (0R 1 — Unpq)
—_——

O(hp+l)

= O(hP*1) + hi(ﬁi — bi)K;

i
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Nozioni fondamentali
zazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
i di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a piu passi

Metodi adattivi immersi

o La stima dell'errore locale & pariya1—Uj, ; = hyS ; (b — b)K; + O(hP*1)
o Poiché vogliamo che I'errore locale sia minore di una cestlia £, dobbiamo
usare un pasdotale che
h< A;
Y1 (i — bi)K;
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodi adattivi immersi

o La stima dell'errore locale & pariya1—Uj, ; = hyS ; (b — b)K; + O(hP*1)
o Poiché vogliamo che I'errore locale sia minore di una cestlia £, dobbiamo
usare un pasdotale che

h< ___ &
Y (bi = b)K;

@ Questi metodi vengono rappresentati tramite la matriceudictiier modificata

0

C2 | a1

C3 | @31 az2

Cs|a@s1 a2 ... as,sfl
by by ... bsq bs
by by ... bsi1 bs
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zzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
di di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

Esempio di metodo immerso: RKF4(5)

o Il metodo di Runge-Kutta Fehlberg di ordine 4 (RKF4(5)) & diegli schemi
immersi pitl noti
o La matrice di Butcher modificata per questo metodo € data da

0

1 1

4 4

3] 3 3
8 | 32 32

1|49 _g 3680 845
216 513 4104

1] 8 2 3544 1869 11

2 27 2565 4104 40

T| 25 1408 2197 1

b™ | 7% 0 —%565 4104 5 U

pT | .16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55
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Nozioni fondamentali
Di zazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
M i di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodi di Runge-Kutta impliciti

Un metodo di Runge-Kutta implicito sstadi puo essere scritto come

S
Uni1=Un+h3 biKi n>0
=

s )
Ki:f(xn+cih,un+hZajKj) i=1,...,s
=

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodi di Runge-Kutta impliciti

Un metodo di Runge-Kutta implicito sstadi puo essere scritto come

S
Uni1=Un+h3 biKi n>0
i=1 s (9)
Ki:f(xn+cih,un+hZajKj) i=1,...,s
j:

@ Sono potenzialmente piu accurate delle corrispondentidite esplicite con Ia
stesso numero di stadi. Pero il calcolo Herichiede la risoluzione di un
sistema non lineare di dimensiose

o Un metodo di Runge-Kutta implicito @stadi non pud avere ordine maggior
di 2s

(¢

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodi di Runge-Kutta impliciti

Un metodo di Runge-Kutta implicito sstadi puo essere scritto come

S
Uni1=Un+h3 biKi n>0
=

s )
Ki:f(xn+cih,un+hZajKj) i=1,...,s
=

@ Sono potenzialmente piu accurate delle corrispondentidite esplicite con Ia
stesso numero di stadi. Pero il calcolo Herichiede la risoluzione di un
sistema non lineare di dimensiose

o Un metodo di Runge-Kutta implicito @stadi non pud avere ordine maggior
di 2s
o Problema di esistenza della soluzione di (9)f sey) € continua e

lipschitziana rispetto & con constanté e seh < (Lmax Y [ajj )1 allora
esiste un’unica soluzione di (9)

(¢

o

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a piu passi

o | metodi impliciti possono essere costruiti utilizzandddama integrale del
problema di Cauchy, ovvero

Y = Yo+ /XO f(ty() dt

e ricorrendo ad opportune interpolazioni e formule di gaada

o | coefficientib; e ¢; sono i pesi e i nodi della formula di quadratura usata,
mentrea;; dipende sia dalla formula di quadratura che dall'interpioiae usata

Esempi di metodi a 2 stadi

3-3 1 3-2/3
3 4 12
3+V3 | 3+2V3 1
6 12 4
| 1 1
2 2
Hammer-Hollingsworth Gauss-Legendre (p=4)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Metodi di Runge-Kutta semi- |mpI|C|t|

o La difficolta computazionale di uno schema implicito, pusezs ridotta
considerando i metogiemi-implicitj ovvero i metodi in cuij = 0 perj > i,

ovvero
i—1

Ki :f(xn+cih,un+hzlaajKj + haiK;)

@ Uno schema semi-implicito richiede la risoluziones@iquazioni non lineari
indipendenti
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Metodi a piu passirfultistepo MS)

@ Nei metodi di Runge-Kutta, I'approssimaziongee le s valutazioni della
funzionef nell'intervallo [x,, X+ 1] (utilizzate per la determinazione i 1)
non sono piu utilizzate per i passi successivi

o Nei metodi a piu passi, per calcolarg, 1 si utilizzano alcune approssimazioni
precedentemente calcolatg un_1,...,Un_r
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi a piu passirfultistepo MS)

o Nei metodi di Runge-Kutta, 'approssimaziomge le s valutazioni della
funzionef nellintervallo [x,, %n11] (utilizzate per la determinazione i, 1)
non sono piu utilizzate per i passi successivi

o Nei metodi a piu passi, per calcolarg, 1 si utilizzano alcune approssimazioni
precedentemente calcolatg un_1,...,Un_r

o Un metodo MS lineare apassi € definito dalla seguente relazione
r r
Zoaqumq =h XDqu (Xn+q, Un+q) (10)
q= 9=

in cuiar =1 e|ap| +|Bo| #O.
@ Per inizializzare un metodora> 1 passi sono necessar 1 valori aggiuntivi
al valore inizialeyg

o | dati relativi air passi precedenti devono essere memaorizzati (potrebbeess
un problema nel caso vettoriale)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Un metodo MS si puo anche scrivere come

r—1

r—1
Unt1 = &Un_j + h bjf (Xn,j s Un,j)
S

@ Lerrore ditroncamento locale € datoga 1 — Uy, 4
r—1 r-1
NThi1=Yni1— (Z)aj')’n—j +h z biyn—i)
= j=-1

@ Sey e CP(1) per qualche > 1, il metodo & di ording se e solo se sono
soddisfatte le seguenti condizioni (deve essgre O(hP))

r—1 r—1

Z}(—j)‘awri S (-)=1 i=01..9
j=

=1

@ In questo caso abbiantm,, 1 = Cp+1yﬁfr1+1 + O(hP*+2) dove il primo termine
e chiamato errore di troncamento locale principale
w
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Metodi a piu passi: i metodi di Adams

@ Questi metodi vengono direttamente derivati dalla formegrale
X
V) =Yo [ f(ty(0) et

o Lintegrale & approssimato utilizzando invecd din opportuno polinomio di
interpolazione

@ Si possono definire sia metodi espliciti (detti di Adams+iBagh) che
impliciti (detti di Adams-Moulton)

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodi di Adams-Bashforth (AB)

o Consideriamo lo schema seguente

Xnt1
Un+1 = Un+ Pn (X) dx
Xn

in cui P, & un polinomio di interpolazione di grado al pig+ 1 definito da:

Pn(Xn-j) = f (Xa—j,Un—j) = fnj Vi=0,...,r—1

-
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Metodi di Adams-Bashforth (AB)

o Consideriamo lo schema seguente

Xnt1
Un+1 = Un+ Pn (X) dx
Xn

in cui P, & un polinomio di interpolazione di grado al pig+ 1 definito da:
Pn(Xn_j):f(Xn_j,Un_j) :fn_j Vj =0,,I'—1

o Utilizzando la rappresentazione di Lagrange si ha

r-1
X) =Y fajLj(x)
j;) 1=
r-1 (X—X )

conlj(x) = El D —%t) perj = ,r — 1 (notare chej(xnq) = dq)
i7]

-
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zzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

in cui by = E/ L; (x) dx

o
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Metodi di Adams-Bashforth (AB)

X+1
Un+1—Un+/ dX—Un+/ %fn ]L] )
— U+ %fn ,/ Lj(x) dx
Xn

. . 1 [ *%+1
incuib; = —/ Lj (x) dx
h Jx,
o | coefficientib; (perh costante) dipendono soltanto da caratterizzano un
particolare metodo di Adams-Bashforth
@ Perr =1 si ritrova il metodo di Eulero in avanti

o
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Metodi di Adams-Bashforth (AB)

X+1
Un+1—Un+/ dX—Un+/ %fn ]L] )
— U+ %fn ,/ Lj(x) dx
Xn

. . 1 [ *%+1
incuib; = —/ Lj (x) dx
h Jx,
o | coefficientib; (perh costante) dipendono soltanto da caratterizzano un
particolare metodo di Adams-Bashforth
@ Perr =1 si ritrova il metodo di Eulero in avanti
@ Gli schemi di Adams-Bashforthrapassi sono di ordine

o
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Melodl a piu passi

Metodi di Adams-Bashforth (AB)

Metodo AB2 § = 2)

h
Uny1=Un+ - (3fn —fn-1)

Metodo AB3 ¢ = 3)

I
|

Un+l = Unp + (23fn 16fn71 = 5fn,2)

Metodo AB4 ¢ = 4)

Il
|

Unt1=Un+ 55 >4 (55fn 591+ 372 — 9fn_3)
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Nozioni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi di Adams-Moulton (AM)

@ Come per il caso esplicito si considera uno schema dellag@eguente
Xn+1
Unt1=Un+ / Qn(x)dx
Xn

in cui Q, € un polinomio di interpolazione di grado al pidefinito da:

Qn(Xn_]‘):fn_i VJZO,,r_l
Qn(%n+1) =fae1  (valore incognito)
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Nozioni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi di Adams-Moulton (AM)

@ Come per il caso esplicito si considera uno schema dellag@eguente
Xn+1
Unt1=Un+ / Qn(x)dx
Xn

in cui Q, € un polinomio di interpolazione di grado al pidefinito da:

Qn(Xn_]‘):fn_i VJZO,,r_l
Qn(%n+1) =fae1  (valore incognito)

@ Integrando, si ottiene lo schema implicito seguente

r—1
Uni1=Un+h % bifn
=1
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Nozioni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi di Adams-Moulton (AM)

@ Come per il caso esplicito si considera uno schema dellag@eguente
Xn+1
Unt1=Un+ / Qn(x)dx
Xn

in cui Q, € un polinomio di interpolazione di grado al pidefinito da:

Qn(Xn_]‘):fn_i VJZO,,r_l
Qn(%n+1) =fae1  (valore incognito)

@ Integrando, si ottiene lo schema implicito seguente

r—1
Uni1=Un+h % bifn
=1

@ Lo schema di Adams-Moultonrapassi e di ordine + 1
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Metodi di Adams-Moulton (AM)

Metodo AMO = 0)

Uni1 = Un+hf g (Eulero implicito)

Metodo AM1  =1)

h .
Uny1 = Up+ > (frra+fn) (Crank-Nicholson)

Metodo AM2 = 2)

h
Unt+1 = Un+ 1—2(5fn+1 + 8fn— 1)

Metodo AM3 (¢ = 3)

i1+ 19— 5f_1 +fr2)
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Nozioni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi a piu passi: generalizzazione

o | metodi di Adams si possono generalizzare integrandgntrge Xn1 (q > 1):
r-1
Unt1=Unq+h z bt
j=—1

@ Perg =1 si ottengono i metodi di Nystrom nel caso esplicito e i mitibd
Milne-Simpson nel caso implicito
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi a piu passi: generalizzazione

o | metodi di Adams si possono generalizzare integrandgntrge Xn1 (q > 1):
r-1
Unt1=Unq+h z bt
j=—1

@ Perg =1 si ottengono i metodi di Nystrom nel caso esplicito e i mitibd
Milne-Simpson nel caso implicito

o |l metodo di Nystrém per = 1 € il metodo che utilizza la formula di
integrazione del punto medio

Unt1 = Un—1 + 2hf,

o |l metodo di Milne-Simpson par= 2 é il metodo che utilizza la formula di
integrazione di Cavalieri-Simpson

Unt1=Un-1+ 3 (frrs +4fn+fao1)




Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Larisoluzione di un problema di Cauchy non-lineare con whema
implicito richiede ad ogni iterazione la risoluzione di uju@zione non-lineare

Un+1 = Lpn(UrH_l) n Z 0 (11)

o Per il metodo di Adams-Moultonapassi si ha

r—1
Wn(§) =hb_1f(Xn11,§) +un+h Z)bjfnfj
j:

i

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Larisoluzione di un problema di Cauchy non-lineare con whema
implicito richiede ad ogni iterazione la risoluzione di uju@zione non-lineare

Un+1 = Lpn(UrH_l) n Z 0 (11)

o Per il metodo di Adams-Moultonapassi si ha
Wn(§) =hb_1f(Xn11,§) +un+h Z)bjfnfj
=

@ Per risolvere (11) si pud usare un metodo di punto fisso

U =waull)  k=0.1,... (12)

@ Per i metodi di Adams-Moulton, affinché il metodo (12) comeeisogna ch
il passo di discretizzazione soddlbe doveL e la costante di Lipschit

di f (x,y) rispetto ay. A parte casi part|colar| (problemi “stiff”) questa
restrizione € poco penalizzante

D

N

o
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zzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Approccio predittore-correttore

@ Per limitare il costo computazionale & importante definita buona stima

iniziale uffﬁl

>
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Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Approccio predittore-correttore
o Per limitare il costo computazionale & importante definita buona stima

iniziale uffﬁl

@ Una scelta ragionevole € quella di prendere coﬁ?ﬁq il valore fornito da un
metodo esplicito

@ In questo modo lo schema implicito “corregge” il valauﬁggl inizialmente
“predetto” dallo schema esplicito

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Approccio predittore-correttore
o Per limitare il costo computazionale & importante definita buona stima

iniziale uffﬁl

@ Una scelta ragionevole € quella di prendere cofﬁ?q il valore fornito da un
metodo esplicito

@ In questo modo lo schema implicito “corregge” il valmﬁ&l inizialmente
“predetto” dallo schema esplicito
o Approccio predittore-correttore (algorit®{EC)™E e P(EC)™):

@ una iterazione con lo schema esplicito (inizializzazioakndetodo di punto fisso
@ miterazioni con lo schema implicito

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Approccio predittore-correttore

o Per limitare il costo computazionale & importante definita buona stima
iniziale uffﬁl

@ Una scelta ragionevole € quella di prendere cofﬁ?q il valore fornito da un
metodo esplicito

@ In questo modo lo schema implicito “corregge” il valmﬁ&l inizialmente
“predetto” dallo schema esplicito
o Approccio predittore-correttore (algorit®{EC)™E e P(EC)™):
@ una iterazione con lo schema esplicito (inizializzazioakndetodo di punto fisso
@ miterazioni con lo schema implicito
@ Il metodo di Heun puo essere visto come un metodo preditioreettore nel
quale il predittore € il metodo di Eulero e il correttore e gtmdo di
Crank-Nicholson

uﬁgzl = Up + hf(Xn, Un)

Unp1 = Un+ 3 [F (X0, Un) + F (Xar 2, U )]

o
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Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Algoritmo P(EC)ME

@ (Prediction): metodo esplicitorapassi

© _'T o M m)
Upjq = %ajun,j +h z bifa_]
j= j=0
@ Perk=0,....m—-1
@ (Evaluation): valutazione dinel nuovo punto

K
fr£+>1 =f(Xns1,u 51431)

© (Correction): metodo implicito a passi
et D) £(K)
n+1 - zoaiun ]+h20b n+1
© (Evaluation): nuova valutazione fli

£ = (e, LT

o
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Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Algoritmo P(EC)™
@ (Prediction): metodo esplicitorapassi

O 5 au™ o+ hS b
Upp1 = %alunfj_k z 1n—j
j: j:o

Q@ Perk=0,.... m—1
@ (Evaluation): valutazione dinel nuovo punto

K K
frg+)1 =f (X1, Ur<1+)1)

@ (Correction): metodo implicito apassi

(k+1)

r
Uil = & +h.
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nentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Consistenza dei metodi predittore-correttore

Come definire (al pit basso costo possibile) un predittoreado da mantenere
I'ordine di precisione dello schema originale?
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Nozioni fondamentali
e e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Consistenza dei metodi predittore-correttore

Come definire (al pit basso costo possibile) un predittoreado da mantenere
I'ordine di precisione dello schema originale?
@ Supponiamo di avere un predittore di ordope un correttore di ording ~
e Sed<q, osed>qconm>{d—qallora il metodo ha lo stesso ordine del
correttore e anche lo stesso errore di troncamento locedeijpale
e Sed>qgconm=§—qallora il metodo ha lo stesso ordine del correttore ma
I'errore di troncamento locale principale € diverso
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Consistenza dei metodi predittore-correttore

Come definire (al pit basso costo possibile) un predittoreado da mantenere
I'ordine di precisione dello schema originale?
@ Supponiamo di avere un predittore di ordope un correttore di ording ~
e Sed<q, osed>qconm>{d—qallora il metodo ha lo stesso ordine del
correttore e anche lo stesso errore di troncamento locedeijpale
e Sed>qgconm=§—qallora il metodo ha lo stesso ordine del correttore ma
I'errore di troncamento locale principale € diverso
@ In particolare, se il predittore ha ordige= §— 1, allora il metodo
predittore-correttore ha ordime ~

o Ingenerale siprendg=8doq=§—1
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Consistenza dei metodi predittore-correttore

Come definire (al pit basso costo possibile) un predittoreado da mantenere
I'ordine di precisione dello schema originale?
@ Supponiamo di avere un predittore di ordope un correttore di ording ~
e Sed<q, osed>qconm>{d—qallora il metodo ha lo stesso ordine del
correttore e anche lo stesso errore di troncamento locedeijpale
e Sed>qgconm=§—qallora il metodo ha lo stesso ordine del correttore ma
I'errore di troncamento locale principale € diverso
@ In particolare, se il predittore ha ordige= §— 1, allora il metodo
predittore-correttore ha ordime ~

o Ingenerale siprendg=8doq=§—1
@ Metodo ABM di ordinep: metodo di Adams-Bashforth (predittore) + metodo
di Adams-Moulton (correttore), entrambi di ordipe

>
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etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Metodi alle differenze all'indietro (BDF)

o | metodi BDF Backward Differentiation Formulgesono metodi impliciti a
pil passi che sono particolarmente adatti per la risolwzdm problemi “stiff”

@ Invece di approssimare I'integralefdisi approssima direttamente il valore di
Y1 tramite la derivata prima del polinomio di interpolaziorig/aiei nodi
Xn+1,Xn;s - -5 Xn—r+1

@ Gli schemi che si ottengono sono della forma

.
Uni1= ) &Unj+hb sfn g
2,

@ | metodi BDF sono di ording =r + 1 (numero di passi) e sono stabili solo pel
p<6

o
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Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Coefficienti per i metodi BDF stabili

r| ag a1 as ag a as | b_q
0| 1 1
4 1 2
1| = _Z Z
3 3 3
2|18 _9 2 6
11 11 11 11
5| %8 36 16 3 12
25 25 25 25 25
4| 300 300 200 75 12 60
137 137 137 137 137 137
5| 360 450 400 225 72 10 | 60
147 147 147 147 147 1471 147

-
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metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di R
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

o Consideriamo il metodo kpassi seguente:

{ U = gj(h) j=0,1,...,k—1

13
ij:o OjUnyj = hW(Xn; Unik, . - -, Un;f) (13)

o In particolare, i metodi a piu passi lineari (Adams, BDF),etodiP(EC)"E e
i metodi Runge-Kutta possono essere scritti nella forma (13
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

o Consideriamo il metodo kpassi seguente:

{ U = gj(h) j=0,1,...,k—1

13
ij:o OjUnyj = hW(Xn; Unik, . - -, Un;f) (13)

o In particolare, i metodi a piu passi lineari (Adams, BDF),etodiP(EC)"E e
i metodi Runge-Kutta possono essere scritti nella forma (13

i

Convergenza

o Un metodo della classe (13) € detionvergentese, applicato a uqualunque
problema di Cauchy (per il quale abbiamo esistenza e ureita soluzione),
soddisfa la proprieta

lim max =
h00SaNy, [1¥n = tnl} =0
incuil =[a,bjeNpjh=b—a
@ In particolare, dobbiamo avere un insieme compatibile diideiali, cioé:

L|T0Uj=y0 j=0,....,k—1

i
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di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt p555|

Zero-stabilita

o Fissato l'intervalld = [a,b] si studia il comportamento del metodo numerico
per il caso limiteh — 0
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Zero-stabilita

o Fissato l'intervalld = [a,b] si studia il comportamento del metodo numerico
per il caso limiteh — 0
@ Lariduzione dih per un dato intervallo pud produrre un aumento dei contiribu
all'errore totale dovuto all'accumulo degli errori locdiiarrotondamento

@ = Vogliamo un metodo poco sensibile alle piccole perturbaizier potere
sotto controllo gli errori di arrotondamento
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ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Zero-stabilita

@ Un metodo della classe (13) € deti@ro-stabilese esistono due costahg > 0
e C > O tali che:

vhe (0,hg = |2 —u’|<ce  n=0,...,N;

in cui u,ﬂh) e la soluzione del problema (13), menzfq@ e la soluzione del

problema perturbato seguente

2V =g(m+§ j=01..k-1
5o ajz(nhﬁj = hW(Xn:é'l)kw»zﬁh);h;f) + Ndhik

dove|g| < eperj=0,...,Np
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Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Zero-stabilita

@ Un metodo della classe (13) € deti@ro-stabilese esistono due costahg > 0
e C > O tali che:

vhe (0,hg = |2 —u’|<ce  n=0,...,N;

in cui uﬁh) e la soluzione del problema (13), menzfq@ e la soluzione del

problema perturbato seguente

2V =g(m+§ j=01..k-1
5K 00z = hW(x0i 20, 20" i) + hn

dove|g| < eperj=0,...,Np

Teorema di equivalenza

| A\

Un metodo (13) & convergente se e solo se € consistentestadite e se I'errore
sui dati iniziali tende a zero pér— 0

-
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ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Come si verifica la zero-stabilita?

o Sideve verificare Chr? Igr‘[wﬁ,h)| = rI1im0 |z,(1h> — urﬂh)| = 0 dovew!” soddisfa

Wj<h>:q j=0,1,...,k—1

MW= Wi 2 A ) = WUl Ul hif)

ko
. (h)
E oW = hAWn « + hén ik

J

con|g| < eperj=0,...,Ny

o
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Come si verifica la zero-stabilita?

o Sideve verificare Chr? Igr‘[wﬁ,h)| = rI1im0 |z,(1h> — urﬂh)| = 0 dovew!” soddisfa

Wj<h>:q j=0,1,...,k—1

MW= Wi 2 A ) = WUl Ul hif)

ko
. (h)
E oW = hAWn « + hén ik

J

con|g| < eperj=0,...,Ny

o E utile esprimerav&h) esplicitamente in funzione ¢ n e dei varig (e non per
ricorrenza)
@ Una volta ottenuta una formula esplicita pm(P), si verifica seh Iirgjwﬁh)| <Ce¢

(conC > 0)

o

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'IngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Come si verifica la zero-stabilita?

o Sideve verificare Chr? Igr‘[wﬁ,h)| = rl1im0|z,(1h) — uﬁh)| = 0 dovew!” soddisfa

Wj<h>:q j=0,1,...,k—1

MW= Wi 2 A ) = WUl Ul hif)

ko
. (h)
E oW = hAWn « + hén ik

i
con|g| < eperj=0,...,Ny

o E utile esprimerav&h) esplicitamente in funzione ¢ n e dei varig (e non per
ricorrenza)

@ Una volta ottenuta una formula esplicita ;WQJ), si verifica seh Iirgjw&h)| <Ce¢
(conC > 0)

o |l problema principale & passare da una formulavgé@r definita per
ricorrenza, a una formula esplicita in funzionehdn e dei varid

o
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di di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Equazioni alle differenze

@ Si considera kBquazione lineare alle differenaecoefficienti costanti di ordine

k
k

%a]‘ WI"H-] = q—’n+k n= oa 1a 000 (14)
=

o
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etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Equazioni alle differenze

@ Si considera kBquazione lineare alle differenaecoefficienti costanti di ordine
k
k
%aj Wn_H' = qu‘H»k n= O, 1, oo (14)
j=

@ Siassocia all’equazione alle differenze omogenea

k
%ajwnﬂ- =0 n=0,1,... (15)
=
ko
il polinomio caratteristicd1 € Pk definito dar(r) = %Uj r!
j=

o
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ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Equazioni alle differenze

@ Si considera kBquazione lineare alle differenaecoefficienti costanti di ordine
k

k
%a]‘ WI"H-] = q—’n+k n= oa 1a 000 (14)
j=

@ Siassocia all’equazione alle differenze omogenea

k
%ajwnﬂ- =0 n=0,1,... (15)
=
ko
il polinomio caratteristicd1 € Pk definito dar(r) = %Uj r!
j:
@ Se denotiamo cor), j=0,...,k—1 le radici dil(r), allora ogni sequenza

della forma
{",n=01,...}  per j=0,.. k-1

e soluzione dell’equazione (15)

o
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e e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Equazioni alle differenze

o Sefll(r) =0 (che é di grad&) ha esattamenteradici distinte p, ..., rk_1
allora lek succession{r]-”, n=0,1,...} sono soluzioni fondamentali
dell’equazione omogenea (15) e la soluzione generale eddf#aloro
combinazione lineare

0 k-1
wh' =y yr!
N
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Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Equazioni alle differenze

o Sefll(r) =0 (che é di grad&) ha esattamenteradici distinte p, ..., rk_1
allora lek succession{r]-”, n=0,1,...} sono soluzioni fondamentali
dell’equazione omogenea (15) e la soluzione generale eddf#aloro
combinazione lineare

0 k-1
wh' =y yr!
N

o Sell(r) =0 (che & di grad&) hap+ 1 radici distinte 1, ..., r, aventi
rispettivamente molteplicitay, ..., my (p < kemp+ - -- +m, = K) allora tutte
le soluzioni dell’equazione omogenea (15) si possonoe®@igome

=5 (5w
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Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Equazioni alle differenze

@ La soluzione generale delI’equazioﬂ].Sg0 Qjuntj = Ynik (conn=0,1,...) €
data da A 0
wff = i i)

. . (0) A . , . : s
in cui wﬁ ) & la soluzione dell equazione omogenea assocml,(é{’)ee una
particolare soluzione dell’equazione non omogenea
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Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Equazioni alle differenze

@ La soluzione generale deII’equazioE].Sg0 Qjuntj = Ynik (conn=0,1,...) €
data da A 0
wff = i i)

. . (0) A . , . : s
in cui w& ) & la soluzione dell equazione omogenea assocml,(é{’)ee una
particolare soluzione dell’equazione non omogenea

@ Per calcolare una soluzione particolwﬁéj) si puo utilizzare il metodo della
variazione delle costantSe per esempigy, = cQ(n) dovec & una costante e
Q € un polinomio di grads, wﬁw sara un polinomio di grade(in funzione di
n) del tipo

S
(V) Z '
=

in cui le costantby, . .. ,bs devono essere calcolare in modo tale mﬁ‘@ sia
una soluzione I'equazione alle differenze non omogenea
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Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Esempio: verifica di zero-stabilita

@ Consideriamo il metodo seguente:

Up, U € R
Unt2 — 3Unt1+ 2Un = h(fhy1 — 2fn)

applicato al problema di Cauclyy= 2x cony(0) =0
@ Poichéxy = 0 possiamo scrivere il generigg comex, = nh, percio

(frs1 — 2fn) = 211 — 4% = [2(n+ 1)h — 4nh] = 2h(1—n)

o L'equazione alle differenze & quindi, 2 — 3un 1+ 2u, = 2h%(1—n)
@ Applicando lo stesso metodo per il sistema perturbato afdia
Zoi2 — 320, 1+ 220 = 2h?(1—n) + héy, 2 € le perturbazioni sono definite da

{ Wo=0%,W1 =01
Wn2 — 3Wn 1+ 2Wh = hdn, 2
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Esempio: verifica di zero-stabilita (2)

@ |l polinomio caratteristico associato all'equazione omoga

W2 — 3Whi1+2Wh =0
€ dato da
r2—3r+2=0
che possiede due radici distimg=1 er; =2
@ La soluzione generale dell’equazione omogenea &

Wi = yord + yard = yo + 12"

v

@ Poichéyn» = hd, 2, si cerca una soluzione particolare dell’equazione alle
differenze tra le funzioni del tipo

g .
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memdw di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Esempio: verifica di zero-stabilita (3)

@ Siccome deve valerwfw)2 3w(¢')1+ ZW("L' = hd,, 2 abbiamo (pen > 0)

h6n+z—n§:a1r§ 3n§:aid+2;aid

=an;20n12— 280110011

ovveroan: 2 = h+2an,1 2*1 e quindi la soluzione particolare si scrive come

ap=a=1
aj:h+2a,-_1% j>2
v) d
=&+to+)ad n=2
2

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

o La soluzione generale dell’equazione alle differenze nongenea percio si
scrive come

n
wo =wi + Wi = o+ 112"+ &+ 8+ Y 4G
=

@ Le costantiy e y1 si determinano utilizzando le condizioni inizialp = & e

Wy = :

{Wo:Vo+V1+5o=5o N {Vo=5o
Wi =Y¥+2%+0+0=00 yi=—-o

@ Quindi la soluzione calcolata con il metodo numerico si perivere come

ag=a1=1

aj-:h+2a,-1qql j>2

Wn = &o(2—2") + &1 + ia,-q n>2
=

i
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Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Utilizzando la relazione;§ = hd + 2,181 (e dopo un po di algebra) si
ottiene

n n—1 j n n—k j
Zas=ag2z[a(s?)]
=&(2"-2)+h i@(zﬂkﬂ -1)
k=
e quindi le perturbazioni si scrivono come

W) =81+ (B1- 8@ -2 +hY 8@ 1)  n>2
k=2

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Utilizzando la relazione;§ = hd + 2,181 (e dopo un po di algebra) si
ottiene

n n—1 n n—k
=065 2+h {d( 2 ]
23803203 |a(32)
= 2"_2)+h 4 & 2n7k+1_1
( ) k; ( )
e quindi le perturbazioni si scrivono come
W) =81+ (B1- 8@ -2 +hY 8@ 1)  n>2
k=2

o Poiché in genere saf # &, se fissiamo, = nhe facciamo tendere — 0
abbiamo che A
fim " | = +oo

Xn=nh

e quindi il metodo non & zero-stabile
o



Nozioni fondamentali
etizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Assoluta stabilita

o Al contrario della zero-stabilita (in cui si tiene fisgpe si fa tenderé — 0), si
considera il comportamento ctrfissato en — o« (facendo riferimento ad un
particolare problema di Cauchy)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Assoluta stabilita

o Al contrario della zero-stabilita (in cui si tiene fisgpe si fa tenderé — 0), si
considera il comportamento ctrfissato en — o« (facendo riferimento ad un
particolare problema di Cauchy)

@ Piu precisamente, si considera il problema modello seguent

{ y(X)=Ay(x) x>0eAeC

y(0)=1 =

la cui soluzione &(x) = e** (notiamo che;'( limy(x)| =0 se RéA) < 0)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Assoluta stabilita

o Al contrario della zero-stabilita (in cui si tiene fisgpe si fa tenderé — 0), si
considera il comportamento ctrfissato en — o« (facendo riferimento ad un
particolare problema di Cauchy)

@ Piu precisamente, si considera il problema modello seguent

{ Y(X)=Ay(x) x>0eAecC (16)

y(0) =1
la cui soluzione &(x) = e** (notiamo che;'( limy(x)| =0 se RéA) < 0)

o Un metodo numerico per la risoluzione di (16) in cui(Re< 1 &
assolutamente stabike (peth fissato)nlim|un| =0

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Assoluta stabilita

o Al contrario della zero-stabilita (in cui si tiene fisgpe si fa tenderé — 0), si
considera il comportamento ctrfissato en — o« (facendo riferimento ad un
particolare problema di Cauchy)

@ Piu precisamente, si considera il problema modello seguent

y(0)=1 =

la cui soluzione &(x) = e** (notiamo che;( limy(x)| =0 se RéA) < 0)

{ y(X)=Ay(x) x>0eAeC

o Un metodo numerico per la risoluzione di (16) in cui(Re< 1 &
assolutamente stabike (peth fissato)nlim|un| =0
@ La soluzionau, dipende ddn e A.

o Si definiscaegione di assoluta stabilitd seguente sottoinsieme del piano
complesso
o ={z=Ahe Ctaliche lim Jun| = 0}
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di sviluppo in serie di Taylor
[\

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt pésﬂ

Analizziamo I'assoluta stabilita di alcuni metodi visti dira
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Vetodi di R
Metodi a pitt

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Analizziamo I'assoluta stabilita di alcuni metodi visti dira

Metodo di Eulero in avantiu, 1 = un + hf (X, Un)

Il metodo di Eulero in avanti per il problema (16) si scrive:

Unt1 = Un+hAun=un(14+Ah) = (1+Ah)™1

perci(‘)nlim lun| =0sell+Ahl <1
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Metodi di R
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Analizziamo I'assoluta stabilita di alcuni metodi visti dira

Metodo di Eulero in avantiu, 1 = un + hf (X, Un)

Il metodo di Eulero in avanti per il problema (16) si scrive:

Unt1 = Un+hAun=un(14+Ah) = (1+Ah)™1

perci(‘)nlim lun| =0sell+Ahl <1

Metodo di Eulero all'indietroun 1 = un+ hf (Xn11,Un 1)

Il metodo di Eulero all’indietro per il problema (16) si sgi

1
Upt1 =Un+hAUpy1 = Unzm

percic‘)nlirpo lun| =0sell—Ah|>1
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po in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

h 1+ 40NN
Uni1=Un+5A(Un+Unit) = Un= ( fh)
1-%

perci()nlirg |un| =0 se RéAh) <0
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Metodi di R
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

h 1+ 40NN
Un+1 = Un+ E)\ (Un+Uny1) = Un= < /\2h>
1-%

perci(‘)nlirg |un| =0 se RéAh) <0

Metodo di Heunun: 1 = Un+ 3 (f (Xn, Un) -+ f (Xa1, Un + hf (Xn, Un) )

Ah Ah)2qn
Un+1=un+7(2un+)\huq) = un:[1+}\h+%}

percio lim [u| = 0 se)1+;\h+@‘ <1
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todi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

h 1+ 40NN
Un+1:Un+§)‘(Un+Un+l) = Un=<1_)\_2h>
2

perci(‘)nlirpo |un| =0 se RéAh) <0

Metodo di Heunun: 1 = Un+ 3 (f (Xn, Un) -+ f (Xa1, Un + hf (Xn, Un) )

Ah Ah)2qn
un+1:Un+7(2Un+Ahu~|) = un:[1+}\h+%}

percio lim [u| = 0 se)1+;\h+@‘ <1

Un metodo é definito essefestabileses7 NC~ =C~, cioé se limjun| = O per
Re(A) < 0 indipendentemente da
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Usando il metodo visto in precedenza riguardo alla solweeil’'equazione
alle differenze si ha un approccio generale per verificagsbluta stabilita
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

@ Usando il metodo visto in precedenza riguardo alla solweeil’'equazione
alle differenze si ha un approccio generale per verificagsbluta stabilita

o Notiamo infatti che applicando un metod& passi

k
%ajunﬂ- = hW(Xn;Unik, - - -, Un; )
j:

all'equazione differenzialg (x) = Ay(x), si puo ottenere I'equazione alle

differenze
k k

Z)aj Untj — hA Z)Cj (hA)unj =0 a7
1= 1=
doveCj(hA) dipende dal metodo usato
o Metodi multistep:Cj(hA) = B € R
o Metodi di Runge-KuttaCj(hA) = 0 perj # 0 eCg(hA) & un polinomio (metodi
espliciti) o una funzione razionale (metodi impliciti)
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

o Data I'equazione alle differenze (17), possiamo scrivaisoluzionai, come
combinazione lineare d[' dover;(hA) sono le radici del polinomio
caratteristico associato all’eq. (17) (chiamptinomio di stability

n(r) = p(r) — A a(r) (18)
dove
ko k .
p(r)=Y aqjr e o)=Y CGhr
2 2
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

o Data I'equazione alle differenze (17), possiamo scrivaisoluzionai, come
combinazione lineare d[' dover;(hA) sono le radici del polinomio
caratteristico associato all’eq. (17) (chiamptinomio di stability

n(r) = p(r) —ma(r) (18)

dove
k

k
pH=Sar e o)=Y G
27 2"

o La verifica della proprietﬁl Iigiun| = 0 si riduce alla verifica della condizione
Iri(hA)| < 1 doveri(hA) sono le radici del polinomio di stabilita (18)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

o Data I'equazione alle differenze (17), possiamo scrivaisoluzionai, come
combinazione lineare d[' dover;(hA) sono le radici del polinomio
caratteristico associato all'eq. (17) (chiamptinomio di stabilitg

n(r) = p(r) —ma(r) (18)

dove
k

k
pH=Sar e o)=Y G
27 2"

o La verifica della proprietﬁ Iighun| = 0 si riduce alla verifica della condizione
Iri(hA)| < 1 doveri(hA) sono le radici del polinomio di stabilita (18)

Condizione di assoluta stabilita

Un metodo la cui equazione alle differenze é della forma él&3solutamente
stabile per un valore assegnatoldii se e solo se per tale valore tutte le radici
ri(hA) del polinomio di stabilitd1(r) = p(r) — hA o(r) verificano|ri(hA)| < 1

| A\
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Melodl a pid paSSI

Condizione delle radici

k

Un metodo del tipoEb Qjunih = h¥W(Xn; Unpk, - - ., Un; h; T) verifica lacondizione
=

delle radicise tutte le radici; del polinomio caratteristicp(r) verificanolr;| < 1.

Inoltre le radici per cuijri| = 1 devono essere semplici (ovvestir;) # 0)
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Melodl a pid paSSI

Condizione delle radici
k

Un metodo del tipoEb Qjunih = h¥W(Xn; Unpk, - - ., Un; h; T) verifica lacondizione
j=

delle radicise tutte le radici; del polinomio caratteristicp(r) verificanolr;| < 1.

Inoltre le radici per cuijri| = 1 devono essere semplici (ovvestir;) # 0)

Osservazione

Le radicir; di p(r), sono le radicri(Ah) del polinomio di stabilita
M(r) = p(r) —hAa(r) valutate peah=0

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Condizione delle radici

|

Un metodo del tipozD Qjunih = h¥W(Xn; Unpk, - - ., Un; h; T) verifica lacondizione
j=
delle radicise tutte le radici; del polinomio caratteristicp(r) verificanolr;| < 1.

Inoltre le radici per cuijri| = 1 devono essere semplici (ovvestir;) # 0)

Osservazione

Le radicir; di p(r), sono le radicri(Ah) del polinomio di stabilita
M(r) = p(r) —hAa(r) valutate peah=0

Relazione tra polinomio caratteristico e consistenza

k
Se un metodo del tip%aj Un+h = h%W(Xn; Unik, - - -, Un; h; T) € consistente allora il
j:

suo polinomio caratteristico(r) ammette la radice= 1
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tal
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Condizione forte delle radici
k

Un metodo del tipo% OjUnh = hW(Xn; Unsk, - - ., Un; 0; T) verifica lacondizione

Jf
forte delle radicise verifica la condizione delle radicre= 1 & I'unica radice
(semplice) tale chéi| = 1.

Condizione assoluta delle radici

|

Un metodo del tipo; OjUnh = hW(Xn; Unsk, - - ., Un; 0; ) verifica lacondizione

assoluta delle radicse esistdg > 0 tale che

(M) <1 i=0,....k, 0<h<h
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Metodi di R
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Relazione tra polinomio caratteristico e zero-stabilita

k

Un metodo del tipoZ.J OjUnh = hW(Xn; Unsk, - - ., Un; 0; T) consistente, e zero-stabile
j:

se e solo se verifica la condizione delle radici
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Melodl a pid paSSI

Relazione tra polinomio caratteristico e zero-stabilita
k
Un metodo del tipo; OjUnh = hW(Xn; Unsk, - - ., Un; 0; T) consistente, e zero-stabile
j:
se e solo se verifica la condizione delle radici

Esempio
o Nell'esercizio precedente avevamg  — 3un11 + 2up = h(fr11 — 2fn)
@ |l polinomio caratteristicg(r) = r2 —3r 42 ha radicir; = 1 er, = 2
o Poiché|rz| > 1 non é verificata la condizione delle radisill metodo non
zero-stabile
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tal
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di R
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Relazione tra polinomio caratteristico e zero-stabilita
k
Un metodo del tipo; OjUnh = hW(Xn; Unsk, - - ., Un; 0; T) consistente, e zero-stabile

J:
se e solo se verifica la condizione delle radici

Esempio
o Nell'esercizio precedente avevamg  — 3un11 + 2up = h(fr11 — 2fn)
@ |l polinomio caratteristicg(r) = r2 —3r 42 ha radicir; = 1 er, = 2
o Poiché|rz| > 1 non é verificata la condizione delle radisill metodo non
zero-stabile

Prima barriera di Dahlquist
Non c’é nessun metodo lineard @assi zero-stabile con ordige> k+ 1 sek &
dispari eg > k+ 2 sek & pari
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nentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

o Un metodo numerico & deti-stabilese la sua regione di stabilita assoluta
contiene tutto il semipiano dei complessi a parte realethega

o Un metodo numerico é dettstabile(o A(0)-stabile) se la sua regione di
stabilita assoluta contiene la regione angolare deglC tali che
—0<m—argz) <Ocon0<B <

@ Un metodo numerico € detiy-stabile se la sua regione di stabilita assoluta
contiene il semiasse dei reali negativi

>
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

o Un metodo numerico & deti-stabilese la sua regione di stabilita assoluta
contiene tutto il semipiano dei complessi a parte realethega

o Un metodo numerico é dettstabile(o A(0)-stabile) se la sua regione di
stabilita assoluta contiene la regione angolare deglC tali che
—0<m—argz) <Ocon0<B <

@ Un metodo numerico € detiy-stabile se la sua regione di stabilita assoluta
contiene il semiasse dei reali negativi

o

Seconda barriera di Dahlquist

@ Un metodo a piu passi lineare esplicito non puo esgistabile
@ Non esistono metodi a piu passi lineArstabili con ordine superiore a 2

o Perognif € (0,1/2) , esistono solo metod-stabili ak passi lineari di ordine
kperk=3ek=4

-
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etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Melodl a pid paSSI

Stabilita forte

k
@ Un metodo del tipon OjUnth = hW(Xn; Uik, - . ., Un; ;) € fortemente stabile
=
se e consistente e verifica la condizione forte delle rafliciparticolare, un
metodo fortemente stabile &€ sempre zero-stabile)
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tali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Stabilita forte
k
@ Un metodo del tipoZ) OjUnth = hW(Xn; Uik, - . ., Un; ;) € fortemente stabile

J:
se e consistente e verifica la condizione forte delle rafliciparticolare, un

metodo fortemente stabile &€ sempre zero-stabile)

Metodi di Adams:un,1 = Up + h 2}‘;}1 bjfn_|

o Nel casoy/ (x) = Ax si hafj = Auj percioun1 = Uy +hA z}‘;}lbj Un-j
o MN(r)=rk—r1_pask jlyrk
o p(r)y=rk—rk=1—rk-1(r_1)

@ r =1 e unaradice semplice del polinomio caratteristico e ke a#tdici sono
Iri| = 0 < 1= il metodo & fortemente stabile
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Stabilita relativa

@ La nozione di assoluta stabilita & legata al fatto che siartevéssati a
problemi con soluziong(x) che verifica

lim y(x) =0

X—00

Questo corrisponde per il problema modsfl(x) = Ay(x) a scegliere\ tale
che RéA) <0
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Stabilita relativa

@ La nozione di assoluta stabilita & legata al fatto che siartevéssati a
problemi con soluziong(x) che verifica

lim y(x) =0

X—00

Questo corrisponde per il problema modsfl(x) = Ay(x) a scegliere\ tale
che RéA) <0

@ Non si puo richiedere I'assoluta stabilita per i problenm soluzione tale che

lim [y(x)| = +<o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Stabilita relativa

@ La nozione di assoluta stabilita & legata al fatto che siartevéssati a
problemi con soluziong(x) che verifica

|

lim y(x) =0

X—00

Questo corrisponde per il problema modsfl(x) = Ay(x) a scegliere\ tale
che RéA) <0

@ Non si puo richiedere I'assoluta stabilita per i problenm soluzione tale che
lim |y(x)| = +eo

o L'errore non deve aumentare pit velocemente della solezborescere di

o La stabilita relativa corrisponde al fatto che I'erroreatélo ‘y”‘yn“’”‘ rimane
abbastanza piccolo al crescerendi
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

o Le radici del polinomio di stabilit@l (r) tendono alle radici do(r) quando
hA — 0

o Per avere consistenza si deve avyefg) = 0, e per la zero stabilith= 1 deve
essere radice semplice

o Allora esiste una radice del polinomio di stabilita che &adl quandd — 0
ed inoltre essa € unica. Questa radice & chianaaliae principale Le altre
radici si chiamanaeadici spurie(o parassite.

@ Perhfissato e al crescere dj vogliamo che i termini spuri rimangano picco
rispetto al termine principale

-
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

o Le radici del polinomio di stabilit@l (r) tendono alle radici do(r) quando
hA — 0

o Per avere consistenza si deve avyefg) = 0, e per la zero stabilith= 1 deve
essere radice semplice

o Allora esiste una radice del polinomio di stabilita che ®adl quandt — 0
ed inoltre essa € unica. Questa radice & chianaaliae principale Le altre
radici si chiamanaeadici spurie(o parassite.

@ Perhfissato e al crescere dj vogliamo che i termini spuri rimangano picco
rispetto al termine principale

Stabilita relativa

| A\

Un metodo é detteelativamente stabilper un datol h € C se le radici del
polinomio di stabilita verificano le condizioni seguenti

NAR)| <|riAh)]  i=2,... .k

dover;(Ah) € la radice principale

o
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Nozioni fondamentali
ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

k
@ Consideriamo un metodz Qjunih = h¥(Xn; Unpk, - - ., Un; h; T) applicato al
j:

problemay (x) = Ay(x) cony(0) =yo e R&A) <0
@ Sianori(Ah),i=1,... kle radici del polinomio di stabilit&l(r)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

k
@ Consideriamo un metodz Qjunih = h¥(Xn; Unpk, - - ., Un; h; T) applicato al
=
problemay (x) = Ay(x) cony(0) =yo e R&A) <0
@ Sianori(Ah),i=1,... kle radici del polinomio di stabilit&l(r)
Zero stabilita
r(0)) <1 i=1,...k
selr(0)]=1 = p/(r(0)) #0

Convergenza < . Consistenza )
condizione necessarigi(0) = 1 ovvero " o aj =0
Dati iniziali
rI]imoun:yo n=0,....k—1
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Stabilita: riepilogo

Dato un metodo consistente abbiamo:

A-stabilita
vh>0 [ri(Ah)|<1 i=1,....k

U

Stabilita assoluta

Jhp >0taleché&/O<h<hy [ri(Ah)|<1 i=1...,k
U
Stabilita forte
ri(0)=1eijri(Ah)|<1 i=2,...,k

U

Stabilita relativa

[ri(Ah)| <|ri(Ah)] i=2,....k

U

Zero stabilita
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etodi di

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Adams

o L'ampiezza delle regioni di assoluta stabilita per i mewidhdams diminuisce
al crescere del numero di passi

o | metodi impliciti hanno un intervallo di stabilita piu angpdi quelli espliciti

o | metodi di Crank-Nicholson e di Eulero all'indietro soAestabili=- Per
Re(A) < 0 sono assolutamente incondizionatamente stabili, cistalzilita &
assicurata indipendentemente dal pdsso
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nentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Adams

o L'ampiezza delle regioni di assoluta stabilita per i meidhdams diminuisce
al crescere del numero di passi

o | metodi impliciti hanno un intervallo di stabilita piu angpdi quelli espliciti
o | metodi di Crank-Nicholson e di Eulero all'indietro soAestabili= Per

Re(A) < 0 sono assolutamente incondizionatamente stabili, cistalzilita &
assicurata indipendentemente dal pdsso

Regioni di assoluta stabilita: metodi BDF
@ Non si possono definire metodi BDF zero-stabili con piu di §spa
o |l metodo BDF zero-stabile a 2 passiéstabile
o | metodi BDF zero-stabili a 3, 4, 5 e 6 passi sdhgtabili

| A\

\
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Nozioni fondamentali

ione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
etodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Adams

o L'ampiezza delle regioni di assoluta stabilita per i meidhdams diminuisce
al crescere del numero di passi

o | metodi impliciti hanno un intervallo di stabilita pit antpdi quelli espliciti
o | metodi di Crank-Nicholson e di Eulero all'indietro soAestabili= Per

Re(A) < 0 sono assolutamente incondizionatamente stabili, cistalzilita &
assicurata indipendentemente dal pdsso

@ Non si possono definire metodi BDF zero-stabili con piu di §spa
o |l metodo BDF zero-stabile a 2 passiéstabile
o | metodi BDF zero-stabili a 3, 4, 5 e 6 passi sdhgtabili

Regioni di assoluta stabilita: metodi predittore-conmgt

Non si puo sapere a priori le proprieta di stabilita di un rdetpredittore-correttore
soltanto con la conoscenza della stabilita dei metodi clteopongono
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Nozioni fondamentali
e e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Runge-Kutta

@ Un metodo di Runge-Kuttagstadi si scrive come

s
Unt1=Un+h Z)bi Ki
=

S
Ki :f(xn+cih,un+hzoainj) i=1...,s
=
che, applicato al problema modelfdx) = Ay(x) diventa

S

Uny1=Un+h Z}bi Ki
i=
S

Ki=A(un+h gK;j) i=1,...,s
2
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nentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Runge-Kutta

@ Introducendo i vettorb = (by,...,bs)T, K = (Kg,...,Kg)Tel=(1,...,1)T, il
sistema precedente si scrive come

Unt1 = Un+hbTK
K=A (Un1+ hAK)
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nentali
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Runge-Kutta

@ Introducendo i vettorb = (by,...,bs)T, K = (Kg,...,Kg)Tel=(1,...,1)T, il
sistema precedente si scrive come

Uni1 = Up+ hbTK K =Aup(l —AhA) 11
K = A (unl+hAK) Uns1 = Un[1+AhbT(1 —AhA)~11]
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ondamentali
S azione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Runge-Kutta

@ Introducendo i vettorb = (by,...,bs)T, K = (Kg,...,Kg)Tel=(1,...,1)T, il
sistema precedente si scrive come

Uni1 = Up+ hbTK K =Aup(l —AhA) 11
K = A (unl+hAK) Uns1 = Un[1+AhbT(1 —AhA)~11]
@ Percio abbiamo
Unp1 = [1-+AhbT(I — AhA) ~'1]u, = R(Ah)u,

doveR(Ah) & chiamatdunzione di stabilita

o |l metodo di Runge-Kutta & percio & assolutamente stabitessdo se
IR(Ah)| <1
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tal
metodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Regioni di assoluta stabilita: metodi di Runge-Kutta

o In generalR(Ah) = doveP(A h) e Q(Ah) sono polinomi algebrici a
coefficienti reali di grade; S
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Regioni di assoluta stabilita: metodi di Runge-Kutta

o In generalR(Ah) = % doveP(Ah) e Q(Ah) sono polinomi algebrici a
coefficienti reali di grade< s
o Nel caso di un metodo esplicit®(A h) & costante=> R(Ah) & un polinomio.
o Seil metodo e diordinp<s
(Ah)? (Ah)P

R(Ah):1+Ah+T+-~-+T+0((Ah)P+1)

o Per i metodi di Runge-Kutta espliciti tali chge= s (soltano pes < 4)

2 p
R(Ah):1+)«h+@+m+%
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Metodi di R
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt

Esempio: metodi di Runge-Kutta impliciti A-stabili

e 1
@ Eulero allindietro:R(Ah) = TR
1— Ah
@ Crank-NicholsonR(Ah) = —%
1+2n
14 An, (An?2
e Gauss-Legendré®(Ah) = +/\2h+ ()\lhz)Z
1-5+74
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Nozioni fondamentali
zzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Sistemi di ODE

@ SianoF: RxR"— R", y: R — R" e consideriamo il problema di Cauchy npn

lineare
{ y'(x) = F(x,y(x))
y(X0) = Yo

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Sistemi di ODE

@ SianoF: RxR"— R", y: R — R" e consideriamo il problema di Cauchy npn
lineare
{ y'(X) =F(xy(x)
y(Xo) = Yo

o Per studiare la stabilita di un metodo numerico applicatitama
differenziale precedente, facciamo una linearizzazioniintorno dix

V0 = FRYR) + I iy 0+ ey (Y0 ~Y(R)
oF _ oF oF
= oy @Y M+ [FEYR)+ 3ol zy) =R = ey D)
—_———
A b(x)
= Ay(X) + b(x)

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Sistemi di ODE

@ SianoF: RxR"— R", y: R — R" e consideriamo il problema di Cauchy npn
lineare
{ y'(X) =F(xy(x)
y(Xo) = Yo

o Per studiare la stabilita di un metodo numerico applicatitama
differenziale precedente, facciamo una linearizzazioniintorno dix

V0 = FRYR) + I iy 0+ ey (Y0 ~Y(R)
oF _ oF oF
= oy @Y M+ [FEYR)+ 3ol zy) =R = ey D)
—_———
A b(x)
= Ay(X) + b(x)

o Si studia la stabilita del metodo numerico applicato al fotay’(x) = Ay(X)
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

o Se la matricéd han autovalori distinti);, la soluzione dy’(x) = Ay(x) si

scrive come .

wngg@m

doveV = (vy,...,vn)" & la matrice degli autovettori e i coefficientisono
determinati dalle condizioni iniziali

o La matriceA si puo fattorizzare com& = VAV, in cuiA & la matrice
diagonale formata dagli autovala;

y'(X) = Ay(X) = VAV 1y(x)

@ Facendo il cambio di variabilg(x) = V~1y(x) otteniamaz'(x) = Az ovvero
(essendad\ una matrice diagonale) un sistemandiquazioni differenziali

lineari scalari
{ Z{(X):)\iZi(X) |:17

Zi(XO):ZiO ..,N
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Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Problemi “stiff”

o Si parla di sistemi stiff quando si ha a che fare con un sist&i@DE che
descrive un sistema fisico caratterizzate da velocitateaistiche molto
differenti tra loro

@ Non esiste una definizione univoca. Alcuni autori danno wfanzione basat
sulle difficolta incontrate nell'implementazione numéac
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Nozioni fondamentali
0 metodi di sviluppo in serie di Taylor
etodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri etodi a piti passi

Problemi “stiff”

o Si parla di sistemi stiff quando si ha a che fare con un sist&i@DE che
descrive un sistema fisico caratterizzate da velocitateaistiche molto
differenti tra loro

@ Non esiste una definizione univoca. Alcuni autori danno wefandzione basata
sulle difficolta incontrate nell'implementazione numéac

>

Definizione di “problemastiff’

Un sistema di ODE étiff se, quando approssimato da uno schema numerico
caratterizzato da una regione di stabilita assoluta di dgieme finita, si deve
comungue scegliere un passo di discretizzazione eccassida piccolo rispetto
alla regolarita della soluzione esatta
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Metodi di Runge-Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireari Metodi a pit passi

Problemi “stiff”

o Si parla di sistemi stiff quando si ha a che fare con un sist&i@DE che
descrive un sistema fisico caratterizzate da velocitateaistiche molto
differenti tra loro

@ Non esiste una definizione univoca. Alcuni autori danno wefandzione basata
sulle difficolta incontrate nell'implementazione numéac

o

Definizione di “problemastiff’

Un sistema di ODE étiff se, quando approssimato da uno schema numerico
caratterizzato da una regione di stabilita assoluta di dgioee finita, si deve
comungue scegliere un passo di discretizzazione eccassida piccolo rispetto
alla regolarita della soluzione esatta

@ | metodi condizionatamente assolutamente stabili non appoopriati per
I'approssimazione dei problersiiff

o | metodi devono essere almeflestabili 0 A-stabili, ma spesso queste
proprieta non bastane- Si introduce il concetto di-stabilita
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Problemistiff

@ Cosideriamo il sistemy (x) = Ay(x) + b(x) la cui soluzione si puo scrivere
come

y() = _iqe”‘xvi +()

>
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
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Problemistiff

@ Cosideriamo il sistemy (x) = Ay(x) + b(x) la cui soluzione si puo scrivere
come

y() = _iqe”‘xvi +()

o Se RéA) <0,i=1,...,nalloray(x) tende alla soluzione particolaggx)
guandax — oo

o ¢ (x) puo essere interpretata come la componente “stazionadatrel’altro
termine corrisponde alla componente “transitoria” detliusione

o
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor
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Problemistiff

@ Cosideriamo il sistemy (x) = Ay(x) + b(x) la cui soluzione si puo scrivere
come

y() = _iqe”‘xvi +()

o Se RéA) <0,i=1,...,nalloray(x) tende alla soluzione particolaggx)
guandax — oo

o ¢ (x) puo essere interpretata come la componente “stazionadatrel’altro
termine corrisponde alla componente “transitoria” detliusione

@ Se utilizziamo un metodo condizionatamente assolutanstaitde la
limitazione del passb dipende dall’autovalore di modulo massimo. D’altra;
parte, I'intervallo di “tempo” durante il quale la corrispdente soluzione dara
un contributo significativo e piccolo

@ Se siamo interessati alla soluzione stazionaria (ovvera geandi), il metodo

scelto non é efficiente in quanto deve utilizzare un passmfo@er poter
descrivere una componente della soluzione chexgeandi svanisce

o
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ali
etodi di sviluppo in serie di Taylor

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri

Problemistiff

@ Se sivuole arrivare alla soluzione stazionaria, occored@&ltomponente
transitoria decada rapidamente
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Nozioni fondamentali
Discretizzazione e metodi di sviluppo in serie di Taylor

Metodi di Runge-Kutta
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Problemistiff

@ Se sivuole arrivare alla soluzione stazionaria, occored@&ltomponente
transitoria decada rapidamente

o Un metodoA-stabile assicura ch&®(Ah)| < 1 anche pefRe(Ah)| grande.
Perod niente impedisce chig(Ah)| < 1. Per esempio con il metodo di
Crank-Nicholson abbiamo che

_Ah
li R(Ah)|= i 2 | _1q
Re(A :‘Ir;-lﬂfoo| ( )| Re(A :‘Iq-]ﬂfoo 1— )‘_Zh

L-stabilita
Un metodo di Runge-Kuttale-stabile se é\-stabile ed inoltre verifica la condizione

| \

li R(Ah)| =
Re()\:‘lr;-lﬂfoo| ( )| 0

\
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Metodi di Runc
Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pit passi

Esempi di metodA-stabili ma nori_-stabili

@ Metodo di Crank-Nicholson
@ Metodo di Gauss-Legendre
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ne e metodi di sviluppo in serie di Taylor
Kutta

Risoluzione numerica di Equazioni Differenziali Ordireri Metodi a pitt p555|

Esempi di metodL-stabili

@ Metodo di Eulero all'indietro
@ Metodo di Radau IIA (di ordine 5), definito da
4—/6 88716 296-169y6 —1+3V6
10 360 1800 225
446 | 296-169/6 88-76 ~1-3V6
10 1800 360 225
1 166 16+V6 i
36 36 9
166 16+16 i
36 36 9
con 2 1 2
1+ 2Ah+55(Ah
R(Ah) = 5 S 3 202( 2 5
1-2Ah+55(Ah)2 —z5(Ah)

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



