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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi

o La matrice del sistema non viene modificatamigliore sfruttamento della
sparsita

@ Soluzione come limite di una successieaesi pone il problema della
convergenzge anche dellaelocita di convergenja

o Per matrici pien@(n?) operazioni ogni iterazione> metodi iterativi meno
costosi dei metodi diretti se si ottiene la convergenza inwmero di
iterazioni che dipende dain modo sublineare

o Possibilita di utilizzare approcaonatrix-free

o | metodi iterativi si possono applicare anche alla risaugi di sistemi
non-lineari
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Principio dei metodi iterativi

Data una stima inizialg(® della soluzione del problema, si costruisce una
successione di vettoxi®) che verifica la proprieta dionvergenza

lim x®¥ = x

k—s 00
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Principio dei metodi iterativi

Data una stima inizialg(® della soluzione del problema, si costruisce una
successione di vettoxi®) che verifica la proprieta dionvergenza

lim x®¥ = x

—>00

Il metodo iterativo puo essere scritto nella forma
XD = ¢ (x0T AB) per k>m

doved, ex©@, ... x(M sono rispettivamente funzioni e vettori dati.
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Principio dei metodi iterativi

Data una stima inizialg(® della soluzione del problema, si costruisce una
successione di vettoxi®) che verifica la proprieta dionvergenza

lim x®¥ = x

—>00

Il metodo iterativo puo essere scritto nella forma
XD = ¢ (x0T AB) per k>m

doved, ex©@, ... x(M sono rispettivamente funzioni e vettori dati.
@ m e chiamatardine del metodo

o se le funzionip, non dipendono dal pas$il metodo € dettstazionariq
altrimentinon-stazionario

e se le funzionip, dipendono linearmente dai vettot ..., x(™ il metodo &
chiamatdineare, altrimentinon-lineare
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Consistenza con il sistema lineare

SiaB € R™" (matrice di iteraziong 1l metodo iterativo lineare
X641 — Byl f
e detto essereonsistenteon il sistema lineardx = b se
X =Bx+f

0, equivalentemente

f=(1-BA b
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Consistenza con il sistema lineare

SiaB € R™" (matrice di iteraziong 1l metodo iterativo lineare
X641 — Byl f
e detto essereonsistenteon il sistema lineardx = b se
X =Bx+f

0, equivalentemente

f=(1-BA b

La sola consistenza non é sufficiente per la convergenza
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Consistenza con il sistema lineare

SiaB € R™" (matrice di iteraziong 1l metodo iterativo lineare
x*k+D — x4 f
e detto essereonsistenteon il sistema lineardx = b se
X =Bx+f

0, equivalentemente

f=(0-BA b

La sola consistenza non é sufficiente per la convergenza

Convergenza di un metodo iterativo consistente

La sequenza di vettoxi® converge alla soluzionedel sistema linear@&x = b per
qualsiasi scelta di(”) se e solo s@p(B) < 1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

@ Scegliere due matrid? e N talicheA=P—N

v,
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

@ Scegliere due matrid? e N talicheA=P—N

o P (matrice di precondizionamentdeve essere non singolare e “facilmente’
invertibile

v,
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

@ Scegliere due matrid? e N talicheA=P—N

o P (matrice di precondizionamentdeve essere non singolare e “facilmente’
invertibile

o Datox(@, un metodo iterativo lineare e consistente si scrive come

PxktD —Nx® b k>0

v,
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

@ Scegliere due matrid? e N talicheA=P—N

o P (matrice di precondizionamentdeve essere non singolare e “facilmente’
invertibile

o Datox(?, un metodo iterativo lineare e consistente si scrive come
PxHD —Nx® +b k>0
ovvero, introducendo ilesiduoal passd
r® —p_ ax®

Si ottiene
x(k+1) — 50 4 p-1p (K

v,
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

@ Scegliere due matrid? e N talicheA=P—N

o P (matrice di precondizionamentdeve essere non singolare e “facilmente’
invertibile

o Datox(?, un metodo iterativo lineare e consistente si scrive come
PxHD —Nx® +b k>0
ovvero, introducendo ilesiduoal passd
r® —p_ ax®
si ottiene

w0 _ (9 p-1p(K)

o La matrice di iterazione B = P~IN
o f=P1p




Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

@ ScriviamoA=D—-E—-F

o D e la matrice diagonale uguale agli elementi diagona#i,d siaD invertibile
(ovverodi = a; ZOperi=1,...,n)

o E éla matrice di element; = —a; sei >j,gj =0sei <j

o F e lamatrice di elementj = —a; sej > i, fj =0 sej <i
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

@ ScriviamoA=D—-E—-F
o D e la matrice diagonale uguale agli elementi diagona#i,d siaD invertibile
(ovverodi = a; ZOperi=1,...,n)
o E éla matrice di element; = —a; sei >j,gj =0sei <j
o F e lamatrice di elementj = —a; sej > i, fj =0 sej <i
a1 &2 ... QA a1 0
a1 ap ... ax a2
= e
8 @2 ... @m 0 ann
A D
0 O 0 ap ... ain
azq 0 0
+
: - - an-1
At ... ap-1 O 0 0
—E _F
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

PxkD —Nx® +b  dove A=P—N j

Metodo di JacobiP=DeN=E+F

Dx(k+D) — (E+ F)X(k) +b oVVero XD — x (K 4 p=1p(K)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi iterativi lineari

PxkD —Nx® +b  dove A=P—N j

Metodo di JacobiP=DeN=E+F

Dx*D = (E+F)x® +b  owero x*D =x® D=1 ®

9 (D_l)ii = d_ll,
@ By=DY{E+F)=1-D'A
o Equivale a

(kD) _ ( .
aijj g > con i=1,...,n
A zi X‘ le-i-l Xl
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Metodi iterativi lineari

PxkD —Nx® b  dove A=P—N )

Metodo di Gauss-SeideP =D -EeN=F

D—-Ex®D=—fx®1b  owero x&Y=x®_D-E) "k
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Metodi iterativi lineari

Px& D —Nx® +bh  dove A=P—N J

Metodo di Gauss-SeideP =D -EeN=F

D—-Ex®D=—fx®1b  owero x&Y=x®_D-E) "k

o (D —E) e la parte triangolare inferiore di(invertibile perché gli elementi
diagonali non sono nulli)

@ Bgs=(D-E)"'F
o Equivale a

n
Xl(k+1 ( Z\a” J|<+1 aij)(,‘<k>) con i=1,...,n
=I1+1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di rilassamento

Si introduce nei metodi precedentpihirametro di rilassamenta da scegliere
opportunamente

Metodo di Jacobi

| A\

xk ) _ 30 p-1p(k

o By=1-D1A
o Equivale a

n
(k+1) _ (K) :
X; < aj X ajjX: > con i=1,...,n
Z 2 %%

-
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di rilassamento

Si introduce nei metodi precedentpihirametro di rilassamenta da scegliere
opportunamente

-

Metodo di Jacobi con rilassamento (JOR)

x*kD = x40 4 D=1k

@ By, =wB;+(1-w)l=1-wD A
o Equivale a
n
kaJrl <b. Zia” ‘ij(k)> -k cu)xi(k> con i=1...,n

@ Consistente per ogmd # 0 (w = 1 metodo di Jacobi)

-
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di Gauss-Seidel

XD —x® 4 ( p_E) ¥

@ Bgs=(D-E)F

o Equivale a
1 i—1 n .
WY = o (b a5 ) con i=1...,n
i & =71
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di Gauss-Seidel con rilassamento (SOR)

) = x® 1 (2D - E) ¥

@ Bgg, =(2D—E)"[(3 —1)D+F]
o Equivale a

i—1 n
xi(k“) —= (bi -> ainj(k+l) — aijxj(k)) +(1- a))xi<k> con i=1,...,n
g =1 =71

@ Consistente per ogmd # 0 (w = 1 metodo di Gauss-Seidel)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Alcuni risultati di convergenza

@ SeA e strettamente diagonale dominante per righe, i metodiodinla
Gauss-Seidel sono convergenti

@ SeA é simmetrica e definita positiva, il metodo JOR & convergeoite
0<w<2/p(D7A)

@ Se il metodo di Jacobi e convergente, allora il metodo JORearge per
O<w<1

o Per ogniw € R si hap(Bgs,) > |w— 1|; perciod il metodo SOR non converge
sew<0ow>2

o (Teorema di Ostrowski) SeA é simmetrica e definita positiva, allora il
metodo SOR converge se e solo se @ < 2. Inoltre, la sua convergenza é
monotona rispetto af||a (ovvero||x+1 —x||a < [|[x®) —x||a)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi di Richardson

Il metodo iterativax**1) = x(K) 4 P~1rk pug essere generalizzato da

xkD — x0 L P~k con axeR
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi di Richardson

Il metodo iterativax**1) = x(K) 4 P~1rk pug essere generalizzato da

xkD — x0 L P~k con axeR

o La matrice di iterazione R(ay) = | — axP~A
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi di Richardson

Il metodo iterativax**1) = x(K) 4 P~1rk pug essere generalizzato da

xkD — x0 L P~k con axeR

o La matrice di iterazione R(ay) = | — axP~A
@ Seay = a = metodo di Richardson stazionario
o | metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono metodi di Richardemionari
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi di Richardson

Il metodo iterativax**1) = x(K) 4 P~1rk pug essere generalizzato da

xkD — x0 L P~k con axeR

o La matrice di iterazione R(ay) = | — axP~A
@ Seay = a = metodo di Richardson stazionario
o | metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono metodi di Richardsmiosari

Algoritmo per il metodo di Richardson

@ xX soluzione approssimata al pagso

@ Calcolo del residuo: r® =b—Ax®

@ Soluzione del sistema linearePz® = r

@ Calcolo del parametro di acceleraziome

© Aggionamento della soluzione al pagse 1:  xk+D = x® 4 g z¥

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi di Richardson

Il metodo iterativax**1) = x(K) 4 P~1rk pug essere generalizzato da

xkD — x0 L P~k con axeR

o La matrice di iterazione R(ay) = | — axP~A
@ Seay = a = metodo di Richardson stazionario
o | metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono metodi di Richardsmiosari

Algoritmo per il metodo di Richardson

@ xX soluzione approssimata al pagso

@ Calcolo del residuo: r® =pb—Ax®

@ Soluzione del sistema linearePz* = r®

Q@ Calcolo del parametro di acceleraziome

© Aggionamento della soluzione al pagse 1:  xk+D = x® 4 g z¥

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo di Richardson: analisi di convergenza

Per ogni matrice invertibil®, il metodo di Richardson stazionario &€ convergente s
e solo se

2 Re);
alAil?

dove; € C sono gli autovalori dP~2A.

>1 Vi=1,....n

°
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

Metodo di Richardson: analisi di convergenza

Per ogni matrice invertibil®, il metodo di Richardson stazionario &€ convergente s

e solo se
2 Re);

—>1 Vi=1....
aa? ~ ’

,Nn

dove; € C sono gli autovalori dP~2A.

SeP~A ha autovalori reali e positivi, allora il metodo di Richandsstazionario &
convergente se e solo se

2
O<a<—
)\max

inoltre, il raggio spettrale della matrice di iterazidne aP~1A & minimo per

2

Oopt=—= ————F——
R )\min+)\max

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Scelta della matrice di precondizionameRto

@ Il metodo di Richardson non specifica come scegliees in generale
@ Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimdl P
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Scelta della matrice di precondizionameRto

@ Il metodo di Richardson non specifica come scegliees in generale
@ Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimdl P

@ Scegliendd® = A si ha convergenzain una iterazione (ma l'obiettivo & prpri
risolvereAx = b)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Scelta della matrice di precondizionameRto

@ Il metodo di Richardson non specifica come scegliees in generaler
@ Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimdl P

@ Scegliendd® = A si ha convergenzain una iterazione (ma l'obiettivo & prpri
risolvereAx = b)

o In pratica, si cercano matrici di precondizioname®tali cheP~ 1A~ | dove
P é facilmente invertibile
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Scelta della matrice di precondizionameRto

]

Il metodo di Richardson non specifica come sceglieeg in generalery
Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimdl P

Scegliendd® = A si ha convergenza in una iterazione (ma I'obiettivo & prpri
risolvereAx = b)

In pratica, si cercano matrici di precondizionameRtali cheP~ 1A~ | dove
P é facilmente invertibile

Diverse strategie per la scelta (e il calcoloPdi

o Matrice di precondizionamento diagonale (analoga a quskda nel metodo di
Jacobi)

¢ Fattorizzazione LU Incompleta (ILU)

o Precondizionatori polinomiali (polinomiale di Neumanmitimi quadrati”,...)

©

©

©

©

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Scelta della matrice di precondizionameRto

]

Il metodo di Richardson non specifica come sceglieeg in generalery
Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimdl P

Scegliendd® = A si ha convergenza in una iterazione (ma I'obiettivo & prpri
risolvereAx = b)

In pratica, si cercano matrici di precondizionameRtali cheP~ 1A~ | dove
P é facilmente invertibile
Diverse strategie per la scelta (e il calcoloPdi
o Matrice di precondizionamento diagonale (analoga a quskda nel metodo di
Jacobi)
e Fattorizzazione LU Incompleta (ILU)
o Precondizionatori polinomiali (polinomiale di Neumanmitimi quadrati”,...)

©

©

©

©

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Fattorizzazione 1LUg)

ILU(0)
@ SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiedevbping

@ Si costruiscono due matrititriangolare inferiore & triangolare superiore
tali che:

o L eU abbiano la stessa struttura di sparsit®di E e D — F
o (LU)j = ajj seq; #0
@ = Stessa quantita di memoria necessariafpgressun fill-in)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Fattorizzazione 1LUg)

ILU(0)
@ SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiedevbping

@ Si costruiscono due matrititriangolare inferiore & triangolare superiore
tali che:

o L eU abbiano la stessa struttura di sparsit®di E e D — F

o (LO)jj = aj sea; #0
@ = Stessa quantita di memoria necessariafpgressun fill-in)
o Permettendo il fill-in si ha una fattorizzazioneAlpit accurata

o Per esempio si pud considerare la fattorizzazione ILU(0deatriceL U =
ILU(1) e cosi via=- ILU(p)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Fattorizzazione 1LUg)

ILU(0)
@ SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiedevbping

@ Si costruiscono due matrititriangolare inferiore & triangolare superiore
tali che:

o L eU abbiano la stessa struttura di sparsit®di E e D — F

o (LO)jj = aj sea; #0
@ = Stessa quantita di memoria necessariafpgressun fill-in)
o Permettendo il fill-in si ha una fattorizzazioneAlpit accurata

o Per esempio si pud considerare la fattorizzazione ILU(0deatriceL U =
ILU(1) e cosi via=- ILU(p)

o L'esistenza della fattorizzazione ILU non & garantita pitetle matrici
invertibili = Esistenza per matrici a diagonale dominaMematrici, . ..
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Fattorizzazione 1LUg)

ILU(0)
@ SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiedevbping

@ Si costruiscono due matrititriangolare inferiore & triangolare superiore
tali che:

o L eU abbiano la stessa struttura di sparsit®di E e D — F

o (LO)jj = aj sea; #0
@ = Stessa quantita di memoria necessariafpgressun fill-in)
o Permettendo il fill-in si ha una fattorizzazioneAlpit accurata

o Per esempio si pud considerare la fattorizzazione ILU(0deatriceL U =
ILU(1) e cosi via=- ILU(p)

o L'esistenza della fattorizzazione ILU non & garantita pitetle matrici
invertibili = Esistenza per matrici a diagonale dominaMematrici, . ..

o Esistono varianti per la riduzione del fill-in (ILUT, MILU,.)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o SiaA simmetrica e definita positiva e sty) = %yTAy —y'b

9 X é soluzione dAX =b < ®(x) = m]ggn d(y)
yeRn
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o SiaA simmetrica e definita positiva e sty) = %yTAy —y'b

9 X é soluzione dAX =b < ®(x) = m]ggn d(y)
yeRn

Domanda

Come determinare € R" che minimizzad(y), partendo da un puntd®?
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o SiaA simmetrica e definita positiva e sty) = %yTAy —y'b

9 X é soluzione dAX =b < ®(x) = m]ggn d(y)
yeRn

Domanda

Come determinare € R" che minimizzad(y), partendo da un puntd®?

Metodo del gradiente (o Steepest Descent)

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o SiaA simmetrica e definita positiva e sty) = %yTAy —y'b

9 X é soluzione dAX =b < ®(x) = m]%n d(y)
yeRn

Domanda

Come determinare € R" che minimizzad(y), partendo da un puntd®?

Metodo del gradiente (o Steepest Descent)
@ Si calcola la direzione di massima pendenza (locale):

0o(x¥) = Ax _p = _r®

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o SiaA simmetrica e definita positiva e sty) = %yTAy —y'b

9 X é soluzione dAX =b < ®(x) = m]%n d(y)
yeRn

Domanda

Come determinare € R" che minimizzad(y), partendo da un puntd®?

Metodo del gradiente (o Steepest Descent)
@ Si calcola la direzione di massima pendenza (locale):

0o(x¥) = Ax _p = _r®

@ Sicerca un minimo di lungo la direzione® + oy r ¥ = differenziando
o (x*)) = d(x® 4 ayr W) rispetto adoy ed uguagliando a zero si ha:
<r(k), r(k)>

= 10, ARy

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del gradiente: algoritmo

Datox@ € R", perk=0,1,...
@ r —p_ A

IRCCRLCE
9 =TT Arm)

Q x(k+1) — x(K) + onr (k)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del gradiente: algoritmo

Datox@ € R", perk=0,1,...
@ r —p_ A

IRCCRLCE
9 =TT Arm)

Q x(k+1) — x(K) + onr (k)

Metodo del gradiente: convergenza

SiaA una matrice simmetrica e definita positiva. Allora il metat#d gradiente &
convergente per ogni scelta del dato iniziel® e

Ko(A) — 1
(kt1)), <« D2V 7 2 (k)
I Va < 2R la
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del gradiente: algoritmo

Datox©@ € R", perk=0,1,...
@ r® —p_Ax®

RCCRLN
9 =TT Arm)

Q x(k+1) — x(K) + Okr (k)

Metodo del gradiente: convergenza

SiaA una matrice simmetrica e definita positiva. Allora il metatdd gradiente &
convergente per ogni scelta del dato iniziel® e

Ko (A 1
e < KB =1

) KA -1
lla < Ko(A)+1

o |l metodo del gradiente puo essere abbastanza lerkg(#¢ = %ﬁ: e grandej
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

e Metodo del gradientes Scelta di una direzione di discega®(x¥) = —r (k)
-+ minimizzazione lungo quella direzione
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

e Metodo del gradientes Scelta di una direzione di discega®(x¥) = —r (k)
-+ minimizzazione lungo quella direzione

@ Possibili altre scelte per la direzione di discesa
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

e Metodo del gradientes Scelta di una direzione di discega®(x¥) = —r (k)
-+ minimizzazione lungo quella direzione

@ Possibili altre scelte per la direzione di discesa

Ottimalita rispetto ad una direzione

Una direzionex®) & detta esserattimalerispetto ad una direziore 0 se

oxW)y<ox®+Ap)  VAeR
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

e Metodo del gradientes Scelta di una direzione di discega®(x¥) = —r (k)
-+ minimizzazione lungo quella direzione

@ Possibili altre scelte per la direzione di discesa

Ottimalita rispetto ad una direzione

Una direzionex®) & detta esserattimalerispetto ad una direziore 0 se

oxW)y<ox®+Ap)  VAeR

o Sex( & ottimale rispetto @ allorad® ammette un minimo locale lungoper

A =0, e quindi
o0
=~ (x® = (S
0= 229+ 2p)| = [(p.(AM —b)+A(p,AR)|
:_<par<k)>

v
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

e Metodo del gradientes Scelta di una direzione di discega®(x¥) = —r (k)
-+ minimizzazione lungo quella direzione

@ Possibili altre scelte per la direzione di discesa

Ottimalita rispetto ad una direzione

Una direzionex®) & detta esserattimalerispetto ad una direziore 0 se

oxW)y<ox®+Ap)  VAeR

o Sex( & ottimale rispetto @ allorad® ammette un minimo locale lungoper

A =0, e quindi
o0
=~ (x® = (S
0= 229+ 2p)| = [(p.(AM —b)+A(p,AR)|
:_<par<k)>

o x( & ottimale rispetto @ < p & ortogonale al residug®

v
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o Nel metodo del gradienték+?) & ottimale rispetto ak) (ovveror k1) 1 (k)
), infatti

K (k)
bl ) ]
(b—A|x +<r(k),Ar(k)>r , P
® K
) oy AP K
(r',r <r<k>,Ar<k>><Ar )
— <r<k>7r(k)>_ <r(k) r(k)>
~-0
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o Nel metodo del gradienték+?) & ottimale rispetto ak) (ovveror k1) 1 (k)
), infatti

K (K
bl ) ]
(b—Ax"™ 4+ (r(k>,Ar(k)>r , P

K (K <r(k),r<k>> K (K
(r ry _ 10 ALY (Ar®) )y

— <r<k>7r(k)> _ <r(k)7r(k)>
0

o Laiterata successivd“"? non & piu ottimale rispetto &*)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

o Nel metodo del gradienték+?) & ottimale rispetto ak) (ovveror k1) 1 (k)
), infatti

<r(k+1)7r(k)> _ <b—Ax(k+1),r(")>
(

K K

b Al ) o] w

(b—A|x +<r(k),Ar(k)>r AR
0 (K

) oy AP K

(r',r <r<k),Ar<k)><Ar )

— <r(k)7r(k)> _ <r(k)7r(k)>
0

o Laiterata successivd“"? non & piu ottimale rispetto &*)

-

Domanda
Esiste una direzione di discesa che mantiene I'ottimaétéedterate?
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizione di ottimalita delle iterate

o Siax*D = xK 4 q e siap ottimale rispetto a¥

>
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Condizione di ottimalita delle iterate

o Siax*D = xK 4 q e siap ottimale rispetto a¥

o Imponiamo chek+1) sia ottimale rispetto p e cerchiamo quale condizione
dobbiamo avere sg

o
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizione di ottimalita delle iterate

o Siax*D = xK 4 q e siap ottimale rispetto a¥

o Imponiamo chek+1) sia ottimale rispetto p e cerchiamo quale condizione
dobbiamo avere sg

o = Per mantenere ['ottimalita tra iterate successive, lezébre di discesa
devono essere mutualmem{eortogonali(o A-coniugatg, ovvero

(Ag,p) =p'Aq=0

o
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Metodi iterativi

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Costruzione delle direzioi-coniugate

o Siap@ =r(, e cerchiamo le direziom-coniugate della forma
ptD) (1) _ g (k)
confx € R da determinare e tali che

(Ap*kY pily—0  per j=0,...,k
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Costruzione delle direzioi-coniugate

e Siap©® =r(®, e cerchiamo le direziom-coniugate della forma
ptD) (1) _ g (k)
confx € R da determinare e tali che
(Ap*HD ply =0 per j=0,...,k

(Ap®,r (D)

o La condiziong/Ap+Y pk)) =0 ci daf = “(Ap® p®)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Costruzione delle direzioi-coniugate

o Siap@ =r(, e cerchiamo le direziom-coniugate della forma

p(k+1) — (D) _ ka(k)
confx € R da determinare e tali che
(Ap*t plhy =0  per j=0,... k

(Ap(k), r(k+1)>
(Ap®), p(k))

(Ap, r (k1))
(Ap®, p®) *

o La condiziong/Ap®*tD pK) =0 cidap =

@ Perinduzione si dimostra che, sceglieriio= le direzioni

p©. ... p® sono mutualmenta-coniugate
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

Direzioni di discesa\-coniugate+ parametro di acceleraziowg (come nel
metodo di gradiente)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

Direzioni di discesa\-coniugate+ parametro di acceleraziowg (come nel
metodo di gradiente)

| \

Algoritmo

Datox©, siar(@ = b — Ax(® e p© . Perk=0,.
(p*,r > _ |Ir ™12

(pX,Apk) — (pk, Apk)

Q@ xkt) = x4 g p®)

@ rktD) _ r _ g Ap®

O B— (Ap®), r(kt1)) _ [|r kD)2

(Ap®,p) |Ir (1[5

@ plk+D = (k+D) _ g (K

Q o=
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

SiaA € R™" una matrice simmetrica e definita positiva. Qualsiasi metdte

utilizzi le direzioni coniugate per risolve& = b termina al massimo dopopassi,
fornendo la soluzione esatta.
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

SiaA € R™" una matrice simmetrica e definita positiva. Qualsiasi metdte
utilizzi le direzioni coniugate per risolve& = b termina al massimo dopopassi,
fornendo la soluzione esatta.

o

Convergenza per il metodo del Gradiente Coniugato

SiaA € R™" una matrice simmetrica e definita positiva. |l metodo deldBrate
Coniugato converge al massimoripassi, ed inoltre I'errore alle-esima iterazione
e® (conk < n) & ortogonale @1 perj=0,....k—1e

PCs VK2(A) -1
||e(k)||A§ 02k||e(0)||A con c= Y 2(A)
1+c VK2(A) +1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del Gradiente Coniugato Precondizionato (PCG

Invece di risolverédx = b si risolvePAx = Pb conP simmetrica e definita positiv
(e facilmente invertibile) T
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodo del Gradiente Coniugato Precondizionato (PCG

Invece di risolverédx = b si risolvePAx = Pb conP simmetrica e definita positiv
(e facilmente invertibile) j

Datox©, siar(@ =b — Ax(®, 20 = p~1; (0 gp© . Perk=0,.
<pk,rk>

Q ax=
(pk, Ap¥)

Q x(k+1) — x(K) +akp(k)

Q rktl) =k _ g, ApK

9 z(k+1) — p—1p(k+1)
Ap(K)_ Zz(kt1)y

O A= (Ap®), p(k)y

Q plktl) — Z(ktD) _ g p(K)

—~
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

@ Se la matricéA non € simmetrica e definita positiva, non si puo pit applidare
metodo del Gradiente Coniugato
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

@ Se la matricéA non € simmetrica e definita positiva, non si puo pit applidare
metodo del Gradiente Coniugato

@ Considerare allorA” Ax = ATb (chiamatasistema di equazioni normali
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

@ Se la matricéA non € simmetrica e definita positiva, non si puo pit applidare
metodo del Gradiente Coniugato

@ Considerare allorA” Ax = ATb (chiamatasistema di equazioni normali
@ SeA ¢ non singolare, allorAT A & simmetrica e definita positiva
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

@ Se la matricéA non € simmetrica e definita positiva, non si puo pit applidare
metodo del Gradiente Coniugato

@ Considerare allorA” Ax = ATb (chiamatasistema di equazioni normali
@ SeA ¢ non singolare, allorAT A & simmetrica e definita positiva
@ L'algoritmo converge sempre al piu miterazioni
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

]

Se la matricéd non & simmetrica e definita positiva, non si puo piu applidare
metodo del Gradiente Coniugato

Considerare allorA” Ax = ATb (chiamatcsistema di equazioni normali
SeA & non singolare, allorAT A & simmetrica e definita positiva
L'algoritmo converge sempre al pit miterazioni

Per tale algoritmo il costo per iterazione & superiore etirmo

¢ ¢ © ¢

Ka(ATA) = [K2(A)]
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Metodi di Krylov

o RisolvereAx = b equivale a risolverdz = r(© dovez = x — x(@
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

Metodi di Krylov

o RisolvereAx = b equivale a risolverdz = r(© dovez = x — x(@

@ Si chiamananetodi di Krylovtutt| i metodi che permettono di ottenere la
soluzione del sistemaz = r (9 per proiezione susottospazi di Krylov

Km(A;v) = sparfv,Av, ..., A" 1v) |
ovvero tramite il procedimento iterativo seguente

x® =xO1y®  con y® eKy(Ar®)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

Metodi di Krylov

o RisolvereAx = b equivale a risolverdz = r(© dovez = x — x(@

@ Si chiamananetodi di Krylovtutt| i metodi che permettono di ottenere la
soluzione del sistemaz = r (9 per proiezione susottospazi di Krylov

Km(A;v) = sparfv,Av, ..., A" 1v) |
ovvero tramite il procedimento iterativo seguente
x® =xO1y®  con y® eKy(Ar®)

o | diversi metodi si differenziano nel modo in cui viene caitoy® (e quindi
(K))
X

o In particolare, il metodo di Richardson non precondizioreail metodo del
gradiente coniugato sono metodi di Krylov
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

Metodi di Krylov

o RisolvereAx = b equivale a risolverdz = r(© dovez = x — x(@

@ Si chiamananetodi di Krylovtutt| i metodi che permettono di ottenere la
soluzione del sistemaz = r (9 per proiezione susottospazi di Krylov

Km(A;v) = sparfv,Av, ..., A" 1v) |
ovvero tramite il procedimento iterativo seguente
x® =xO1y®  con y® eKy(Ar®)

o | diversi metodi si differenziano nel modo in cui viene caitoy® (e quindi
(K))
X

o In particolare, il metodo di Richardson non precondizioreail metodo del
gradiente coniugato sono metodi di Krylov

@ Per unmfissato, & possibile costruire una base ortonormatg.dh; r(©)
utilizzando I'Algoritmo di Arnoldi
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Algoritmo di Arnoldi

Si tratta di costruire una base ortonormeje. .., vi, per lo spazid<m(A; V1)
utilizzando la procedura di Gram-Schmidt
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Algoritmo di Arnoldi

Si tratta di costruire una base ortonormeje. .., vi, per lo spazid<m(A; V1)
utilizzando la procedura di Gram-Schmidt
. . r©)
Il primo elemento della basevg = W. Perk=1,....m
2
@ hix = (vi,Avy) , i=1,...,k
k
Q wi=Avg— zihikVi
i=
Q i1k = ||wkll2
Wik
Q Vki1= h
k-+1,k
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

SiaVm € la matrice le cui colonne sono i vettovi, . .., vm), allora ogni vettore
y(M € Km(A;r%) puo essere scritto conyd™ = V2™ conVy, € R™M, zM ¢ RM
em<n
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

SiaVm € la matrice le cui colonne sono i vettovi, . .., vm), allora ogni vettore
y(M € Km(A;r%) puo essere scritto conyd™ = V2™ conVy, € R™M, zM ¢ RM
em<n

SiaHm € R(MY*M | matrice di Hessemberg superiore in cui gli elementi ndh hu
sono definiti dall’algoritmo di Arnoldi

hik = (vi, Avk) k=1,....mei=1,....k
Mky1k = HAVk—Zg(zlhikViHZ k=1,....m

e siaHy, € R™™ |a matrice ottenuta dély, eliminando I'ultima riga. Allora
valgono le seguenti relazioni:

Q AV = Vmi1Hm
Q@ VIAVL=Hn
Q VI AVn=Hn
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Metodi iterativi

Metodi

merici per la risoluzione di sistemi lineari

Due diverse strategie per calcola® = x(© + y®)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Due diverse strategie per calcola® = x(© + y®)

o Calcolarey® e Ky (A,r(@) imponendo che il residud® sia ortogonale a ogn
vettore inKy(A,r(9), ovvero

vb—AxKy=0  weK(Ar?)

= Full Orthogonalization Method (FOM)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Due diverse strategie per calcola® = x(© + y®)

o Calcolarey® e Ky (A,r(@) imponendo che il residud® sia ortogonale a ogn
vettore inKy(A,r(9), ovvero

vb—AxKy=0  weK(Ar?)

= Full Orthogonalization Method (FOM)
o Calcolarey™ e Ky(A,r(@) minimizzando la norma Euclidea del residuly,
cioé:
lo—Ax®la="min |lo—AXO+y®)|
y® ek (Ar(0)

= Generalized Minumun RESidual (GMRES)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

Due diverse strategie per calcola® = x(© + y®)

o Calcolarey® e Ky (A,r(@) imponendo che il residud® sia ortogonale a ogn
vettore inKy(A,r(9), ovvero

vb—AxKy=0  weK(Ar?)

= Full Orthogonalization Method (FOM)
o Calcolarey™ e Ky(A,r(@) minimizzando la norma Euclidea del residuly,
cioé:
lo—Ax®la="min |lo—AXO+y®)|
yeK (Ar@)

= Generalized Minumun RESidual (GMRES)

@ In assenza di errori di arrotondamento, FOM e GMRES formieda
soluzione diAx = b in al pilt n iterazioni

o Possibilita di precondizionamento per accelerare la cgerea
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

GMRES

Calcolarey™ € Ky (A, r(©) minimizzando la norma Euclidea del residuly:

Ib—Ax llp= min [jb—Ax?+y¥)
y(k)EKk(Asr(o)>

min |b - AXO +vz®)]|,

z(K eR!

= min [|r©@ - A%z¥||,

z(K) eRk

— mi O, _ . <k>H
= min |[|vy||r Vis-1Hkz
i 1/Ir™]|2 = Vier 1Hk ,

min HVk+1(||r<O)||Zel_ sz<k>) ’ ’2

z(k

m|nH||r ||2e1 — sz<>H

dovee; = (1,0,...,0)T € Rk?

i
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

GMRES (continua)

P18 =[[lr @ loes — i)

— <||r(°)||2e1 _ sz(k>, ||I'(0>||261 _ sz(k)>
= [Ir @2 —2[r @) |2(er, Akz®) + (Fz®, Az®)

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

GMRES (continua)

. 2
IrO1= || @ lloes — |
— <||r(°)||2e1— sz(k>,||l'(0>||2el— sz(k)>
= [Ir @2 —2[r @) |2(er, Akz®) + (Fz®, Az®)

Il minimo di ||r¥[|3 & un punto stazionario, percio differenziamo rispetidae
uguagliamo a zero:

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

GMRES (continua)

. 2
IrO1= || @ lloes — |
— <||r(°)||2e1— sz(k>,||l'(0>||2el— sz(k)>
= [Ir @2 —2[r @) |2(er, Akz®) + (Fz®, Az®)

Il minimo di ||r¥[|3 & un punto stazionario, percio differenziamo rispetidae
uguagliamo a zero:

)
_ )2
0= dZ<k)||r ||2

= —2/|rO|2AT &1 + 2AT Az

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodiiterativi

GMRES (continua)

. 2
IrO1= || @ lloes — |
— <||r(°)||2e1— sz(k>,||l'(0>||2el— sz(k)>
= [Ir @2 —2[r @) |2(er, Akz®) + (Fz®, Az®)

Il minimo di ||r¥[|3 & un punto stazionario, percio differenziamo rispetidae
uguagliamo a zero:

9
__ % 02
O dZ<k) ||r ||2
= —2/|rO|2AT &1 + 2AT Az
ovvero L ~
e Fiz® = [Ir @) A ey

(sistema di equazioni normali)

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Wit izt

Criteri di convergenza

Controllo dell'incremento

o L'algoritmo iterativo si ferma se viene verificata la coridize
[t —x W) < g x|

in cui € € una tolleranza prefissata

@ Nel caso di un metodo basato sullo splitting additivo, inB& la matrice di
iterazione, abbiamo la seguente stima dell’errore commess

1Bl 1m0
It — x| < e[ IxW|
1-||B]|

Controllo del residuo

IA
™

e L'algoritmo iterativo si ferma quanddr || < & oppureH:(o)H
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