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Metodi iterativi

La matrice del sistema non viene modificata⇒ migliore sfruttamento della
sparsità

Soluzione come limite di una successione⇒ si pone il problema della
convergenza(e anche dellavelocità di convergenza)

Per matrici pieneO(n2) operazioni ogni iterazione⇒ metodi iterativi meno
costosi dei metodi diretti se si ottiene la convergenza in unnumero di
iterazioni che dipende dan in modo sublineare

Possibilità di utilizzare approccimatrix-free

I metodi iterativi si possono applicare anche alla risoluzione di sistemi
non-lineari
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Principio dei metodi iterativi

Data una stima inizialex(0) della soluzione del problema, si costruisce una
successione di vettorix(k) che verifica la proprietà diconvergenza

lim
k→∞

x(k) = x
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Principio dei metodi iterativi

Data una stima inizialex(0) della soluzione del problema, si costruisce una
successione di vettorix(k) che verifica la proprietà diconvergenza

lim
k→∞

x(k) = x

Il metodo iterativo può essere scritto nella forma

x(k+1) = ϕϕϕk+1(x
(k),x(k−1), . . . ,x(k−m),A,b) per k≥ m

doveϕϕϕk ex(0), . . . ,x(m) sono rispettivamente funzioni e vettori dati.
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Principio dei metodi iterativi

Data una stima inizialex(0) della soluzione del problema, si costruisce una
successione di vettorix(k) che verifica la proprietà diconvergenza

lim
k→∞

x(k) = x

Il metodo iterativo può essere scritto nella forma

x(k+1) = ϕϕϕk+1(x
(k),x(k−1), . . . ,x(k−m),A,b) per k≥ m

doveϕϕϕk ex(0), . . . ,x(m) sono rispettivamente funzioni e vettori dati.

m è chiamatoordine del metodo

se le funzioniϕϕϕk non dipendono dal passok, il metodo è dettostazionario,
altrimentinon-stazionario

se le funzioniϕϕϕk dipendono linearmente dai vettorix(0), . . . ,x(m) il metodo è
chiamatolineare, altrimentinon-lineare
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Metodi iterativi lineari

Consistenza con il sistema lineare

SiaB∈ Rn×n (matrice di iterazione). Il metodo iterativo lineare

x(k+1) = Bx(k) + f

è detto essereconsistentecon il sistema lineareAx = b se

x = Bx+ f

o, equivalentemente
f = (I −B)A−1b

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all’Ingegneria Ambientale



Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodi iterativi lineari

Consistenza con il sistema lineare

SiaB∈ Rn×n (matrice di iterazione). Il metodo iterativo lineare

x(k+1) = Bx(k) + f

è detto essereconsistentecon il sistema lineareAx = b se

x = Bx+ f

o, equivalentemente
f = (I −B)A−1b

La sola consistenza non è sufficiente per la convergenza
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Metodi iterativi lineari

Consistenza con il sistema lineare

SiaB∈ Rn×n (matrice di iterazione). Il metodo iterativo lineare

x(k+1) = Bx(k) + f

è detto essereconsistentecon il sistema lineareAx = b se

x = Bx+ f

o, equivalentemente
f = (I −B)A−1b

La sola consistenza non è sufficiente per la convergenza

Convergenza di un metodo iterativo consistente

La sequenza di vettorix(k) converge alla soluzionex del sistema lineareAx = b per
qualsiasi scelta dix(0) se e solo seρ(B) < 1
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Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

Scegliere due matriciP eN tali cheA = P−N
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Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

Scegliere due matriciP eN tali cheA = P−N

P (matrice di precondizionamento) deve essere non singolare e “facilmente”
invertibile
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Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

Scegliere due matriciP eN tali cheA = P−N

P (matrice di precondizionamento) deve essere non singolare e “facilmente”
invertibile

Datox(0), un metodo iterativo lineare e consistente si scrive come

Px(k+1) = Nx(k) +b k≥ 0
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Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

Scegliere due matriciP eN tali cheA = P−N

P (matrice di precondizionamento) deve essere non singolare e “facilmente”
invertibile

Datox(0), un metodo iterativo lineare e consistente si scrive come

Px(k+1) = Nx(k) +b k≥ 0

ovvero, introducendo ilresiduoal passok

r (k) = b−Ax(k)

si ottiene
x(k+1) = x(k) +P−1r (k)
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Metodi iterativi lineari

Tecnica dello splitting

Scegliere due matriciP eN tali cheA = P−N

P (matrice di precondizionamento) deve essere non singolare e “facilmente”
invertibile

Datox(0), un metodo iterativo lineare e consistente si scrive come

Px(k+1) = Nx(k) +b k≥ 0

ovvero, introducendo ilresiduoal passok

r (k) = b−Ax(k)

si ottiene
x(k+1) = x(k) +P−1r (k)

La matrice di iterazione èB = P−1N

f = P−1b
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ScriviamoA = D−E−F

D è la matrice diagonale uguale agli elementi diagonali diA, e siaD invertibile
(ovverodii = aii 6= 0 peri = 1, . . . ,n)

E è la matrice di elementieij = −aij sei > j, eij = 0 sei ≤ j

F è la matrice di elementifij = −aij sej > i, fij = 0 sej ≤ i
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ScriviamoA = D−E−F

D è la matrice diagonale uguale agli elementi diagonali diA, e siaD invertibile
(ovverodii = aii 6= 0 peri = 1, . . . ,n)

E è la matrice di elementieij = −aij sei > j, eij = 0 sei ≤ j

F è la matrice di elementifij = −aij sej > i, fij = 0 sej ≤ i
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Metodi iterativi lineari

Px(k+1) = Nx(k) +b dove A = P−N

Metodo di Jacobi:P = D e N = E+F

Dx(k+1) = (E+F)x(k) +b ovvero x(k+1) = x(k) +D−1r (k)
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Metodi iterativi lineari

Px(k+1) = Nx(k) +b dove A = P−N

Metodo di Jacobi:P = D e N = E+F

Dx(k+1) = (E+F)x(k) +b ovvero x(k+1) = x(k) +D−1r (k)

(D−1)ii = 1
dii

BJ = D−1(E+F) = I −D−1A

Equivale a

x(k+1)
i =

1
aii

(

bi −
i−1

∑
j=1

aij x
(k)
j −

n

∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)

con i = 1, . . . ,n
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Metodi iterativi lineari

Px(k+1) = Nx(k) +b dove A = P−N

Metodo di Gauss-Seidel:P = D−E e N = F

(D−E)x(k+1) = Fx(k) +b ovvero x(k+1) = x(k) +(D−E)−1r (k)
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Metodi iterativi lineari

Px(k+1) = Nx(k) +b dove A = P−N

Metodo di Gauss-Seidel:P = D−E e N = F

(D−E)x(k+1) = Fx(k) +b ovvero x(k+1) = x(k) +(D−E)−1r (k)

(D−E) è la parte triangolare inferiore diA (invertibile perché gli elementi
diagonali non sono nulli)

BGS= (D−E)−1F

Equivale a

x(k+1)
i =

1
aii

(

bi −
i−1

∑
j=1

aij x
(k+1)
j −

n

∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)

con i = 1, . . . ,n
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Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di rilassamento

Si introduce nei metodi precedenti ilparametro di rilassamentoω da scegliere
opportunamente

Metodo di Jacobi

x(k+1) = x(k) + D−1r (k)

BJ = I −D−1A

Equivale a

x(k+1)
i =

1
aii

(

bi −
i−1

∑
j=1

aij x
(k)
j −

n

∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)

con i = 1, . . . ,n
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Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di rilassamento

Si introduce nei metodi precedenti ilparametro di rilassamentoω da scegliere
opportunamente

Metodo di Jacobi con rilassamento (JOR)

x(k+1) = x(k) + ωD−1r (k)

BJω = ωBJ +(1−ω)I = I −ωD−1A

Equivale a

x(k+1)
i =

ω
aii

(

bi −
i−1

∑
j=1

aij x
(k)
j −

n

∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)

+(1−ω)x(k)
i con i = 1, . . . ,n

Consistente per ogniω 6= 0 (ω = 1 metodo di Jacobi)
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Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di Gauss-Seidel

x(k+1) = x(k) +( D−E)−1r (k)

BGS= (D−E)−1F

Equivale a

x(k+1)
i =

1
aii

(

bi −
i−1

∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n

∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)

con i = 1, . . . ,n
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Tecniche di accelerazione della convergenza

Metodo di Gauss-Seidel con rilassamento (SOR)

x(k+1) = x(k) +(
1
ω

D−E)−1r (k)

BGSω = ( 1
ω D−E)−1

[
( 1

ω −1)D+F
]

Equivale a

x(k+1)
i =

ω
aii

(

bi −
i−1

∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n

∑
j=i+1

aij x
(k)
j

)

+(1−ω)x(k)
i con i = 1, . . . ,n

Consistente per ogniω 6= 0 (ω = 1 metodo di Gauss-Seidel)
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Alcuni risultati di convergenza

SeA è strettamente diagonale dominante per righe, i metodi di Jacobi e
Gauss-Seidel sono convergenti

SeA è simmetrica e definita positiva, il metodo JOR è convergentecon
0 < ω < 2/ρ(D−1A)

Se il metodo di Jacobi è convergente, allora il metodo JOR converge per
0 < ω ≤ 1

Per ogniω ∈ R si haρ(BGSω ) ≥ |ω −1|; perciò il metodo SOR non converge
seω ≤ 0 o ω ≥ 2

(Teorema di Ostrowski)SeA è simmetrica e definita positiva, allora il
metodo SOR converge se e solo se 0< ω < 2. Inoltre, la sua convergenza è
monotona rispetto ad||·||A (ovvero||x(k+1)−x||A < ||x(k)−x||A)
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Metodi di Richardson

Il metodo iterativox(k+1) = x(k) +P−1r k può essere generalizzato da

x(k+1) = x(k) + αkP
−1r k con αk ∈ R
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Metodi di Richardson

Il metodo iterativox(k+1) = x(k) +P−1r k può essere generalizzato da

x(k+1) = x(k) + αkP
−1r k con αk ∈ R

La matrice di iterazione èR(αk) = I −αkP−1A
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Metodi di Richardson

Il metodo iterativox(k+1) = x(k) +P−1r k può essere generalizzato da

x(k+1) = x(k) + αkP
−1r k con αk ∈ R

La matrice di iterazione èR(αk) = I −αkP−1A

Seαk = α ⇒ metodo di Richardson stazionario

I metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono metodi di Richardson stazionari
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Metodi di Richardson

Il metodo iterativox(k+1) = x(k) +P−1r k può essere generalizzato da

x(k+1) = x(k) + αkP
−1r k con αk ∈ R

La matrice di iterazione èR(αk) = I −αkP−1A

Seαk = α ⇒ metodo di Richardson stazionario

I metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono metodi di Richardson stazionari

Algoritmo per il metodo di Richardson

1 x(k) soluzione approssimata al passok
2 Calcolo del residuo: r (k) = b−Ax(k)

3 Soluzione del sistema linearePz(k) = r (k)

4 Calcolo del parametro di accelerazioneαk

5 Aggionamento della soluzione al passok+1: x(k+1) = x(k) + αkz(k)
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Metodo di Richardson: analisi di convergenza

Per ogni matrice invertibileP, il metodo di Richardson stazionario è convergente se
e solo se

2 Reλi

α|λi |2
> 1 ∀i = 1, . . . ,n

doveλi ∈ C sono gli autovalori diP−1A.
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Metodo di Richardson: analisi di convergenza

Per ogni matrice invertibileP, il metodo di Richardson stazionario è convergente se
e solo se

2 Reλi

α|λi |2
> 1 ∀i = 1, . . . ,n

doveλi ∈ C sono gli autovalori diP−1A.

SeP−1A ha autovalori reali e positivi, allora il metodo di Richardson stazionario è
convergente se e solo se

0 < α <
2

λmax

inoltre, il raggio spettrale della matrice di iterazioneI −αP−1A è minimo per

αopt =
2

λmin + λmax
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Scelta della matrice di precondizionamentoP

Il metodo di Richardson non specifica come scegliereP e, in generaleαk

Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimale diP
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Scelta della matrice di precondizionamentoP

Il metodo di Richardson non specifica come scegliereP e, in generaleαk

Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimale diP

ScegliendoP = A si ha convergenza in una iterazione (ma l’obiettivo è proprio
risolvereAx = b)
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Scelta della matrice di precondizionamentoP

Il metodo di Richardson non specifica come scegliereP e, in generaleαk

Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimale diP

ScegliendoP = A si ha convergenza in una iterazione (ma l’obiettivo è proprio
risolvereAx = b)

In pratica, si cercano matrici di precondizionamentoP tali cheP−1A≈ I dove
P è facilmente invertibile
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Scelta della matrice di precondizionamentoP

Il metodo di Richardson non specifica come scegliereP e, in generaleαk

Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimale diP

ScegliendoP = A si ha convergenza in una iterazione (ma l’obiettivo è proprio
risolvereAx = b)

In pratica, si cercano matrici di precondizionamentoP tali cheP−1A≈ I dove
P è facilmente invertibile

Diverse strategie per la scelta (e il calcolo) diP:
Matrice di precondizionamento diagonale (analoga a quellausata nel metodo di
Jacobi)
Fattorizzazione LU Incompleta (ILU)
Precondizionatori polinomiali (polinomiale di Neumann, “minimi quadrati”,. . . )
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Scelta della matrice di precondizionamentoP

Il metodo di Richardson non specifica come scegliereP e, in generaleαk

Mancanza di risultati teorici riguardo alla scelta ottimale diP

ScegliendoP = A si ha convergenza in una iterazione (ma l’obiettivo è proprio
risolvereAx = b)

In pratica, si cercano matrici di precondizionamentoP tali cheP−1A≈ I dove
P è facilmente invertibile

Diverse strategie per la scelta (e il calcolo) diP:
Matrice di precondizionamento diagonale (analoga a quellausata nel metodo di
Jacobi)
Fattorizzazione LU Incompleta (ILU)
Precondizionatori polinomiali (polinomiale di Neumann, “minimi quadrati”,. . . )
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Fattorizzazione ILU(p)

ILU(0)

SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiede il pivoting

Si costruiscono due matriciL̃ triangolare inferiore ẽU triangolare superiore
tali che:

L̃ e Ũ abbiano la stessa struttura di sparsità diD−E e D−F
(L̃Ũ)ij = aij seaij 6= 0

⇒ Stessa quantità di memoria necessaria perA (nessun fill-in)
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Fattorizzazione ILU(p)

ILU(0)

SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiede il pivoting

Si costruiscono due matriciL̃ triangolare inferiore ẽU triangolare superiore
tali che:

L̃ e Ũ abbiano la stessa struttura di sparsità diD−E e D−F
(L̃Ũ)ij = aij seaij 6= 0

⇒ Stessa quantità di memoria necessaria perA (nessun fill-in)

Permettendo il fill-in si ha una fattorizzazione diA più accurata

Per esempio si può considerare la fattorizzazione ILU(0) della matriceL̃Ũ ⇒
ILU(1) e cosi via⇒ ILU(p)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Fattorizzazione ILU(p)

ILU(0)

SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiede il pivoting

Si costruiscono due matriciL̃ triangolare inferiore ẽU triangolare superiore
tali che:

L̃ e Ũ abbiano la stessa struttura di sparsità diD−E e D−F
(L̃Ũ)ij = aij seaij 6= 0

⇒ Stessa quantità di memoria necessaria perA (nessun fill-in)

Permettendo il fill-in si ha una fattorizzazione diA più accurata

Per esempio si può considerare la fattorizzazione ILU(0) della matriceL̃Ũ ⇒
ILU(1) e cosi via⇒ ILU(p)

L’esistenza della fattorizzazione ILU non è garantita per tutte le matrici
invertibili ⇒ Esistenza per matrici a diagonale dominante,M-matrici, . . .
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Fattorizzazione ILU(p)

ILU(0)

SiaA una matrice tale che la fattorizzazione LU non richiede il pivoting

Si costruiscono due matriciL̃ triangolare inferiore ẽU triangolare superiore
tali che:

L̃ e Ũ abbiano la stessa struttura di sparsità diD−E e D−F
(L̃Ũ)ij = aij seaij 6= 0

⇒ Stessa quantità di memoria necessaria perA (nessun fill-in)

Permettendo il fill-in si ha una fattorizzazione diA più accurata

Per esempio si può considerare la fattorizzazione ILU(0) della matriceL̃Ũ ⇒
ILU(1) e cosi via⇒ ILU(p)

L’esistenza della fattorizzazione ILU non è garantita per tutte le matrici
invertibili ⇒ Esistenza per matrici a diagonale dominante,M-matrici, . . .

Esistono varianti per la riduzione del fill-in (ILUT, MILU,.. . )
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaA simmetrica e definita positiva e siaΦ(y) =
1
2

yTAy−yTb

x è soluzione diAx = b ⇔ Φ(x) = min
y∈Rn

Φ(y)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaA simmetrica e definita positiva e siaΦ(y) =
1
2

yTAy−yTb

x è soluzione diAx = b ⇔ Φ(x) = min
y∈Rn

Φ(y)

Domanda

Come determinarex ∈ Rn che minimizzaΦ(y), partendo da un puntox(0)?
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaA simmetrica e definita positiva e siaΦ(y) =
1
2

yTAy−yTb

x è soluzione diAx = b ⇔ Φ(x) = min
y∈Rn

Φ(y)

Domanda

Come determinarex ∈ Rn che minimizzaΦ(y), partendo da un puntox(0)?

Metodo del gradiente (o Steepest Descent)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaA simmetrica e definita positiva e siaΦ(y) =
1
2

yTAy−yTb

x è soluzione diAx = b ⇔ Φ(x) = min
y∈Rn

Φ(y)

Domanda

Come determinarex ∈ Rn che minimizzaΦ(y), partendo da un puntox(0)?

Metodo del gradiente (o Steepest Descent)

Si calcola la direzione di massima pendenza (locale):

∇Φ(x(k)) = Ax(k)−b = −r (k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaA simmetrica e definita positiva e siaΦ(y) =
1
2

yTAy−yTb

x è soluzione diAx = b ⇔ Φ(x) = min
y∈Rn

Φ(y)

Domanda

Come determinarex ∈ Rn che minimizzaΦ(y), partendo da un puntox(0)?

Metodo del gradiente (o Steepest Descent)

Si calcola la direzione di massima pendenza (locale):

∇Φ(x(k)) = Ax(k)−b = −r (k)

Si cerca un minimo diΦ lungo la direzionex(k) + αkr (k) ⇒ differenziando
Φ(x(k+1)) = Φ(x(k) + αkr (k)) rispetto adαk ed uguagliando a zero si ha:

αk =
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente: algoritmo

Datox(0) ∈ Rn, perk = 0,1, . . .

1 r (k) = b−Ax(k)

2 αk =
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉

3 x(k+1) = x(k) + αkr (k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente: algoritmo

Datox(0) ∈ Rn, perk = 0,1, . . .

1 r (k) = b−Ax(k)

2 αk =
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉

3 x(k+1) = x(k) + αkr (k)

Metodo del gradiente: convergenza

SiaA una matrice simmetrica e definita positiva. Allora il metododel gradiente è
convergente per ogni scelta del dato inizialex(0) e

||e(k+1)||A ≤
K2(A)−1
K2(A)+1

||e(k)||A
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente: algoritmo

Datox(0) ∈ Rn, perk = 0,1, . . .

1 r (k) = b−Ax(k)

2 αk =
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉

3 x(k+1) = x(k) + αkr (k)

Metodo del gradiente: convergenza

SiaA una matrice simmetrica e definita positiva. Allora il metododel gradiente è
convergente per ogni scelta del dato inizialex(0) e

||e(k+1)||A ≤
K2(A)−1
K2(A)+1

||e(k)||A

Il metodo del gradiente può essere abbastanza lento seK2(A) = λmax
λmin

è grande
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente⇒ Scelta di una direzione di discesa (∇Φ(x(k)) = −r (k))
+ minimizzazione lungo quella direzione
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente⇒ Scelta di una direzione di discesa (∇Φ(x(k)) = −r (k))
+ minimizzazione lungo quella direzione

Possibili altre scelte per la direzione di discesa

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all’Ingegneria Ambientale



Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente⇒ Scelta di una direzione di discesa (∇Φ(x(k)) = −r (k))
+ minimizzazione lungo quella direzione

Possibili altre scelte per la direzione di discesa

Ottimalità rispetto ad una direzione

Una direzionex(k) è detta essereottimalerispetto ad una direzionep 6= 0 se

Φ(x(k)) ≤ Φ(x(k) + λp) ∀λ ∈ R
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente⇒ Scelta di una direzione di discesa (∇Φ(x(k)) = −r (k))
+ minimizzazione lungo quella direzione

Possibili altre scelte per la direzione di discesa

Ottimalità rispetto ad una direzione

Una direzionex(k) è detta essereottimalerispetto ad una direzionep 6= 0 se

Φ(x(k)) ≤ Φ(x(k) + λp) ∀λ ∈ R

Sex(k) è ottimale rispetto ap alloraΦ ammette un minimo locale lungop per
λ = 0, e quindi

0 =
∂Φ
∂λ

(x(k) + λp)
∣
∣
∣
λ=0

=
[

〈p,(Ax(k)−b)〉+ λ 〈p,Ap〉
]

λ=0

= −〈p, r (k)〉
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del gradiente⇒ Scelta di una direzione di discesa (∇Φ(x(k)) = −r (k))
+ minimizzazione lungo quella direzione

Possibili altre scelte per la direzione di discesa

Ottimalità rispetto ad una direzione

Una direzionex(k) è detta essereottimalerispetto ad una direzionep 6= 0 se

Φ(x(k)) ≤ Φ(x(k) + λp) ∀λ ∈ R

Sex(k) è ottimale rispetto ap alloraΦ ammette un minimo locale lungop per
λ = 0, e quindi

0 =
∂Φ
∂λ

(x(k) + λp)
∣
∣
∣
λ=0

=
[

〈p,(Ax(k)−b)〉+ λ 〈p,Ap〉
]

λ=0

= −〈p, r (k)〉

x(k) è ottimale rispetto ap ⇔ p è ortogonale al residuor (k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Nel metodo del gradientex(k+1) è ottimale rispetto ar (k) (ovveror (k+1) ⊥ r (k)

), infatti

〈r (k+1), r (k)〉 = 〈b−Ax(k+1), r (k)〉

= 〈b−A

[

x(k) +
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
r (k)

]

, r (k)〉

= 〈r (k), r (k)〉−
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
〈Ar (k), r (k)〉

= 〈r (k), r (k)〉− 〈r (k), r (k)〉

= 0
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Nel metodo del gradientex(k+1) è ottimale rispetto ar (k) (ovveror (k+1) ⊥ r (k)

), infatti

〈r (k+1), r (k)〉 = 〈b−Ax(k+1), r (k)〉

= 〈b−A

[

x(k) +
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
r (k)

]

, r (k)〉

= 〈r (k), r (k)〉−
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
〈Ar (k), r (k)〉

= 〈r (k), r (k)〉− 〈r (k), r (k)〉

= 0

La iterata successivax(k+2) non è più ottimale rispetto ar (k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Nel metodo del gradientex(k+1) è ottimale rispetto ar (k) (ovveror (k+1) ⊥ r (k)

), infatti

〈r (k+1), r (k)〉 = 〈b−Ax(k+1), r (k)〉

= 〈b−A

[

x(k) +
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
r (k)

]

, r (k)〉

= 〈r (k), r (k)〉−
〈r (k), r (k)〉

〈r (k),Ar (k)〉
〈Ar (k), r (k)〉

= 〈r (k), r (k)〉− 〈r (k), r (k)〉

= 0

La iterata successivax(k+2) non è più ottimale rispetto ar (k)

Domanda

Esiste una direzione di discesa che mantiene l’ottimalità delle iterate?
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Condizione di ottimalità delle iterate

Siax(k+1) = x(k) +q e siap ottimale rispetto ax(k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Condizione di ottimalità delle iterate

Siax(k+1) = x(k) +q e siap ottimale rispetto ax(k)

Imponiamo chex(k+1) sia ottimale rispetto ap e cerchiamo quale condizione
dobbiamo avere suq

0 = 〈r (k+1),p〉 = 〈b−Ax(k+1),p〉

= 〈b−A
[

x(k) +q
]

,p〉

= 〈b−Ax(k),p〉− 〈Aq,p〉

= 〈r (k),p〉− 〈Aq,p〉

= −〈Aq,p〉
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Condizione di ottimalità delle iterate

Siax(k+1) = x(k) +q e siap ottimale rispetto ax(k)

Imponiamo chex(k+1) sia ottimale rispetto ap e cerchiamo quale condizione
dobbiamo avere suq

0 = 〈r (k+1),p〉 = 〈b−Ax(k+1),p〉

= 〈b−A
[

x(k) +q
]

,p〉

= 〈b−Ax(k),p〉− 〈Aq,p〉

= 〈r (k),p〉− 〈Aq,p〉

= −〈Aq,p〉

⇒ Per mantenere l’ottimalità tra iterate successive, le direzioni di discesa
devono essere mutualmenteA-ortogonali(o A-coniugate), ovvero

〈Aq,p〉 = pTAq = 0
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Costruzione delle direzioniA-coniugate

Siap(0) = r (0), e cerchiamo le direzioniA-coniugate della forma

p(k+1) = r (k+1)−βkp(k)

conβk ∈ R da determinare e tali che

〈Ap(k+1),p(j)〉 = 0 per j = 0, . . . ,k
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Costruzione delle direzioniA-coniugate

Siap(0) = r (0), e cerchiamo le direzioniA-coniugate della forma

p(k+1) = r (k+1)−βkp(k)

conβk ∈ R da determinare e tali che

〈Ap(k+1),p(j)〉 = 0 per j = 0, . . . ,k

La condizione〈Ap(k+1),p(k)〉 = 0 ci daβk =
〈Ap(k), r (k+1)〉

〈Ap(k),p(k)〉
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Costruzione delle direzioniA-coniugate

Siap(0) = r (0), e cerchiamo le direzioniA-coniugate della forma

p(k+1) = r (k+1)−βkp(k)

conβk ∈ R da determinare e tali che

〈Ap(k+1),p(j)〉 = 0 per j = 0, . . . ,k

La condizione〈Ap(k+1),p(k)〉 = 0 ci daβk =
〈Ap(k), r (k+1)〉

〈Ap(k),p(k)〉

Per induzione si dimostra che, scegliendoβk =
〈Ap(k), r (k+1)〉

〈Ap(k),p(k)〉
, le direzioni

p(0), . . . ,p(k) sono mutualmenteA-coniugate
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

Direzioni di discesaA-coniugate+ parametro di accelerazioneαk (come nel
metodo di gradiente)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

Direzioni di discesaA-coniugate+ parametro di accelerazioneαk (come nel
metodo di gradiente)

Algoritmo

Datox(0), siar (0) = b−Ax(0) e p(0) = r (0). Perk = 0, . . .

1 αk =
〈pk, r k〉

〈pk,Apk〉
=

||r (k)||22
〈pk,Apk〉

2 x(k+1) = x(k) + αkp(k)

3 r (k+1) = r (k) −αkAp(k)

4 βk =
〈Ap(k), r (k+1)〉

〈Ap(k),p(k)〉
=

||r (k+1)||22
||r (k)||22

5 p(k+1) = r (k+1)−βkp(k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

SiaA∈ Rn×n una matrice simmetrica e definita positiva. Qualsiasi metodo che
utilizzi le direzioni coniugate per risolvereAx = b termina al massimo dopon passi,
fornendo la soluzione esatta.

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all’Ingegneria Ambientale



Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del Gradiente Coniugato (CG)

SiaA∈ Rn×n una matrice simmetrica e definita positiva. Qualsiasi metodo che
utilizzi le direzioni coniugate per risolvereAx = b termina al massimo dopon passi,
fornendo la soluzione esatta.

Convergenza per il metodo del Gradiente Coniugato

SiaA∈ R
n×n una matrice simmetrica e definita positiva. Il metodo del Gradiente

Coniugato converge al massimo inn passi, ed inoltre l’errore allak-esima iterazione
e(k) (conk < n) è ortogonale ap(j) perj = 0, . . . ,k−1 e

||e(k)||A ≤
2ck

1+c2k ||e
(0)||A con c =

√

K2(A)−1
√

K2(A)+1
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del Gradiente Coniugato Precondizionato (PCG)

Invece di risolvereAx = b si risolvePAx = Pb conP simmetrica e definita positiva
(e facilmente invertibile)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodo del Gradiente Coniugato Precondizionato (PCG)

Invece di risolvereAx = b si risolvePAx = Pb conP simmetrica e definita positiva
(e facilmente invertibile)

Algoritmo

Datox(0), siar (0) = b−Ax(0), z(0) = P−1r (0) e p(0) = z(0). Perk = 0, . . .

1 αk =
〈pk, r k〉

〈pk,Apk〉

2 x(k+1) = x(k) + αkp(k)

3 r (k+1) = r (k) −αkAp(k)

4 z(k+1) = P−1r (k+1)

5 βk =
〈Ap(k),z(k+1)〉

〈Ap(k),p(k)〉

6 p(k+1) = z(k+1)−βkp(k)

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all’Ingegneria Ambientale



Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

Se la matriceA non è simmetrica e definita positiva, non si può più applicareil
metodo del Gradiente Coniugato
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

Se la matriceA non è simmetrica e definita positiva, non si può più applicareil
metodo del Gradiente Coniugato

Considerare alloraATAx = ATb (chiamatosistema di equazioni normali)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

Se la matriceA non è simmetrica e definita positiva, non si può più applicareil
metodo del Gradiente Coniugato

Considerare alloraATAx = ATb (chiamatosistema di equazioni normali)

SeA è non singolare, alloraATA è simmetrica e definita positiva
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

Se la matriceA non è simmetrica e definita positiva, non si può più applicareil
metodo del Gradiente Coniugato

Considerare alloraATAx = ATb (chiamatosistema di equazioni normali)

SeA è non singolare, alloraATA è simmetrica e definita positiva

L’algoritmo converge sempre al più inn iterazioni
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Gradiente Coniugato per matrici qualsiasi

Se la matriceA non è simmetrica e definita positiva, non si può più applicareil
metodo del Gradiente Coniugato

Considerare alloraATAx = ATb (chiamatosistema di equazioni normali)

SeA è non singolare, alloraATA è simmetrica e definita positiva

L’algoritmo converge sempre al più inn iterazioni

Per tale algoritmo il costo per iterazione è superiore ed inoltre

K2(A
TA) =

[
K2(A)

]2
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodi di Krylov

RisolvereAx = b equivale a risolvereAz = r (0) dovez = x−x(0)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodi di Krylov

RisolvereAx = b equivale a risolvereAz = r (0) dovez = x−x(0)

Si chiamanometodi di Krylovtutti i metodi che permettono di ottenere la
soluzione del sistemaAz = r (0) per proiezione suisottospazi di Krylov

Km(A;v) = span(v,Av, . . . ,Am−1v) ,

ovvero tramite il procedimento iterativo seguente

x(k) = x(0) +y(k) con y(k) ∈ Kk(A; r (0))
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodi di Krylov

RisolvereAx = b equivale a risolvereAz = r (0) dovez = x−x(0)

Si chiamanometodi di Krylovtutti i metodi che permettono di ottenere la
soluzione del sistemaAz = r (0) per proiezione suisottospazi di Krylov

Km(A;v) = span(v,Av, . . . ,Am−1v) ,

ovvero tramite il procedimento iterativo seguente

x(k) = x(0) +y(k) con y(k) ∈ Kk(A; r (0))

I diversi metodi si differenziano nel modo in cui viene calcolatoy(k) (e quindi
x(k))

In particolare, il metodo di Richardson non precondizionato e il metodo del
gradiente coniugato sono metodi di Krylov
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Metodi di Krylov

RisolvereAx = b equivale a risolvereAz = r (0) dovez = x−x(0)

Si chiamanometodi di Krylovtutti i metodi che permettono di ottenere la
soluzione del sistemaAz = r (0) per proiezione suisottospazi di Krylov

Km(A;v) = span(v,Av, . . . ,Am−1v) ,

ovvero tramite il procedimento iterativo seguente

x(k) = x(0) +y(k) con y(k) ∈ Kk(A; r (0))

I diversi metodi si differenziano nel modo in cui viene calcolatoy(k) (e quindi
x(k))

In particolare, il metodo di Richardson non precondizionato e il metodo del
gradiente coniugato sono metodi di Krylov

Per unm fissato, è possibile costruire una base ortonormale diKm(A; r (0))
utilizzando l’Algoritmo di Arnoldi
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Algoritmo di Arnoldi

Si tratta di costruire una base ortonormalev1, . . . ,vm per lo spazioKm(A;v1)
utilizzando la procedura di Gram-Schmidt
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Algoritmo di Arnoldi

Si tratta di costruire una base ortonormalev1, . . . ,vm per lo spazioKm(A;v1)
utilizzando la procedura di Gram-Schmidt

Il primo elemento della base èv1 =
r (0)

||r (0)||2
. Perk = 1, . . . ,m

1 hik = 〈vi ,Avk〉 , i = 1, . . . ,k

2 wk = Avk−
k

∑
i=1

hikvi

3 hk+1,k = ||wk||2

4 vk+1 =
wk

hk+1,k
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaVm è la matrice le cui colonne sono i vettori(v1, . . . ,vm), allora ogni vettore
y(m) ∈ Km(A; r0) può essere scritto comey(m) = Vmz(m) conVm ∈ Rn×m, z(m) ∈ Rm

e m≤ n
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

SiaVm è la matrice le cui colonne sono i vettori(v1, . . . ,vm), allora ogni vettore
y(m) ∈ Km(A; r0) può essere scritto comey(m) = Vmz(m) conVm ∈ Rn×m, z(m) ∈ Rm

e m≤ n

SiaĤm ∈ R(m+1)×m la matrice di Hessemberg superiore in cui gli elementi non nulli
sono definiti dall’algoritmo di Arnoldi

{
hik = 〈vi ,Avk〉 k = 1, . . . ,m e i = 1, . . . ,k

hk+1,k =
∣
∣
∣

∣
∣
∣Avk−∑k

i=1hikvi

∣
∣
∣

∣
∣
∣
2

k = 1, . . . ,m

e siaHm ∈ Rm×m la matrice ottenuta dâHm eliminando l’ultima riga. Allora
valgono le seguenti relazioni:

1 AVm = Vm+1Ĥm

2 VT
mAVm = Hm

3 VT
m+1AVm = Ĥm
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Due diverse strategie per calcolarex(k) = x(0) +y(k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Due diverse strategie per calcolarex(k) = x(0) +y(k)

Calcolarey(k) ∈ Kk(A, r (0)) imponendo che il residuor (k) sia ortogonale a ogni
vettore inKk(A, r (0)), ovvero

〈v,b−Ax(k)〉 = 0 ∀v ∈ Kk(A, r (0))

⇒ Full Orthogonalization Method (FOM)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Due diverse strategie per calcolarex(k) = x(0) +y(k)

Calcolarey(k) ∈ Kk(A, r (0)) imponendo che il residuor (k) sia ortogonale a ogni
vettore inKk(A, r (0)), ovvero

〈v,b−Ax(k)〉 = 0 ∀v ∈ Kk(A, r (0))

⇒ Full Orthogonalization Method (FOM)

Calcolarey(k) ∈ Kk(A, r (0)) minimizzando la norma Euclidea del residuor (k),
cioè:

||b−Ax(k)||2 = min
y(k)∈Kk(A,r (0))

||b−A(x(0) +y(k))||2

⇒ Generalized Minumun RESidual (GMRES)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Due diverse strategie per calcolarex(k) = x(0) +y(k)

Calcolarey(k) ∈ Kk(A, r (0)) imponendo che il residuor (k) sia ortogonale a ogni
vettore inKk(A, r (0)), ovvero

〈v,b−Ax(k)〉 = 0 ∀v ∈ Kk(A, r (0))

⇒ Full Orthogonalization Method (FOM)

Calcolarey(k) ∈ Kk(A, r (0)) minimizzando la norma Euclidea del residuor (k),
cioè:

||b−Ax(k)||2 = min
y(k)∈Kk(A,r (0))

||b−A(x(0) +y(k))||2

⇒ Generalized Minumun RESidual (GMRES)

In assenza di errori di arrotondamento, FOM e GMRES forniscono la
soluzione diAx = b in al piùn iterazioni

Possibilità di precondizionamento per accelerare la convergenza
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

GMRES

Calcolarey(k) ∈ Kk(A, r (0)) minimizzando la norma Euclidea del residuor (k):

||b−Ax(k)||2 = min
y(k)∈Kk(A,r (0))

||b−A(x(0) +y(k))||2

= min
z(k)∈Rk

||b−A(x(0) +Vkz(k))||2

= min
z(k)∈Rk

||r (0)−AVkz(k)||2

= min
z(k)∈Rk

∣
∣
∣

∣
∣
∣v1||r

(0)||2−Vk+1Ĥkz
(k)

∣
∣
∣

∣
∣
∣
2

= min
z(k)∈Rk

∣
∣
∣

∣
∣
∣Vk+1

(

||r (0)||2e1− Ĥkz(k)
)∣
∣
∣

∣
∣
∣
2

= min
z(k)∈Rk

∣
∣
∣

∣
∣
∣||r (0)||2e1− Ĥkz(k)

∣
∣
∣

∣
∣
∣
2

dovee1 = (1,0, . . . ,0)T ∈ Rk+1
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

GMRES (continua)

||r (k)||22 =
∣
∣
∣

∣
∣
∣||r (0)||2e1− Ĥkz(k)

∣
∣
∣

∣
∣
∣

2

2

=
〈
||r (0)||2e1− Ĥkz

(k), ||r (0)||2e1− Ĥkz
(k)〉

= ||r (0)||22−2||r (0)||2〈e1,Ĥkz(k)〉+ 〈Ĥkz(k),Ĥkz(k)〉
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

GMRES (continua)

||r (k)||22 =
∣
∣
∣

∣
∣
∣||r (0)||2e1− Ĥkz(k)

∣
∣
∣

∣
∣
∣

2

2

=
〈
||r (0)||2e1− Ĥkz

(k), ||r (0)||2e1− Ĥkz
(k)〉

= ||r (0)||22−2||r (0)||2〈e1,Ĥkz(k)〉+ 〈Ĥkz(k),Ĥkz(k)〉

Il minimo di ||r (k)||22 è un punto stazionario, perciò differenziamo rispetto az(k) e
uguagliamo a zero:
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

GMRES (continua)

||r (k)||22 =
∣
∣
∣

∣
∣
∣||r (0)||2e1− Ĥkz(k)

∣
∣
∣

∣
∣
∣

2

2

=
〈
||r (0)||2e1− Ĥkz

(k), ||r (0)||2e1− Ĥkz
(k)〉

= ||r (0)||22−2||r (0)||2〈e1,Ĥkz(k)〉+ 〈Ĥkz(k),Ĥkz(k)〉

Il minimo di ||r (k)||22 è un punto stazionario, perciò differenziamo rispetto az(k) e
uguagliamo a zero:

0 =
∂

∂z(k)
||r (k)||22

= −2||r (0)||2ĤT
k e1 +2ĤT

k Ĥkz(k)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

GMRES (continua)

||r (k)||22 =
∣
∣
∣

∣
∣
∣||r (0)||2e1− Ĥkz(k)

∣
∣
∣

∣
∣
∣

2

2

=
〈
||r (0)||2e1− Ĥkz

(k), ||r (0)||2e1− Ĥkz
(k)〉

= ||r (0)||22−2||r (0)||2〈e1,Ĥkz(k)〉+ 〈Ĥkz(k),Ĥkz(k)〉

Il minimo di ||r (k)||22 è un punto stazionario, perciò differenziamo rispetto az(k) e
uguagliamo a zero:

0 =
∂

∂z(k)
||r (k)||22

= −2||r (0)||2ĤT
k e1 +2ĤT

k Ĥkz(k)

ovvero
ĤT

k Ĥkz(k) = ||r (0)||2ĤT
k e1

(sistema di equazioni normali)
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Introduzione
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi iterativi

Criteri di convergenza

Controllo dell’incremento

L’algoritmo iterativo si ferma se viene verificata la condizione

||x(k+1)−x(k)|| ≤ ε||x(k)||

in cui ε è una tolleranza prefissata

Nel caso di un metodo basato sullo splitting additivo, in cuiB è la matrice di
iterazione, abbiamo la seguente stima dell’errore commesso

||x(k+1)−x|| ≤ ε
||B||

1−||B||
||x(k)||

Controllo del residuo

L’algoritmo iterativo si ferma quando||r (k)|| ≤ ε oppure||r (k)||

||r (0)||
≤ ε
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