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Introduzione

Obiettivi del corso

@ Introduzione agli strumenti di base e ai metodi numericilpesoluzione di
equazioni differenziali ordinarie ed alle derivate pdlizihe intervengono nei
modelli utilizzati in ingegneria ambientale
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Obiettivi del corso

@ Introduzione agli strumenti di base e ai metodi numericilpesoluzione di
equazioni differenziali ordinarie ed alle derivate pdlizihe intervengono nei
modelli utilizzati in ingegneria ambientale

&

o Trasporto di sostanze inquinanti
@ Simulazioni oceanografiche

@ Previsioni meteorologiche

o ...
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Obiettivi del corso

@ Introduzione agli strumenti di base e ai metodi numericilpesoluzione di
equazioni differenziali ordinarie ed alle derivate pdlizihe intervengono nei
modelli utilizzati in ingegneria ambientale

. ot
Esempi
o Trasporto di sostanze inquinanti
@ Simulazioni oceanografiche

@ Previsioni meteorologiche
o ...

Si descriveranno (alcuni) metodi numerici per la soluzidine

o Sistemi lineari

@ Sistemi non-lineari

o Differenziazione e Integrazione numerica
o Equazioni differenziali ordinarie

o Equazioni alle derivate parziali

-
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Introduzione

@ Animazione 1
@ Animazione 2
@ Animazione 3
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Introduzione

Libri consigliati

@ A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri,'Matematica Numerica”, Springer

o W.H. Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling, B.P. FlannéRumerical
Recipes: The Art of Scientific Computing, Third Editip@ambridge
University Pressht t p: / / www. nr. com

@ Y. Saad,'lterative Methods for Sparse Linear SystemSI1AM,
http://ww«+ users. cs. um. edu/ ~saad/ books. ht m

o J.W. Thomas;Numerical Partial Differential Equations: Finite Diffe¥nce
Methods”, Springer

@ A. Quarteroni,'Modellistica numerica per problemi differenziali"Springer
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Introduzione

Errori nei modelli computazionali

‘ Problema f|S|coxph

o

‘ Soluzione calcolatax,”

/

Problema discretizzatdn(Xy,dn) =

K

Modello matematicoF(x,d) =0

/

@ ey errore del modello matematico

@ e errore del modello computazionale
@ g, errore di discretizzazione

@ e, errore dovuto dall’algoritmo
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Operazioni in virgola mobile

@ Ognix € R tale chexmin < x < Xmax viene convertito irvirgola mobile
fl(-): R — TF, dove

&m

flx) =x(1+3) con|d|<u= %Bl—‘ -

u = precisione macchina (o unita di arrotondamento)
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Operazioni in virgola mobile

@ Ognix € R tale chexmin < x < Xmax viene convertito irvirgola mobile
fl(-): R — TF, dove

Em

flx) =x(1+3) con|d|<u= %Bl—‘ ==

u = precisione macchina (o unita di arrotondamento)
@ Ogni operazione aritmetica R x R — R viene sostituita con

B:RxR—TF x@y = fl(fl(x) o fl(y))
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Operazioni in virgola mobile

@ Ognix € R tale chexmin < x < Xmax viene convertito irvirgola mobile
fl(-): R — TF, dove

&m

flx) =x(1+3) con|d|<u= %Bl—‘ -

u = precisione macchina (o unita di arrotondamento)
@ Ogni operazione aritmetica R x R — R viene sostituita con

B:RxR—T x@y = fl(fl(x) o fl(y))
o Utilizzando la cifra di arrotondamento, € verificata la prefa seguente:

Vx,yeR 3F0€R tc. xpy=(xoy)(1+d) con [6|<u
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Operazioni in virgola mobile

@ Ognix € R tale chexmin < x < Xmax viene convertito irvirgola mobile
fl(-): R — TF, dove

Em

fl(x) = x(1+3) wnmgu:%m4=2

u = precisione macchina (o unita di arrotondamento)
@ Ogni operazione aritmetica R x R — R viene sostituita con

O:RxR—TF x2y = fl(fl(x) ofl(y))
o Utilizzando la cifra di arrotondamento, € verificata la prefa seguente:
Vx,yeR 3F0€R tc. xpy=(xoy)(1+d) con [6|<u
@ Nel caso in cub = + (somma), si ha chedfrore relativo

XEHY— (X+ X| 4+

IXBY— ( ”'gua+uﬂ| ly
X+l X+l
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Operazioni in virgola mobile

Domanda 1:
UtilizzandoH: R x R — F invece di+: R x R — R, valgono le stesse proprieta?

o CommutativitaxHy = yHE X

o Associativita:(xHy) Bz 2 x@ (yB2)
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Introduzione

Operazioni in virgola mobile

Domanda 1:
UtilizzandoH: R x R — FF invece di+: R x R — R, valgono le stesse proprieta?

o CommutativitaxHy = yHE X

o Associativita:(xHy) Bz 2 x@ (yB2)

Domanda 2:

L'operazione di somméd: R x R — [F € sempre caratterizzata da un piccolo error
relativo?
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Introduzione

Costo computazionale

@ Quantita di memoria occupata

o Tempo di calcolo (puo essere stimato in base al numero daajuei
elementari+, —, x, +)
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Costo computazionale

@ Quantita di memoria occupata

o Tempo di calcolo (puo essere stimato in base al numero daajuei
elementari+, —, x, +)

Complessita algoritmica

@ Problema di dimensione

o Stima del costo computazionaln) espressa con la notazione di Land(u)
(O-grande)

c(n) € O(f(n)) pern — +o <= 3ny, IM > 0 t.c.|c(n)| < MIf(n)| Yn > ny
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Costo computazionale

@ Quantita di memoria occupata

o Tempo di calcolo (puo essere stimato in base al numero daajuei
elementari+, —, x, +)

Complessita algoritmica

@ Problema di dimensione

o Stima del costo computazionaln) espressa con la notazione di Land(u)
(O-grande)

c(n) € O(f(n)) pern — +o <= 3ny, IM > 0 t.c.|c(n)| < MIf(n)| Yn > ny

n—-o

. . c(n)
equivalente a lims % < +®
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Costo computazionale

@ Quantita di memoria occupata

o Tempo di calcolo (puo essere stimato in base al numero daajuei
elementari+, —, x, +)

- -

Complessita algoritmica

@ Problema di dimensione

o Stima del costo computazionaln) espressa con la notazione di Land(u)
(O-grande)

c(n) € O(f(n)) pern — +o <= 3ny, IM > 0 t.c.|c(n)| < MIf(n)| Yn > ny

. : c(n)
equivalente a lims % < +®

n—-o

o
Domanda:

Dato un algoritmo poco costoso in tempo e uno poco costos@mana, quale
scegliereste?

o
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Introduzione

Costo di alcune operazioni tipiche in algebra lineare

o Prodotto vettore-vettore
@ Prodotto matrice-vettore
@ Prodotto matrice-matrice
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Introduzione

Costo di alcune operazioni tipiche in algebra lineare

o Prodotto vettore-vettore- O(n)
o Prodotto matrice-vettore- O(n?)
@ Prodotto matrice-matrice> O(n®)
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Introduzione

Costo di alcune operazioni tipiche in algebra lineare

Prodotto vettore-vettore- O(n)
Prodotto matrice-vettore- O(n?)
Prodotto matrice-matrice- O(n®)
Determinante (formula di Leibnitz)

deta) = 5 surio) [

doveo e una permutazione dell'insiend, ... n} e S, I'insieme di tutte le
permutazioni dell'insiemégl,...,n}
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Introduzione

Costo di alcune operazioni tipiche in algebra lineare

Prodotto vettore-vettore- O(n)
Prodotto matrice-vettore- O(n?)
Prodotto matrice-matrice- O(n®)
Determinante (formula di Leibnitz)

deta) = 5 surio) [

doveo e una permutazione dell'insiend, ... n} e S, I'insieme di tutte le
permutazioni dell'insiemégl,...,n}

+/= X
n | (n—=21n!

= O(nn!)
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. . A Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Outline

© Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari
o Metodi diretti
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Dove intervengono
@ Soluzione numerica di una ED2= soluzione di (almeno) un sistema lineare

@ Soluzione di problemi non lineari spesso ricondotta aflaltizione di una
sequenza di sistemi lineari (linearizzazione)

@ Derivate di funzionali vincolati, ...
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Dove intervengono
@ Soluzione numerica di una ED2= soluzione di (almeno) un sistema lineare

@ Soluzione di problemi non lineari spesso ricondotta aflaltizione di una
sequenza di sistemi lineari (linearizzazione)

@ Derivate di funzionali vincolati, ...

La soluzione del sistema lineare € spesso la parte pit
costosa del calcolo

4

Necessita di avere a disposizione algoritmi accurati,
efficienti e robusti
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. . A Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Il problema

Data una matricé € K™" (doveK = {R,C}) e un vettoré € K", trovarex € K"
tale che

Ax=Dhb

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Il problema

Data una matricé € K™" (doveK = {R,C}) e un vettoré € K", trovarex € K"
tale che

Ax=Dhb

Approccio matematico classico (metodo di Cramer)

Se detA) # 0 allorax = A~'b, dove
o A= GaCT, conCj = (—1)" I
o M;j el (i,j)-esimominoredi A
Stima del costoc(n) ~ O(n’n!) (per i metodi numerici invecee(n) < O(n%))
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Il problema

Data una matricé € K™" (doveK = {R,C}) e un vettord € K", trovarex € K"
tale che

Ax=Dhb

Approccio matematico classico (metodo di Cramer)
Se detA) # 0 allorax = A~'b, dove
o Al= det(A)C conCj = (—1)"IV;
o M;j el (i,j)-esimominoredi A
Stima del costoc(n) ~ O(n’n!) (per i metodi numerici invecee(n) < O(n%))

Esempioin=20et, ~ 10 °s

|
|
[
©
2
A A
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Il problema

Data una matricé € K™" (doveK = {R,C}) e un vettord € K", trovarex € K"
tale che

Ax=Dhb

Approccio matematico classico (metodo di Cramer)
Se detA) # 0 allorax = A~'b, dove
o Al= det(A)C conCj = (—1)"IV;
o M;j el (i,j)-esimominoredi A
Stima del costoc(n) ~ O(n’n!) (per i metodi numerici invecee(n) < O(n%))

Esempioin=20et, ~ 10 °s
@ metodo di Cramer: 309 secoli
o metodi numerici: 8-10%s

|
|
|
)
| 2
A\

-
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Risoluzione di sistemi lineari

Il problema

Data una matricé € K™" (doveK = {R,C}) e un vettord € K", trovarex € K"
tale che

Ax=Dhb

Approccio matematico classico (metodo di Cramer)
Se detA) # 0 allorax = A~'b, dove
o Al= det(A)C conCj = (—1)"IV;
o M;j el (i,j)-esimominoredi A
Stima del costoc(n) ~ O(n’n!) (per i metodi numerici invecee(n) < O(n%))

Esempioin=20et, ~ 10 °s
@ metodo di Cramer: 309 secoli
o metodi numerici: 8-10%s

|
|
|
)
| 2
A\

Per i problemi reali si arriva anchena= 10’ — 10°

-
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Autovalori e autovettori

@ SeAx=Axconx#0 = A éunautovaloree x & unautovettore
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Autovalori e autovettori

@ SeAx=Axconx#0 = A éunautovaloree x & unautovettore

o Linsieme degliautovaloridi A & chiamatpettrodi A e verra denotato con
a(A)
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Autovalori e autovettori

@ SeAx=Axconx#0 = A éunautovaloree x & unautovettore

o Linsieme degliautovaloridi A & chiamatpettrodi A e verra denotato con
a(A)
@ Gli autovalori sono le soluzioni defquazione caratteristica

pa(A) =de(A—A1)=0

dovepa(A) € chiamatgolinomio caratteristico
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Autovalori e autovettori

@ SeAx=Axconx#0 = A éunautovaloree x & unautovettore

o Linsieme degliautovaloridi A & chiamatpettrodi A e verra denotato con
a(A)

@ Gli autovalori sono le soluzioni defquazione caratteristica
pa(A) =detA—Al)=0
dovepa(A) € chiamatgolinomio caratteristico

o det(A) = Iﬁl)\i e tr(A)= i/\i
i= i=1

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Autovalori e autovettori
@ SeAx=Axconx#0 = A éunautovaloree x & unautovettore

o Linsieme degliautovaloridi A & chiamatpettrodi A e verra denotato con
a(A)

@ Gli autovalori sono le soluzioni defquazione caratteristica
pa(A) =defA—Al)=0
dovepa(A) € chiamatgolinomio caratteristico
o det(A) = _ﬁ)\i e tr(A) = i Ai
i= i=1

A) = max |A
e p(A) AEG(A)I

e chiamataaggio spettraledi A

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Autovalori e autovettori

@ SeAx=Axconx#0 = A éunautovaloree x & unautovettore

o Linsieme degliautovaloridi A & chiamatpettrodi A e verra denotato con
a(A)
@ Gli autovalori sono le soluzioni defquazione caratteristica

pa(A) =defA—Al)=0
dovepa(A) € chiamatgolinomio caratteristico
n n
o detA) = I_l)\i e tr(A)= Z A
= i=1

A) = max |A
e p(A) AEG(A)I

e chiamataaggio spettraledi A

@ SeA é triangolare i suoi autovalori sono gli elementi sulla diagle
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. . A Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Decomposizione ai valori singolari (Singular Value Decasifion, SVD)

SiaA € C™", Esistono allora due matrici unitarié € C™M eV € C"™" tali che
U"AV =3 =diagy,...,0p)  con p=min(mn)

eo1 > ... > 0gp > 0. | numerig; sono chiamatvalori singolaridi A.
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Definizione di prodotto scalare

Un prodotto scalaresu uno spazio vettorialé definito su un camp& € un
applicaziond-,-): V x V — K che soddisfa le seguenti proprieta:

@ elinearerispetto ai vettori dV, cioe:

(x+Azy) =y(Xy)+A(zy), W¥xy,zeV, VyAcK

@ éhermitiang cioé(x,y) = (y,x), VX, yeV
Q édefinita positivacioé: (x,x) > 0 e (x,x) = 0 se e solo sg =0
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Definizione di norma

SiaV uno spazio vettoriale su un camfo Diremo che I'applicaziong:||: V — K
€ unanormasuV se sono verificate le seguenti proprieta

Q |lv[|>0 WeVellv||=0seesolose=0
Q |lav||=lal|lv|]] VaeK,WeV
Q |[v+w|| <[]+ |w|]| Wv,w e V (disuguaglianza triangolare)
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Definizione di norma

SiaV uno spazio vettoriale su un camgo Diremo che I'applicaziong:||: V — K
€ unanormasuV se sono verificate le seguenti proprieta

Q |lv[|>0 WeVellv||=0seesolose=0
Q |lav||=lal|lv|]] VaeK,WeV
Q |[v+wl|| <|v||+||w|]| Wv,w eV (disuguaglianza triangolare)

Esempi di normex € R")
@ p-norme

o= (3 kP)?  1<p<e
2

@ norma del massim norma infinitg

[[X[[eo = max ||
1<i<n
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. . T Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Per ogni coppix,y € R" si ha

|, y)| = IXTy] < [IX]l2]lyll2
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
Per ogni coppix,y € R" si ha

|y = [XTy| < ||x[]2]Iy]|2

Disuguaglianza di Hélder
Per ogni coppix,y € R" si ha

1 1
|<X7y>|§||x||p||y||q7 COHB+a:1

A\
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Per ogni coppix,y € R" si ha

|y = [XTy| < ||x[]2]Iy]|2

Disuguaglianza di Hélder

Per ogni coppix,y € R" si ha

1 1
[y < ixdlliylla,  con S+ =1

Equivalenza fra norme

Due normg|-||p € ||-||q SuV sonoequivalentise esistono due costanti positissg e
Cpq tali che

Cal[X[lg < |IX|[p < Cpql[X[lg VX €V
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Per ogni coppix,y € R" si ha

|y = [XTy| < ||x[]2]Iy]|2

Disuguaglianza di Hélder

Per ogni coppix,y € R" si ha

1 1
[y < ixdlliylla,  con S+ =1

Equivalenza fra norme

Due normg|-||p € ||-||q SuV sonoequivalentise esistono due costanti positissg e
Cpq tali che

Cal[X[lg < |IX|[p < Cpql[X[lg VX €V

In uno spazio normato di dimensione finita, tutte le norme son equivalenti
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Norme di matrici
@ Norma di Frobeniugo norma Euclidea

Al =] 3 lagl? = rant)
i,)=1

o Norma naturalgo norma indotta

AX
IIAIIp=SU|O|| e
x£0 |1X[|p

° |lAlla = max ZI&JI

Alle = max
o [|Al|e i:l.,.--7'“121|a|J|

o seA é reale e simmetrica, allofgA||2 = p(A)
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Stime pet|-||2
gy | <l < mawane |
A <[|All2 < v/Al|A]e

=L <[IAll2 < vAllAllL

A2 < VA2l [Alle
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Stime pet|-||2
gy | <l < mawane |
A <[|All2 < v/Al|A]e

=L <[IAll2 < vAllAllL

[1All2 <VI[IAl][Al]e

Norme naturali: proprieta

Q [|AxX]lp < [IAllpX[lp

Q [[llp=1
Q [|AB]lp < [|AllplIBllp
Q p(A) <|Allp
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. . T Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Normeconsistenti

Una norma di matricg| - ||| si diceconsistent&on una norma di vettori¢|| se

AT < [[IAIT]IXI]~ vx € R"

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'lngegreeAmbientale



Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Normeconsistenti

Una norma di matricg| - ||| si diceconsistent&on una norma di vettori¢|| se

A <IIAIIIXII  vxeR"

@ Le norme naturali sono norme consistenti
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Normeconsistenti

Una norma di matricg| - ||| si diceconsistent&on una norma di vettori¢|| se

A <IIAIIIXII  vxeR"

@ Le norme naturali sono norme consistenti
o Sial|-|| una norma consistente. Allog(A) < ||A||
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Normeconsistenti
Una norma di matricg| - ||| si diceconsistent&on una norma di vettori¢|| se

A <IIAIIIXII  vxeR"

@ Le norme naturali sono norme consistenti
o Sial|-|| una norma consistente. Allog(A) < ||A||

@ Siag > 0. Allora esiste una norma consistefjt§a . tale che
[|Allae < P(A)+€
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Normeconsistenti
Una norma di matricg| - ||| si diceconsistent&on una norma di vettori¢|| se

A <IIAIIIXII  vxeR"

@ Le norme naturali sono norme consistenti
o Sial|-|| una norma consistente. Allog(A) < ||A||

@ Siag > 0. Allora esiste una norma consistefjt§a . tale che
[|Allae < P(A)+€

> p(A) =infliA|
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Normeconsistenti

Una norma di matricg| - ||| si diceconsistent&on una norma di vettori¢|| se

IAX]] < TIAJI[IX]]  ¥x € R"

A\

@ Le norme naturali sono norme consistenti
o Sia||-|| una norma consistente. AlloggA) < ||A|]

@ Siag > 0. Allora esiste una norma consistefjt§a . tale che
[|Allae <P(A)+€
° p(A)=nfllAl

| A\

Potenze di matrici: convergenza

imAK=0 < pA<1

k—oo

A\
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

Numero di condizionamento

Kp(A) = [|Al[p [|A~]p

dovel|A||p = sup|| o g not cheKp(A) > 1.
x#£0 || ||
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" " : " . Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

Numero di condizionamento

Ko(A) = ||Allp ||A™]p

dovel|A||p = sup”|| |:Lp Si noti cheKp(A) > 1.

| A

Analisi a priori
Come reagisce la soluzioesattadi un sistema linearx = b al variare dei dati?

o
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" " : " . Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

Numero di condizionamento

Ko(A) = ||Allp ||A™]p

dovel|A||p = sup”|| |:Lp Si noti cheKp(A) > 1.

| A

Analisi a priori
Come reagisce la soluzioesattadi un sistema linearx = b al variare dei dati?
o Perturbazione db: A(x+ dx) =b+ db

[19b][p
|Ibllp

1 _[[obflp _ [19Xllp

@ Bl = [l P

o
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" " : " . Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

Numero di condizionamento

Ko(A) = ||Allp ||A™]p

dovel|A||p = sup”|| |:Lp Si noti cheKp(A) > 1.

| A

Analisi a priori
Come reagisce la soluzioesattadi un sistema linearx = b al variare dei dati?
o Perturbazione db: A(x+ dx) =b+ db

1 [Iobflp _ [Ioxllp |19b]lp
< < Kp(A
Ko(A) Ilbllp = IIx[lp — Ay |Ibllp
o Perturbazione di: (A+ 0A)(X+0x) =b
[19X[lp Kp(A) [10Alp

[Xllp = 1= Kp(A)[[0A[lo/[|Allp [|Allp )



" " : " . Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

o Kp(A) ~ 1= le perturbazioni sui dati non influenzano “eccessivameinte”
risultati = sistemében condizionato
@ Nella risoluzione numerica di una EDP il tipo di matrice chet§ene
dipende:
o dal problema
o dal metodo di discretizzazione usato
o dalla “qualita” della griglia di calcolo
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

o Kp(A) ~ 1= le perturbazioni sui dati non influenzano “eccessivameinte”
risultati = sistemaben condizionato

@ Nella risoluzione numerica di una EDP il tipo di matrice chet§ene
dipende:

o dal problema
o dal metodo di discretizzazione usato
¢ dalla “qualita” della griglia di calcolo

Precondizionamento

Invece del sistemAx = b si risolve il sistema equivalente
PAXx = Pb

dove la matricd®A & ben condizionate,(PA) < Kp(A).
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" " : " . Metodi diretti
Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari i

Condizionamento e stabilita

o Kp(A) ~ 1= le perturbazioni sui dati non influenzano “eccessivameinte”
risultati = sistemaben condizionato

@ Nella risoluzione numerica di una EDP il tipo di matrice chet§ene
dipende:

o dal problema
o dal metodo di discretizzazione usato
¢ dalla “qualita” della griglia di calcolo

Invece del sistemAx = b si risolve il sistema equivalente
PAXx = Pb

dove la matricd®A & ben condizionate,(PA) < Kp(A).
o Minore propagazione degli errori di arrotondamento
@ Aumento della velocita di convergenza dei metodi di riswloe iterativi
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Condizionamento e stabilita

Stabilita di un algoritmo

Si tratta di sapere quanto la soluzione di un sistem linetie@wota con
un dato algoritma sensibile a piccoli errori sui daie b.

o Un algoritmo e dettstabilese non amplifica “eccessivamente” le
perturbazioni sui dati
@ Due nozioni complementari:

e condizionamento di una matricehe esprime la sensibilita della soluzione esatta
agli errori di arrotondamento

¢ stabilita di un algoritme che € legata all’amplificazione degli errori dovuta
all'agoritmo di risoluzione usato

@ per una buona risoluzione di un sistema lineare bisognaawvex matrice non
troppo mal condizionata e un algoritmo sifficientementbitta

-
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Metodi di risoluzione

Classificazione

o METODI DIRETTI: in assenza di errori di arrotondamento, darte
soluzione esatta in un numero finito di operazioni

o METODI ITERATIVI: la soluzione & ottenuta come limite di usaccessione
o METODI MISTI
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Witz @l

Fattorizzazioné.U ed eliminazione gaussiana

Fattorizzazione LU

Considerare la matrice del sistema lineAre= b come prodotto di due matrici
A=LU
dove

o L etriangolare inferiore Ljj = 0 perj > i (L =lower)
o U etriangolare superioreU;; = 0 peri > j (U =upper)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Fattorizzazioné.U ed eliminazione gaussiana

Fattorizzazione LU

Considerare la matrice del sistema lineAre= b come prodotto di due matrici
A=LU

dove
o L etriangolare inferiore Ljj = 0 perj > i (L =lower)
o U etriangolare superioreU;; = 0 peri > j (U =upper)

ot
La soluzione del sistem@x = b & ottenuta risolvendo due sistemi triangolari
QLy=>b
Q@ Ux=y
ot
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Fattorizzazioné.U ed eliminazione gaussiana

Fattorizzazione LU
Considerare la matrice del sistema lineAre= b come prodotto di due matrici
A=LU

dove
o L etriangolare inferiore Ljj = 0 perj > i (L =lower)
o U etriangolare superioreU;; = 0 peri > j (U =upper)

La soluzione del sistem@x = b & ottenuta risolvendo due sistemi triangolari
Q Ly=b
Q@ Ux=y

Vantaggio

Linversione di una matrice triangolare & facile e poco osatO(n?)

A\

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Soluzione di sistemi triangolari

o Matrici triangolari inferiori (x = b) : sostituzione in avanti

l11
1

Xi:ﬁ(bi_;iTlijxj) i=2,...,n

X1

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Soluzione di sistemi triangolari

o Matrici triangolari inferiori (x = b) : sostituzione in avanti

by
l11

XiZ%(bi—;iTthj) i=2,....n

@ Matrici triangolari superiorilUx = b): sostituzione all'indietro

X1 =

bn
Xn = —
i Unn
n
X = ( Ui ) i=n-1,...,1
Uii lel 1%

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Soluzione di sistemi triangolari

o Matrici triangolari inferiori (x = b) : sostituzione in avanti

l11

XiZ%(bi—;iTthj) i=2,....n

@ Matrici triangolari superiorilUx = b): sostituzione all'indietro

X1

bn
Xn=—
i Unn
1 b n .
Xiz—(i— Uinj) i=n-1,...,1
Ui j:Zrl
N A x |+ )
¢ Costo computazionale:sm——1Tnmn=1 . = O(n%)
i R

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

Algoritmo che permette di ridurre il sistend& = b in un sistema equivalente
Ux = b, doveU & una matrice triangolare superiore.
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

Algoritmo che permette di ridurre il sistend& = b in un sistema equivalente
Ux = b, doveU & una matrice triangolare superiore.

o SiaA® = A, b = b e supponiamo cha} # 0
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

Algoritmo che permette di ridurre il sistend& = b in un sistema equivalente
Ux = b, doveU & una matrice triangolare superiore.

o SiaA® = A, b = b e supponiamo cha} # 0

@ Introduciamo imoltiplicatori m; = 311 (| =2,3,...,n)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

Algoritmo che permette di ridurre il sistend& = b in un sistema equivalente
Ux = b, doveU & una matrice triangolare superiore.

o SiaA® = A, b = b e supponiamo cha} # 0
@ Introduciamo imoltiplicatori m; = 311 (| =2,3,...,n)

@ Sottraendo dalla rigala prima riga moltlpl|cata pem1 si ha il sistema
equivalenteA@x = b(?, dove

) @ 1 1
$g- % (5
A _ 0 ay &n e p@_ by
I 2

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

Algoritmo che permette di ridurre il sistend& = b in un sistema equivalente
Ux = b, doveU & una matrice triangolare superiore.

o SiaA® = A, b = b e supponiamo cha} # 0
@ Introduciamo imoltiplicatori m; = 311 (| =2,3,...,n)

@ Sottraendo dalla rigala prima riga moltlpl|cata pem1 si ha il sistema
equivalenteA@x = b(?, dove

1 1 1 1
Ay dy e !
A2 _ 0 ay, ... ay e p@— b,
0 &% .. a¥ b2

o Ripetere il procedimento per le righe-2,3,...,n
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione di Gaussiana

o All'ultima iterazione abbiamo
1 1 1 1
£ 4
0 ay n by
X = :
0 : :
0 an) oy
@ Ricapitolando, pek=1,2,...,n
mk:% i=k+1,....n
akk
afk” a1J mkaﬁ;) i,j=k+1,...,n
b — b — i=k+1,...,n

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

Costo computazionale

Perk=1,2,...,n

mk=a"(—"k) i=k+1,...,n
akk
al(k+l _a” MkaSj() i,j=k+1,...,n
bi(k+1) _ bi<k) _ Mkb;((k) i=k+1,....n
S — X -
0 n(n+I)(n—-1) | n(n+I)(n-1) | n(n-1) = O(n3)
3 3 2
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

o L'eliminazione gaussiana puo essere usata sohﬁ'%eé 0 (pivot)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

@ L'eliminazione gaussiana puo essere usata sohﬁkgeé 0 (pivot)

° Seal((kk) = 0 si permuta la rig& con un’altrarigg (k < j <n) dovea]-(,f) #0
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

e . . R K .
@ L'eliminazione gaussiana puo essere usata sohﬁkgeé 0 (pivot)
° Seal((kk) = 0 si permuta la rig& con un’altrarigg (k < j <n) dovea]-(lf) #0

° Sea]-(,f) =0 (k <j < n) allora la matriceA é singolare

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

o L'eliminazione gaussiana puo essere usata sohé'%eé 0 (pivot)
° Seal((kk) = 0 si permuta la rig& con un’altrarigg (k < j <n) dovea]-(,f) #0
° Sea]-(,f) =0 (k< j < n) allora la matriceA é singolare

o Corollario: I'eliminazione gaussiana associata a undegjia di pivot &€ sempre
possibile per una matrice non singolare
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana

o L'eliminazione gaussiana puo essere usata soh{f%eé 0 (pivot)

©

Seal((kk) = 0 si permuta la rig& con un’altrarigg (k < j <n) dovea]-(,f) #0

©

Sea]-(,f) =0 (k< j < n) allora la matriceA é singolare
Corollario: I'eliminazione gaussiana associata a undegjia di pivot &€ sempre
possibile per una matrice non singolare

@ Alcune matrici per cui I'eliminazione gaussiana puo ess@micatasenza
pivotingsono:
e Matrici a diagonale dominante per righe (matrici per |eyi > z | | con

©

; =LA
i=1...,n)

e Matrici a diagonale dominante per colonne (matrici per|ajl > z |aji | con
; j=LjA
i=1...,n)

o Matrici simmetriche e definite positive
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

la fattorizaagiLU

o SiaN() la matrice con elementi nulli tranne I'elemento nella pasie (i, j )
parial

o

M. Martinelli Soluzioni Analitiche e Numeriche Applicate all'IngegreeAmbientale



Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

Equivalenza tra I'eliminazione gaussiana la fattorizaaeilL U

o SiaN() la matrice con elementi nulli tranne I'elemento nella pasie (i, j )
parial

o N(IJ)N(FS) 7& 0 Rt J =T

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

Equivalenza tra I'eliminazione gaussiana la fattorizaaeilL U

o SiaN() la matrice con elementi nulli tranne I'elemento nella pasie (i, j )
parial

o NUINIS 20 < j=r

@ Sommare alla-esima rigan-volte la rigaj, equivale a moltiplicare a sinistra
per la matricd + aN()

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

Equivalenza tra I'eliminazione gaussiana la fattorizaaeilL U

o SiaN() la matrice con elementi nulli tranne I'elemento nella pasie (i, j )
parial

o N(IJ)N(FS) 7& 0 Rt J =T

@ Sommare alla-esima rigao-volte la rigaj, equivale a moltiplicare a sinistra
per la matricd + aN()

@ Eliminazione degli elementi sott@&?)

(1 = M ,kNKEERY (1 =m0 NEF2R) (1 — my NOKHAK) —

(= 3 mNEAl —
ikl

MAK = aAlk+D)

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

Equivalenza tra I'eliminazione gaussiana la fattorizaaeilL U

o SiaN() la matrice con elementi nulli tranne I'elemento nella pasie (i, j )
parial

o N(IJ)N(FS) 7& 0 Rt J =T

@ Sommare alla-esima rigao-volte la rigaj, equivale a moltiplicare a sinistra
per la matricd + aN()

@ Eliminazione degli elementi sott@&?)

(1 — My eNEFLRY (1 — mye 2 NEF2R) (1 — g (NORHAK) =
(= 3 mNEAl —
ikl

MAK = aAlk+D)

@ In definitivasiha: Mp_1Mp_2...MjA=MA=U

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

1 0. 0 1 0 0
—Mpy 1 0 1

il = 0 1 ) M= mg 1
~My 0 0 1 0 -mp 0 1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

1 0 0 1 0 0
—mp; 1 0 1
My = 0 1 Mz = —mg; 1

-mz1 O O 1 0O —my O 1
1 0 0
—Mpy 1

MaMy = ; —-mgx 1

—My —Mmyp 0 1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

—Mz2

—My —My ... —Mypg 1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

1 0 0
—mp1 1
bl = : —Mg2
: : . 0
—My —My ... —Mypg 1
1 o ... 0
my 1
Mt=21-M= Mo
: : " 0
My My ... Mp1 1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Eliminazione gaussiana e fattorizzazione LU

1 0 0
—mpy; 1
M= : —Mgp
: : c 0
—My —My ... —Mypg 1
1 0o ... 0
my 1
71 _ _
M= =2 —-M= Me2
: 0
My Mep Mn-1 1
PoichéA =M~1U si ha
L=M1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Witz @l

...ancora riguardo al pivoting

@ Py = Matrice di permutazione tra la ridee la rigaix > k
o (P) 1= (P)T =P«
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

...ancora riguardo al pivoting

o Py = Matrice di permutazione tra la ridee la rigaiyx > k
o (P) 1= (P)T =P«
o Applicazione diPy prima diAK

Mn_1Pn_1Mn_2Pn_2...M1P1A= MA = U

@ M~! non & pit triangolare inferiore
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

...ancora riguardo al pivoting

o Py = Matrice di permutazione tra la ridee la rigaiyx > k
o (P) 1= (P)T =P«
o Applicazione diPy prima diAK

Mn_1Pn_1Mn_2Pn_2...M1P1A= MA = U

@ M~! non & pit triangolare inferiore
o Introducendd® = P,_;...P; si ha

PA= (PM YU

dove(PM~1) & triangolare inferiore> poniamoL = PM—1
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

...ancora riguardo al pivoting

o Py = Matrice di permutazione tra la ridee la rigaiyx > k
(P) "t = (Pu)T =Py
o Applicazione diPy prima diAK

©

Mn_1Pn_1Mn_2Pn_2...M1P1A= MA = U

@ M~! non & pit triangolare inferiore
o Introducendd® =P,_;...P;siha
PA= (PM YU
dove(PM~1) & triangolare inferiore> poniamoL = PM—1
@ L eU sono calcolate con I'eliminazione gaussiana partendeAda
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

...ancora riguardo al pivoting

o Py = Matrice di permutazione tra la ridee la rigaiyx > k
o (Pt =(P)T =P«
o Applicazione diPy prima diAK

Mn_1Pn_1Mn_2Pn_2...M1Pi1A=MA=U
@ M~! non & pit triangolare inferiore
o Introducendd® = P,_;...P; si ha

PA= (PM YU

dove(PM~1) & triangolare inferiore> poniamoL = PM—1
@ L eU sono calcolate con I'eliminazione gaussiana partendeAda
@ Una volta ottenutd, L eU si risolvono

O Ly="FPb
Q Ux=y
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Algoritmo di Doolittle (Fattorizzazione compatta)

o La fattorizzazione LU equivale a trovare i coefficieljtie u; che soddisfano

m|n

Z lir U
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Algoritmo di Doolittle (Fattorizzazione compatta)

o La fattorizzazione LU equivale a trovare i coefficieljtie u; che soddisfano

m|n

Z lir U

@ Supponiamo che le prime— 1 colonne diL e U siano disponibili dy, = 1

Allora
k—1

ZIkrUrJ+ukJ J:k,,n
1

ajk = lerurk+|ikukk i=k+1,...,n
r=
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Metodi diretti

Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari

Algoritmo di Doolittle (Fattorizzazione compatta)

o La fattorizzazione LU equivale a trovare i coefficieljtie u; che soddisfano

m|n

Z lir U

@ Supponiamo che le prime— 1 colonne diL e U siano disponibili dy, = 1

Allora
k—1

ZIkrUrJ+ukJ J:k,,n
1

ajk = lerurk+|ikukk i=k+1,...,n
r=

@ Riordinando i termini, pek=1,...,n

Ukj = aj — zlkrurj i=k...,n
1 =t k-1 )
Iik:_(aik_ IirUrk) |:k+1,...,n
Ukk =
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Fattorizzazione di Cholesky

SiaA € R™" una matricesimmetricae definita positiva Allora esiste un’unica
matrice triangolare superiok¢ con elementi sulla diagonale strettamente positi
tale che

A=H"H

Gli elementihy; di H possono essere calcolati con il seguente algoritmos= /a1
e, pern=2,...,n

1 = _ _
hyj = h_”(a” —k;hikhjk) ji=1,...,i—-1

hij = (aii - :(illhﬁ() e
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

@ Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

@ Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b

@ Siaz =x— X la differenza tra la soluzione esatta (sconosciuta) e guell
approssimata.
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

@ Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b

@ Siaz =x— X la differenza tra la soluzione esatta (sconosciuta) e guell
approssimata.

@ Siar =b — AX il residuo
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

@ Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b

@ Siaz =x— X la differenza tra la soluzione esatta (sconosciuta) e guell
approssimata.

@ Siar =b— AXil residuo
@ Con le quantita appena introdotte abbiafzo=r
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

]

Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b

@ Siaz =x— X la differenza tra la soluzione esatta (sconosciuta) e guell
approssimata.

Siar = b — AX il residuo
Con le quantita appena introdotte abbiafzo=r
Si puo definire dunque I'algoritmo

©

©

©

r0 — b Ax®)
Az — ()
gletD) — 2 4 7K
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

]

Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b

@ Siaz =x— X la differenza tra la soluzione esatta (sconosciuta) e guell
approssimata.

Siar = b — AX il residuo
Con le quantita appena introdotte abbiafzo=r
Si puo definire dunque I'algoritmo

©

©

©

r0 — p— A%
Az — (K
glk+1) — (9 4 70
o lim x®

k—co

=X
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Raffinamento successivo della soluzione

@ Supponiamo di avere una soluzione approssialal sistemadx = b

@ Siaz =x— X la differenza tra la soluzione esatta (sconosciuta) e guell
approssimata.

@ Siar =b— AXil residuo
@ Con le quantita appena introdotte abbiafzo=r
@ Si puo definire dunque I'algoritmo

r0 — p— A%
Az — (K
glk+1) — (9 4 70
o lim x® =x
k—s 00

o La fattorizzazione LU viene eseguita una volta sola
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Matrici sparse

@ Una matriceA € R"*" é ritenutasparsase ha un numero di elementi non null
dell'ordine diO(n) (invece ched(n?))
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Matrici sparse

@ Una matriceA € R"*" é ritenutasparsase ha un numero di elementi non null
dell'ordine diO(n) (invece ched(n?))

@ Soluzione di EDP mediante differenze finite, elementi fiaitiolumi finiti =
matrici sparse di grandi dimensioni
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Matrici sparse

@ Una matriceA € R"*" é ritenutasparsase ha un numero di elementi non null
dell'ordine diO(n) (invece ched(n?))

@ Soluzione di EDP mediante differenze finite, elementi fiaiiolumi finiti =
matrici sparse di grandi dimensioni

@ Sono stati definiti metodi diretti efficienti per matrici $pa con struttura
particolare (matrice a banda, tridiagonale, a blocchi,)ecc
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Matrici sparse

@ Una matriceA € R"*" é ritenutasparsase ha un numero di elementi non null
dell'ordine diO(n) (invece ched(n?))

@ Soluzione di EDP mediante differenze finite, elementi fiaiiolumi finiti =
matrici sparse di grandi dimensioni

@ Sono stati definiti metodi diretti efficienti per matrici $pa con struttura
particolare (matrice a banda, tridiagonale, a blocchi,)ecc

o In generale, il processo di fattorizzazione non consergpéasita (fenomeno
delfill-in) = alto costo in termini di memoria necessaria

o Ultilizzo di algoritmi di riordinamento (Cuthill-McKee, Rerse Cuthill-McKee,
etc.)
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Matrici sparse

@ Una matriceA € R"*" é ritenutasparsase ha un numero di elementi non null
dell'ordine diO(n) (invece ched(n?))

@ Soluzione di EDP mediante differenze finite, elementi fiaitiolumi finiti =
matrici sparse di grandi dimensioni

@ Sono stati definiti metodi diretti efficienti per matrici $pa con struttura
particolare (matrice a banda, tridiagonale, a blocchi,)ecc

o In generale, il processo di fattorizzazione non consergpéasita (fenomeno
delfill-in) = alto costo in termini di memoria necessaria

o Ultilizzo di algoritmi di riordinamento (Cuthill-McKee, Rerse Cuthill-McKee,
etc.)

@ Per matrici sparse non strutturate di grande dimensionetadniterativi sono

spesso utilizzati come alternativa ai metodi diretti

o
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Witz @l

Matrici tridiagonali: algoritmo di Thomas

ais C O
b2 a

Ch-1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Witz @l

Matrici tridiagonali: algoritmo di Thomas

A | P2 2
. + Cp-1
0 b an
1 O a; Cp 0
B 1 :
L= o U= az

S [

0 B 1 0 o
Dovea; =a; e, per=2,...,n
bi

B = =, =e —Bici1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Witz @l

Matrici tridiagonali: algoritmo di Thomas

A | P2 2
. + Cp-1
0 b an
1 O a; Cp 0
B 1 :
L= D U= a2
. . ‘. . Cn—1
0O pm 1 0 an
Dovea; =a; e, per=2,...,n
b.
B = a|—_'1 ai=a —Bici1
Costo computazional H/— | X h = O(n)
"h—1|n-1|{n-1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Algoritmo di Thomas peAx = f (A tridiagonale)

Dobbiamo risolverdy = f e Ux =y con

1 0 a; Cp 0
B 1 :
L= D U= a2
. . - . . Cn_l
0 51 0 o

@ Ly =f = Sostituzione in avanti:
yi=f, yi=fi—-By1 i=2..n

@ Ux =y = Sostituzione all'indietro:

Yn="-, X =(Yi—CiXi11)/qi i=n-1,...,1
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Metodi numerici per la risoluzione di sistemi lineari Metodi diretti

Algoritmo di Thomas peAx = f (A tridiagonale)

Dobbiamo risolverdy = f e Ux =y con

1 0 a; Cp 0
B 1 :
L= D U= a2
. . - . . Cn_l
0 51 0 o

@ Ly =f = Sostituzione in avanti:
yi=f, yi=fi—-By1 i=2..n

@ Ux =y = Sostituzione all'indietro:

Yn="-, X =(Yi—CiXi11)/qi i=n-1,...,1

. +/— X <
| .
Costo computazmna.,?(n D 201 | 1 = 0O(n)
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