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1. Si inseriscono due palline in un’ urna; ciascuna di esse puo essere blu o rossa con uguale
probabilita. Si eseguono due estrazioni con rimpiazzo; se entrambe le palline estratte sono
rosse, quale la probabilita che

(i) entrambe le palline nell’'urna fossero rosse 7

(7i) se si estrae nuovamente una pallina questa sia rossa ?

Soluzione. Definiamo gli eventi:

R1= “la pallina 1 ¢ rossa”; Ro= “la pallina 2 & rossa”;
Y1= “la prima pallina estratta e rossa”; Yo= “la seconda pallina estratta e rossa”;
Abbiamo P(R;) = P(R2) = 1/2. Si chiede

(i) La probabilita richiesta ¢ P({R; N R2}|{Y1 N Y2}) per la quale, usando Bayes, abbiamo

PRI NR}{ViNnYa}) = P({Y1NY2}[{R1 N Ry}) P(Ry N Ry)

P(Y1NYs)
Ora:
P{YinYa}{RiNRy}) =1
1
P(RiNRy) = 1
P(Y1 N YQ) = P({Yl N Y2}|{R1 N RQ}) P(Rl N Rg)
+P({Y1 NYo}|{R1 N RS}) P(R1 N RS)
+P({Y1 N Y2} {R] N Re}) P(RY N Ra)
+P({Y1 N Y2}{R] N R3}) P(R{ N RS)
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e quindi
11/4 81 2
P({RlﬂRQH{YleZ})—W—gz—g

(i1) Sia Y= “la pallina estratta ¢ rossa”; la probabilita richiesta &: P(Y|Y7 NY2). Abbiamo

POV _ 8 by 1 v ava))

PY|Y1NY;) =
(YY1 NY3) PY: N Ya) 3




Inoltre, usando le probabilita totali ed indicando, per brevita, A =Y N{Y; NYa},

P(Y N {Y1 N YQ}) =
+P(A{R{ N R2})

e quindi

P(A{Ri N Ry}) P
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(RiN Ry) + P(A{R:1 N RS})
P(R{ N R2) + P(A|{R{ N RS})

P(R; N RS)
P(R{N R3)

. Siano X ed Y due variabili aleatorie indipendenti uniformi sull’intervallo [0, 1]. Determinare:

E[X =Y
o E[Maz(X,Y)];
o E[Min(X,Y));
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X2 +Y?;
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Soluzione.

Siha fx(z) =1se0 <z <1led fx(z) =0 altrimenti. Analogamente fy(y) = 1 se

0 <y<1led fy(y) =0 altrimenti. Inoltre, siccome X ed Y sono indipendenti, fxy (z,y) =1 se
0<ax,y<1le fyy(z,y) =0 altrimenti. Indichiamo con D il dominio D = {(z,y) € R?,t.c.0 <

x,y <1}
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E[Min(X,Y)] = //DMm(x,y) fxy(z,y)dedy =

1 T 1 1
:/ dm/ ydy—l—/ dx/ rxdy =
0 0 0 x
12 1
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E[(X +Y)?) = /D (x4 1) fxy(z,y) de dy =

1 1 1 1
:/ dm/ (:U—I—y)Qdy:/ dac/ (22 + % + 2zy) dy =
0 0 0 0
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3. Un insieme di misurazioni del punto di fusione del piombo fornisce i seguenti dati, in gradi
centigradi:

330, 328.6 342.4 334 337.5 341 343.3 329.5 322 331

Supponendo che i dati provengano da una popolazione normale di varianza incognita, determi-
nare gli intervalli di confidenza al 90%, 95 % e 99% per la media.

Soluzione. 1l rango del campione ¢ n = 10 e dobbiamo usare la distribuzione di Student
con 9 gradi di liberta. Dalle tavole di Student abbiamo: tp05(9) = 1.833, t0.025(9) = 2.262 e
t0.005(9) = 3.25. Dai dati abbiamo X = 333.9 e S2 = 48.5. Gli intervalli di confidenza sono
pertanto:
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Al 90%: _X NG t0.05(9) \/ﬁ t0.05(9 )] = [329.9, 338.0]
— S

Al 95%: _X \F to 025( ) \F to 025( ):| = [328.9, 338.9]
— S S

Al 99%2 -X \/» to 005(9) \/» to 005(9):| = [326.8, 341.1]



4. Su un ponte passano in media 10 pedoni al minuto, e il numero di pedoni che transitano attra-
verso il ponte segue una legge di Poisson. Una cellula fotoelettrica viene posizionata alla fine
del ponte ma, per costruzione, non riesce ad effettuare piu di 20 conteggi. Se Y e il numero di
conteggi effettuati dallo strumento, qual ¢ la sua distribuzione 7

Soluzione. Sia X il numero di pedoni che passano al minuto. Abbiamo

10 10°
P(X:k:)ze ?, k:O,l,Q,...
10 107
P(Y:k‘):e F, k:O,l,Q,...,lg
> 10%
PY=20)=>) e T
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P(Y=k) =0, k=21,22,..



