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1. Un punto P di massa m scorre senza attrito sulla circonferenza di centro l’origine e raggio
R nel piano verticale O(x, y). Un’asta omogenea pesante di lunghezza L e massa M è
libera di ruotare attorno al suo punto medio che coincide con P . Su P agisce inoltre una
forza viscosa di costante ⌘ > 0. Utilizzando le coordinate lagrangiane ✓ (angolo di P
lungo la circonferenza) e ' (angolo dell’asta con l’orizzontale) come in figura si chiede di:

• scrivere l’energia cinetica del sistema;

• scrivere l’energia potenziale del sistema;

• scrivere le equazioni di Lagrange per il sistema.

L

R ✓
xO

P

y

�

1- = Tp + Tate

P-0 = Rfi con il + Inno)



Ù(p ) = RÒ ( foro - ismo)

Tp = { MNP) ! f- antiè

È
,
= -y ÙTPI =

= - YRÒ ( jorno - ismo)

tale -{ Mr /N'+ { mìy:
-
- Emilio:: iii)

1- = { mriò :{mliiò:{ ìùy



✓= mgyp + Mgyp =

= Inning R sino

1- TV

%- =

mtio-MRO-fm.im/R2oifL-g=-fm*m1gRcoso!-.--:mii:=o
Fan generali mt :



ho -- Fi . :-.
= -YÈIPI . R ( Icaro - Isen 8) =
= - yriò

QQ = 0

Equerini di Lagrange :
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2. (15 punti) Nel sistema di riferimento O(x, y, z) indicato in figura, con l’asse z perpendi-
colare al piano, calcolare la matrice d’inerzia della lamina di massa M costituita da un
quadrato OABC di lato L, e da due cerchi di raggio L/2 e tangenti esternamente ai lati
OC e OA nei loro punti medi Q ed H.
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Non si possono usare le formule notevoli dei momenti d’inerzia.
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3. Un’asta di lunghezza L si muove nel piano O(x, y) con un estremo saldato sulla cir-
conferenza di centro l’origine e raggio R e l’altro su una retta parallela all’asse y. La
circonferenza è libera di ruotare attorno al suo centro. Determinare per via geometrica il
centro istantaneo di rotazione dell’asta, spiegando la ragione della propria risposta.
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