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1. Un’asta AB di lunghezza L si muove in un piano orizzontale. L’asta ¢ libera di
ruotare attorno ad entrambi gli estremi A e B, che peraltro scorrono su due guide
parallele di lunghezza finita, a > L e poste a distanza d < L (vedi figura). Sia s(t)
I’ascissa di A. Se si suppone che I'asta scorra verso destra con velocita costante nota
v, partendo da s = 0, e senza mai interrompere il suo moto, si descriva il numero
di gradi di liberta dell’asta nelle varie fasi del moto in funzione di ¢, fino a quando
I’asta sara completamente uscita dalle guide.
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Svolgimento. Fino a quando gli estremi A e B rimangono sulle guide l’asta possiede
zero gradi di liberta, perche il suo moto ¢ completamente noto. Da quando si libera solo
Pestremo B asta possiede un grado di liberta (rotazione attorno ad A); da quando anche
A si libera il numero di gradi di liberta e pari a tre.



2. Individuare I'asse di Mozzi per il campo di velocita v(P) = v(0’) + w x (P — O') con

v ed w costanti.

Svolgimento. Abbiamo v(0’) L w con w lungo la bisettrice del IT e IV quadrante;
l’asse di Mozzi ¢ pertanto una retta parallela a tale bisettrice e passante per il punto O”
del teorema di Mozzi. Per determinare O" dobbiamo risolvere v(0’) = w x (0" — O").
Ponendo O' — 0" = 2”1+ y"j + 2"k abbiamo
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L’asse di Mozzi ¢ quindi una retta parallela alla bisettrice del II e IV quadrante situata
alla quota 2"’ = v/w.
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1. Dimostrare che per un sistema rigido di N punti materiali P, P, ..., Py di masse
my, Mo, ..., my vale la relazione

I(0)=1(A)+ M [R5 1- RisRs— RyRs— R4 Ry

dove O e l'origine di un sistema solidale, P, ¢ il centro di massa, A un punto tale
che la retta passante per A e per O e perpendicolare alla retta passante per Py ed
O ed M la massa totale del sistema. Inoltre, R4 e Ry sono i vettori posizione del
punto A e di F,.




Svolgimento. Ricalcando la dimostrazione del teorema di Huygens:

10) =) mi[[P = OF 1= (P, = 0) (P, = O)]

=Y " mi[|[h-A+A-OP1—(P—A+A-0)(P,—A+A-0)] =

=Zmi{[\PZ-—A|2+|A—Ol2+2(B—A>-(A—O)] 1-

—(P—A+A—-0)(Pi—A+A—-0)} =
=S " [P~ AP1— (P~ A) (P~ A)] + M [JA- 01— (A~ 0)(A-0)] -

=Y mi[(Pi=4) (A= 0) + (A-0) (P~ 4)] =

=1(A)+ M [R41 - RaR4| — [RoRa — R4 Ry]

dove abbiamo tenuto conto che Py — O e A — O sono ortogonali.



2. Due punti materiali A e B di ugual massa M si muovono rispettivamente lungo 1’asse
y e lungo l'asse x di un piano orizzontale, collegati da una molla di costante elastica
k > 0 (vedi figura). Siano p(t) e ¢(t) le distanze percorse rispettivamente dal punto A
e dal punto B. Individuare tutte le forze esterne ed interne che agiscono sul sistema;
utilizzando le equazioni cardinali della dinamica, dimostrare che le reazioni vincolari in A
e in B, rispettivamente ¢A ie ngBJ stanno tra loro nel rapporto ¢4 /¢p = q/p; le equazioni
cardinali sono sufficienti per descrivere univocamente il moto di questo sistema?
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Svolgimento. Il momento angolare totale rispetto ad O & dato da
K(0)=(A=0) x (3]) + (B~ 0) x (41) =0
Quindi, usando la seconda equazione cardinale:
0=K(0)=(A-0)x (®a1) + (B—0) x (dp]) = (®pq— Pap)k

da cui la tesi.
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1. Si consideri il sistema in figura, costituito da: un punto P di massa M che si muove lungo
I’asse x con velocita costante v; due punti H e K di ugual massa m che si muovono su due
punti diametralmente opposti di una circonferenza di centro P e raggio costante R, con 6
I’angolo che il diametro H K forma con I'asse x. Usando il teorema di Konig, determinare il
momento angolare totale del sistema rispetto al polo O; individuare entrambi i contributi
del teorema di Konig.

Svolgimento. Siccome P ¢ il centro di massa del sistema, abbiamo
K(O)=(M+2m)(P—-0)xvp+m [(H—-P)xvy+ (K- P)xv]
Inoltre:

vy =vy —vp= Ré(—?sin@ +§cos€)

vl = —vy = RO (i sinfj cos )
(P—0)xvp=(P-0)x (vi) =0



Quindi:
KO)=0+m [(H—K) X U}I] =2R*>mé (?cos@ +§sin9) X (—/i\sin9 —I—,/j\cosé?)] =
=2R2mik

I due contributi del teorema di Konig sono pertanto: Momento del centro di massa Ko =0
e K'=2R*mbk.

. Sono dati i tre campi di velocita:

~ A

(i) v(P) = vk (i) v(P) = vk +3 (x'j— Y i) (iii) v(P) = 4 (x’j— y'?)

dove v € R e P = P(«',y/,2). Stabilire, per ciascuno di essi, la natura del moto ed
individuare i vettori v(0’) ed w che caratterizzano il campo di velocita.

Svolgimento.

(i) Moto traslatorio con v(0') = vk ed w =0
(i) Moto rototraslatorio con w = 3ke v(0') = vk

(iii) Moto rotatorio con v(0') =0 e w =4k
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1. Un’asta AB di massa m e lunghezza L si muove nel piano orizzontale O(z,y), libera di
ruotare attorno all’estremo A che a fisso. Sull’estremo B viene applicata una forza F
costante in modulo e diretta perpendicolarmente all’asta. Indicato con 6 l’angolo che
l'asta forma con l’asse x, verificare che, benche la forza F non sia conservativa, esiste
una funzione V : [0,27) — R tale che Qp = V'(0). Si puo estendere tale funzione fuori
dall’intervallo [0, 27)?

Svolgimento. Mettiamo 'origine del sistema di riferimento in A, cio O = A. Abbiamo
allora

B-0 :L(Ycose +jsin9)

0B o 2
50 = L(—isinf+jcosf)
F =F(—isinf+j cosf)
0B
—F.- 2 _FL
Qo 50

Introdotta la funzione V() = F' L 0, la forza generalizzata Qg si puo scrivere come derivata
Qo = V'(0). Questo tuttavia & possibile solo nell’intervallo [0,27), in quanto la forza F
non ha circuitazione nulla e non & conservativa in tutto R%2. Non si pud quindi estendere
I’espressione oltre tale intervallo.



2. Dimostrare che un quadrato ammette infinite terne principali d’inerzia con origine nel suo
centro geometrico.

Svolgimento. Sappiamo che, in una terna centrata nel centro geometrico della figura, si
ha I11 = Is9 e I1o = 0. Quindi, ruotando gli assi x e y di un angolo ¢ qualsiasi,

Iog — 1
Iy = Lo congp—i—% sin2¢p = 0.

Quindi la terna ruotata e principale d’inerzia per ogni . Ci sono quindi infinite terne
principali d’inerzia.
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1. E dato il campo di velocitd v(P) = v(0') 4+ w x (P — O') con
v(0) =vi w=uwj,

v ed w costanti. Dimostrare che si tratta di un moto rigido piano e determinare il centro
istantaneo di rotazione.

Svolgimento. Dati due punti P e ( qualsiasi abbiamo:
v(P)=vi+twjx (P-0)
v(Q) =vitwjx (Q-0)
v(P) —v(Q) =wjx (P-Q)
cioe v(P) — v(Q) ¢ ortogonale a (P — Q). Pertanto

d|P—Q?

L = (P-Q)- (v(P) ~v(Q) = 0

cioe P e @) si mantengono a distanza costante durante il moto.



2. Una figura piana omogenea di massa M & costituita da un quadrato di lato L privato
del cerchio inscritto (vedi figura). Determinare la matrice d’inerzia in una terna solidale
con l'origine nel centro della figura, gli assi x e y paralleli ai lati del quadrato e 1’asse
z ortogonale al piano della figura. Eseguire un solo integrale multiplo, ricavando i dati
rimanenti dalle proprieta di simmetria e usando il teorema di Huygens. Dimostrare inoltre

che la figura ammette infinite terne principali d’inerzia.

Y

Svolgimento. Siano mg ed m¢ le masse del quadrato pieno e del foro circolare.

il quadrato:
L/2  rLJ2 L/2 Y L/2
11—0/ / ydydx:o—/ [] dr =
L)2 L/2 2 L3 1 1)

1 1
I8 =19 = —my L? IQ—IQ+IQl:6mQL2
9 =12 =1%=0

Per il cerchio (con R = L/2):

27
I33—0/ / r3drd) =o27 [] =

1
_ v - R2 L2
O'7T 2 2mc 8mc
1 1
Iﬁ:[%:ilg EmcLQ

C _ yC _ 1C _
Iy = Iy = I3 =
Per le masse abbiamo:

mg —mg =M
me 7T(L/2)2 o

mQ_ L2 4

Abbiamo per



da cui:
4 T

M.
4—7 7

La matrice d’inerzia della figura & pertanto:

mqg =

12 16 3 16) 4—n
1 7\ M L?
Em=ti=(3-1g) 1o
1 1 M L?
Ig=-In=(>-—) —=—
38t (3 16) 2(4—m)

Iig = I3 =1I3=0
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1. Un cubo di lato L e massa M si muove nello spazio seguendo un campo di velocita

caratterizzato dai vettori v(A) = vj e w =wk dove A & un vertice del cubo. Calcolarne
il momento angolare rispetto ad A e determinare la velocita del vertice opposto ad A.
Dati aggiuntivi: la matrice d’inerzia di un cubo di lato L nel sistema di riferimento con
gli assi paralleli ai lati e I'origine nel vertice A:

20?2 —L%?/4 —L2%/4
M | —-L?/4 21> —L?/4]. (1)
—L2/4 —L%/4 21I2

Svolgimento. Interpretando T, 3 e k come versori solidali, abbiamo:

KA =M (Py—A) xv(A)+1(A) w=
I o 212 —L%*/4 —L?/4 0
:M5(1+j+k)x(uj)+—M ~L%/4 2L? —L?/4]-]0
~L?/4 —L%/4 21L2 w

[P 1 A,
=M 5 (+]+k) x (v]) + 5wl (21{—‘*"):

4
MvL ~ ~ 1 ~ i4]
= S k=D 4wl (21{—‘1*’):

2

MvL+wL2 ~ wL2¢+ MUL+2 2\ %
= — 1— —
2 12 12 9 9 3¢

Indivando con B il vertice opposto ad A abbiamo:

v(B) =v(A)+wx (B—A) =vj+ Lw(i—])



2. Determinare il centro di massa di una figura composta da tre dischi omogenei di raggio R
e masse M, 2M e 3 M i cui centri sono disposti sui vertici di un triangolo equilatero di

lato L.

Svolgimento. Indichiamo con A, B e C'i vertici del triangolo e ponimo 'origine del siste-
ma di riferimento in A. Siano M, 2 M e 3 M le masse dei dischi centrati rispettivamente

in A, B e C. Abbiamo allora:

1 L 2
S ZeM)+LBM)) =21
x i (0—|—2( )+ L(3 )> 3

1 V3L V3
Y= 537 <0+0+2(3M)> =L



