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1. Un sistema rigido piano ¢ costituito da N punti materiali Py, P, ..., Py appartenenti
al piano O(z,y). Di questi, i punti Py, P, ..., P, k < N/2, hanno masse my,
Ma, ..., My, € sono situati sul ramo di parabola y = 2% ad x < 0. A ciascuno di
essi corrisponde un punto situato sul ramo di parabola y = x?/a (con a > 0) ad
x > 0, posto alla stessa quota y e di massa doppia. I restanti punti sono situati
sull’asse y. Determinare il valore di a per cui la terna O(z, y, z) & principale d’inerzia.
Dimostrare inoltre che, per il valore di a cosi trovato, il centro di massa del sistema
giace sull’asse .

Svolgimento. Il sistema ¢ piano, quindi sappiamo gia che I13 = Is3 = 0. Dobbiamo
quindi imporre I15 = 0 affinche la terna O(z,y, z) sia principale d’inerzia. Indichiamo con
S1 linsieme dei punti ad = < 0, con S 'insieme dei punti ad = > 0 e con S3 'insieme dei
punti sull’asse y. Abbiamo:

No=—= miziyi— »_ mizigi— > miTiy
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La somma sui punti di S3 € nulla, percheé x; = 0 per tali punti. Le somme su Sy ed Ss
contengono lo stesso numero di punti e possono essere raggruppati a coppie con la stessa
y; inoltre, x; = —./y; per i € &1, x; = (/ay; per i € So. Ricordando la relazione tra le
masse, questo fornisce
ho == miyi (—/yi +2/ays)
1€S8

da cui ricaviamo che I13 = 0 se a = 1/4. Per il centro di massa, con a = 1/4 e con M la
massa totale del sistema, abbiamo:

MCL‘OZ*Z mixi—zmixifzmi%:zmi (*@*2\/@):0

€Sy 1€Ss 1€S3 €St



2. Un punto materiale si muove lungo la direzione dell’asse z in un campo di forze la cui
energia potenziale e rappresentata in figura. Si supponga inoltre che

lim V(z) = lim V(z)= +oo.

r—0+ T——+00

Descrivere qualitativamente il moto del punto in corrispondenza alle seguenti condizioni
iniziali (z(0),#(0)):

(i) (21,0) (ii) (z2,0) (iii) (z3,0)
(iv) (z1,¢) (v) (x9,¢) (vi) (z1+6,0)
(vii) (z2 4+ 6,0) (viii) (x3+9,0)

dove € > 0 e § € R sono parametri piccoli.

Svolgimento. Nei casi (i), (i) e (i) il punto rimane in equilibrio rispettivamente in x1,
x9 e x3; in questi casi abbiamo rispettivamente z(t) = x, x(t) = x2 e x(t) = 3. Nel caso
(iv) Venergia totale ¢ di poco superiore a V; ed il moto del punto avviene in un piccolo
intervallo attorno ad z1; in (v) 'energia totale E' ¢ di poco superiore a V5 ed il moto del
punto avviene in un intervallo che ha per estremi le intersezioni della retta y = E con il
ramo di sinistra e quello di destra del profilo dell’energia potenziale; in (vi) il moto & simile
al caso (iv); in (vii) 'energia potenziale diminuisce, quindi il moto del punto avviene in
un intervallo attorno ad z; se § < 0 e attorno a x3 se § > 0; (vii) energia totale & di poco
superiore a V3 ed il punto oscilla in un piccolo intervallo attorno ad xs.



3. Tre punti P;, P, e P53 si muovono nel piano O(z,y) sulle traiettorie di equazione parame-
trica:

Pi(t) = vti+ R { isin2t+j cos2t
Py(t) =vti+ R FCOS(Qt — 7/6) + ] sin(2¢ — 7r/6)]
Py(t) =vti+ R [Tcos(2t+77r/6) +jsin(2t + 77r/6)}

dove v € R e R > 0. Usando la formula fondamentale dei moti rigidi, dimostrare che i tre
punti formano un sistema rigido ed individuare i vettori v(O’) ed w che caratterizzano il
campo di velocita.

Svolgimento. Si tratta di verificare se le velocita dei tre punti appartengono allo stesso
campo di velocita v(P;) = v(0') + w x (P; — O"). Abbiamo

v(P) =vi+2R [—Tcosm ~Jsin2t
o(P) = vi+ 2R [—Y sin(2¢ — m/6) +j cos(2¢ — 7/6)}
v(P3) =vi+2R [—/1\ sin(2t + 77/6) +j cos(2t + 77r/6)]
da cui deduciamo che O’ = vti v(0) = vie che w = ZE; infatti, notando che
(PL—0")=2R [—Ycos2t —j sin2t
(P~ 0')=2R [—T sin(2¢ — 7/6) +J cos(2t — 77/6)}
(Ps—-0")=2R [—T sin(2t + 77/6) + cos(2t + 777/6)] )
abbiamo:

v(
(P

;u

)—wi=2R |-Tcos2t—jsin2t| = (2k) x (P — O
)—vi=2R :—Tsin(zt—w/ts)+]cos(2t—7r/6)] -

(2K x (P = O
)
(

"U

v(P3) —vi=2R —Tsin(2t+7w/6)+§cos(2t+77r/6)} -

3

2k) x (P - O')

Le velocita dei tre punti appartengono pertanto allo stesso campo di velocita con v(0’) =
vie w = 2k e costituiscono un sistema rigido.



4. Due aste OA e OB di ugual massa M e lunghezza L si muovono in un piano orizzontale,
libere di ruotare, indipendentemente I'una dall’altra, attorno all’estremo comune O. Una
molla di costante elastica k > 0 collega gli estremi A e B delle due aste (vedi figura). Siano
0, e O, gli angoli che le due aste formano con ’asse z. Individuare tutte le forze esterne
ed interne che agiscono sul sistema; utilizzando le equazioni cardinali della dinamica,
descrivere il moto del centro di massa del sistema; le equazioni cardinali sono sufficienti
per descrivere univocamente il moto di questo sistema?

Y

LM

Svolgimento. Per descrivere il moto del centro di massa basta applicare la seconda
equazione cardinale della dinamica a tutto il sistema, scegliendo O come polo,

K(0) = M*(0),

dove M¢(O) ¢ il momento delle forze esterne rispetto ad O. Ma le uniche forze esterne
sono le reazioni vincolari in O (la forza elastica della molla € una forza interna e il moto
si svolge su un piano orizzontale, quindi la forza peso non va presa in considerazione) e
quindi M¢(O) = 0 che implica K(O) = 0, ovvero K (O) = cost. Per il momento angolare

del sistema abbiamo: )
K(0) =5 M L* (9’1 + 0’2) k

da cui abbiamo 6y + 6, = cost., cioe¢ il centro di massa (che si trova sulla bisettrice delle
due aste) si muove di moto circolare uniforme.

Le equazioni cardinali della dinamica non sono sufficienti per determinare il moto del
sistema, che non & rigido.



5. L’espressione usuale per la forza elastica esercitata da una molla, FF = —k zi (in una
dimensione) ¢ in realtd un’approssimazione al primo ordine; includendo la correzione suc-
cessiva, la forza elastica diventa F = (—kx + ax3)i, dove a € R. Scrivere le equazioni di
Lagrange per un sistema massa-molla ad un grado di liberta con quest’ultima espressione
per la forza della molla.

Svolgimento. La forza assegnata puo essere derivata dall’energia potenziale

1 1
Vie) = ~ka? — ~azt
() 5 ke —az
L’energia cinetica e
1
T=-mi’
2
e la Lagrangiana £ =T — V. Abbiamo:
8—£ =mz
oi
oL
— =—kax+a2®
ox

e ’equazione di Lagrange si scrive
mdi+kx—az®=0

detta equazione di Duffing.



6. Tre punti P;, P, e P53 si muovono nel piano O(z,y) sulle traiettorie di equazione parame-
trica:

P (t) = vti+ R [—Tsin2t+jcos2t
Py(t) =vti+ R FCOS(Qt — 7/6) + ] sin(2¢ — 7r/6)]

Py(t) =vti+ R F cos(2t + 77/6) +j sin(2¢ + 7%/6)}

dove v € R e R > 0. Dimostrare che i tre punti formano un sistema rigido e determinarne
i gradi di liberta.

Svolgimento. Dobbiamo dimostrare che |P; — Ps| = cost., |Py — P3| = cost. e |Py — P3| =
cost. Si puo procedere in due modi:

1)
P -P,=R [(—sith —cos(2t — 7/6)) T+ (cos2¢ — sin(2t — Tr/ﬁ))?]

da cui
|PL — Py|? = (—sin2t — cos(2t — 7/6))? + (cos 2t — sin(2t — 7/6))* =
)
=2+sin2t cos(2t —7/6) — cos2t sin(2t — 7/6) = 2 +sinw/6 = B
Procedendo in modo analogo si trova che |P; — P3|> = |Py, — P3|? = 5/2, costanti nel
tempo.

2) Notiamo che P;, P, e P53 stanno su una circonferenza di raggio R il cui centro si muove
lungo I'asse = con velocita costante. Percorrono la circonferenza con la stessa velocita
angolare, w = 2, e quindi mantengono durante tutto il moto la stessa disposizione che
hanno all’istante iniziale; le loro distanze quindi non variano.

Il sistema costituito dai tre punti ha [ = 1, cioe un solo grado di liberta.



7. Individuare i due contributi all’energia cinetica del teorema di Konig per il sistema in
figura, costituito da: un punto P che si muove lungo 'asse = con velocita costante v; due
punti H e K che si muovono su due punti diametralmente opposti di una circonferenza di
centro P e raggio costante R.

y

N

Svolgimento. Sia M la massa di P e sia m le masse di H e K, supposte uguali. Il sistema
¢ rigido ed abbiamo che P ¢ il centro di massa e v(P) = vi. Indicando con 6 ’angolo che
la retta passante per H e K forma con l'asse x abbiamo, per la formula fondamentale dei
moti rigidi:
v(H)=v(P)+wx (H-P)=vi+0k x (H—P)=vi+ ROk x (i cosf +j sinf) =
—vi+ RO (—T sin 6 +j cos 0)
pertanto la velocita relativa di H &

v'(H) =v(H) — v(P) = R6(—isin6 +j cosb)

In modo analogo si trova che
v'(K) =v(K) —v(P) =R (i sinf — j cosb)
Il teorema di Konig diventa dunque T' = Ty + T dove

To= (M +2mp®  T'=_m@'(H) +0'(K)?) =2, mR*6* = m R* §?



8. Una figura rigida piana e caratterizzata da una distribuzione di massa o (z, y) definita su tre
domini disgiunti Dy, Dy e D3; su D; abbiamo o(—x,y) = o(x,y), su Dy o(z, —y) = o(z,y)
e su D3 abbiamo o(—z,—y) = o(z,y) =costante su un’ellisse di centro 'origine, asse
maggiore sulla bisettrice del I e III quadrante e asse minore sulla bisettrice del II e IV
quadrante (la figura mostra una possibile realizzazione di tale sistema, a titolo di esempio).
Verificare, con dimostrazione, se la terna O(z,y, z) indicata in figura ¢ principale d’inerzia
e ripetere la dimostrazione in assenza dell’ellisse.

y

D,

D
7)o
o /T

Svolgimento. Il sistema ¢ piano, quindi sappiamo gia che I13 = Is3 = 0. Dobbiamo
quindi imporre I35 = 0 affinche la terna O(z,y, z) sia principale d’inerzia. Abbiamo, per
la proprieta additiva della massa,

I12——//Dlxya(w,y)dS—//DQxya(a:,y)dS—//szya(x,y)dS.

A questo punto, si pud procedere in modo intuitivo o in modo pit rigoroso. Intuitivamente,
lintegrale su D; ¢ l'integrale di una funzione dispari in 2 su un dominio simmetrico rispetto
all’asse y, quindi & nullo. Anche l'integrale su Ds ¢ nullo, in quanto integrale di una
funzione dispari rispetto ad y su un dominio simmetrico rispetto all’asse x. Per I'integrale
su D3 invece abbiamo:

// mya(:n,y)dS:U// :L‘de:2J// zydsS,
D3 Dg Dg(I>0)

che & non nullo per ’asimmetria del dominio rispetto all’asse z. La terna O(z, y, z) indicata
in figura quindi non & principale d’inerzia. In assenza dell’ellisse, abbiamo solo i contributi
degli integrali su D; e Dy, che sono nulli; la terna € quindi principale d’inerzia.



In modo pit rigoroso, dimostriamo che gli integrali sui domini D; e D9 sono nulli, limita-
tamente al caso di domini normali. Potremo quindi scrivere:

D1 ={(z,9) eR?:a <y <b;—pi1(y) <z < a(y)}
Dy ={(z,9) eR*:c <z <d;—1(x) <z < Py(x)}
e quindi
bl reiy)
// :cya(a:,y)dS:/ / o(x,y)dz| dy=0
Dy a [J=e(y)
perche

e1(y)
/ o(x,y)dr =0 Vy
—e1(y)

in quanto integrale di una funzione dispari su un dominio simmetrico. In modo analogo
di puo ragionare per I'integrale su Ds.



9. Individuare I'asse di Mozzi per il campo di velocita v(P) = v(0’) + w x (P — O') con
v(0)=vi w=uwk,

v ed w costanti.

Svolgimento. Abbiamo v(0’) L w con w parallelo all’asse z; 'asse di Mozzi & pertanto
una retta parallela all’asse z passante per il punto O” del teorema di Mozzi. Per deter-
minare 0" dobbiamo risolvere v(0') = w x (0’ — O"). Ponendo O/ — 0" = 2"i +y"j
abbiamo
vi=wk x ($”/i\—}- y/’jj\) =w (—y"/i\—l— $”?j\)
dacuiz”=0,9y"=—-v/we
o' -0 = E]
w
L’asse di Mozzi e quindi una retta parallela all’asse z e la sua intersezione con il piano
(x,y) si muove parallelamente alla retta su cui si muove O', a distanza v/w da essa.

Y

o” v=uv

€le

0/ v=ovi




10. Un’asta AB di massa m e lunghezza L si muove nel piano verticale O(z,y), libera di
ruotare attorno all’estremo A che a fisso. Sull’estremo B viene applicata una forza F'
costante in modulo e diretta perpendicolarmente all’asta. Verificare che la forza F non e
conservativa e scrivere la forza generalizzata lagrangiana corrispondente.

Svolgimento. Sia 0 'angolo dell’asta con l'asse z. La forza ¢ un vettore applicato al
punto B ed & data da F = F(—isinf + j cosf). Per dimostrare che non & conservativa,
calcoliamone la circuitazione su una circonferenza di raggio L. notiamo innanzitutto che
F=F ’i‘, dove T & il versore tangente alla circonferenza; abbiamo allora:

7{1? dpP = fF (LT df) = LF ’T‘T_QwLF;éO
Alternativamente, potremmo scrivere la forza F' come

F o~ =
F(w,y)Zf(—lyﬂw)

e calcolarne il rotore:

OF, OF,
VXF—(ax ay> =2k #0

Per calcolare la forza generalizzata lagrangiana scriviamo dapprima il vettore posizione
del punto B:

B-0 = L(Tcost?—i—,]?sinﬁ)

da cui 5B
0= L (—/i\sin9 —l—}cos@).
La forza generalizzata lagrangiana Qg ¢ allora
0B
=F-—=LF
Qo 20

che ha le dimensioni fisiche di un momento.



