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LOSCILL. ARMONICO

Oscill. armonico semplice it + wiu = 0
Oscillazioni armoniche:

u(t) = A coswpt + B sinwyt
u(t) = a cos(wot + ()

Oscill. armonico smorzatcii + 2 et + wiu = 0
Oscillazioni armoniche smorzate:

u(t) = ae " cos(vt+ 3)

= \/wg — €2 supponiamau; > &
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TERMINI SECOLARI

Oscillazioni armoniche smorzate(t) = a e~ cos(y/w2 — 2t + )
Sviluppando:

u(t) = a {cos(t + B) — et cos(t + f)

1,
+5 € t [sin(t+03)+t COS(t+ﬁ)]}

| termini ~ et, ~ €2 t?, ..., crescono illimitatamente nel tempo (mentre |,
soluzione esatta e limitata) e vengono dettmini secolarill loro
Insorgere nelle soluzioni perturbative le rende invalidéesnpi dell’'ordine
dit ~ e~1. Molta parte dei metodi perturbativi consiste nello stutiio
metodologieparticolari per evitarl.
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Termini secolari

Oscill. armonico forzato i + wiu = F cos ut
Oscillazioni armoniche forzate:

up(t) = —5—— cospt,  puF w

F
u(t) = a cos(wot + B) + —5—— cos ut
Wo T H

Pery = wo abbiamo invece,(t) = F't sin put, cioe la soluzione cresce
llimitatamente nel tempo ed ha @mdamento secolare Lorigine del
termine secolare e diversa dal caso precedente: quardo, il termine
noto e soluzione del’omogenea associ&@Qaando cio avviene, la
soluzione particolare contiene sempre termini secolari.
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LOSCILL. ARM. SMORZATO

Oscill. armonico smorzatcu + 2eu +u = 0
Sviluppo peturbativo direttc u(t) = ug(t) + € uy (t) + &2 us(t) + o(e?)

Sostituendo ed uguagliando a zero le potenze successivaténiamo la
gerarchia

7;.L0—|—UO:0
7;.L1—|—’LL1 = —2’LLO
’i.L2—|—’LL2: —2’LL1

Le equazioni sono non omogenee, tranne la prima; 'omogassaciata
e la stessa a tutti gli ordini
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| ’'osclill. armonico smorzato

Soluzione all'ordine zeroiy(t) = ag cos(t + Fy)
Al prim’ordine: iy +up = 2ag sin(t + Bo)
Soluzione: ui(t) = aq cos(t + B1) — agt cos(t + (o)

Soluzione perturbativa:

u(t) = ag cos(t + Bo) +are cos(t + 1) —ag €t cos(t + By) + o(e)

Sono presentermini secolari
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SCALE MULTIPLE

Oscill. armonico smorzatail + 2ect +u =0
Nella soluzione perturbativa compaiono sihecs t. Questo suggerisce d
trattaret ede t come variabili indipendenti.

Introduciamo allora la nuova variabile temporale T = €1
ed il nuovo sviluppo peturbativ u(t) = ug(t, 7) + e ui(t, 7) + o(e)

Abbiamo per le derivate:
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Scale multiple

E dunque:
. o 6U0 8u0 (9u1
U(t) = (9t —|—€E—|—€E—|—O(€)
3 (92%0 62U0 82U1
it) = te (2 otor | o ) T ole)
Sostituendo:
82u0 82u1 (9160 (92U0
57 +ug + € ( 57 +u1+2ﬁ+26t6‘7> +o0(e) =0

Gerarchia di equazioni

62
u0—|—U0:O

0%y Oug 0% ug
gz T T T T2,
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Scale multiple

Soluzione all’'ordine zero:
uo(t, 7) = Ag(T) e + Aj(7) e

Al prim’ordine

Fup = =20 (Ao + Ay) it — (A5 +47) et

| termini proporzionali ad' ede " danno luogo @omportamenti

secolarie Il dobbiamo eliminare

Ao+ A} =0

Fisica-Matematica — p. 9/16



Scale multiple

Soluzione
Ao(T) = Ap(0)e™ "

In rappresentazione polare: Ay(7) = Rye'® e

Ripristinando le variabili di partenza

u(t) = 2 Rye =" cos(t + 6y) + o(e)

La soluzione al prim’ordine e solo servita a sistemare quedllordine zerc
la soluzione perturbativa contiene I'effetto dello smonzato ma non
dello spostamento in frequenza
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EQUAZIONE DI DUFFING

W+u+ecur=0

Analisi qualitativa: Y1 = u, Ys = U

Y1 = Yo
y.2:_y1_5y%

Moltiplicando la prima pely; e la seconda pey, e sommando abbiamo

d i
yy (y?+y§+8j) =0

ovvero
'
E:yf—l—ngrszl — cost.
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Equazione di Duffing

Analogia con il moto di un punto materiale sottoposto ad uepnale

2 4 1
V=" et (Eo:——)

2 4e

. (a) Viw) (b)
a
60 -2 1 1 2
40
-1
20|
u 2
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Equazione di Duffing

Orbite di fase

A:. FE = E( separatrici

B: 0 < FE < Eg due rami, uno chiuso uno aperto
C:. E > Ej orbite aperte

D: £ < 0 due rami aperti

Fisica-Matematica —p. 13/16



Sviluppo diretto

Sostituendo

Z.i0—|—U0:O

u1—|—u1—|—ug:()

Soluzione all’'ordine zero uo(t) = ag cos(t + Gp)
ag

All'ordine uno Uy +up = —=2 [cos 3 (t + Fo) + 3 cos(t + Go)]

3
uy (t) = ay cos(t + B1) + % E cos 3 (t + FBy) — 3t cos(t + Bo)]

u(t) = ag cos(t + By) + € {ay cos(t + B)

b E cos3 (¢ + fo) — 3t cos(t + ﬁo)] } +ofe?)
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Scale multiple: equazioni

u(t) = uo(t,7) + cus(t, 7) + o(e)

Sostituendo
@2u0
g T =0
82161 9 62u0 3
U = — — U
oz otor
ug(t, 7) = Ao(7) e + Aj(7) e
02 . .
6;1 ui = (=20 A +3A24%) ¢t — ABeSit e
Eliminazione termini secolari: |—2i A) + 3 A3 A; =0
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Scale multiple: soluzione

Ao(1) = R(7) "7,

uo(t,7) = R(7) ! OM) ¢ ¢

e quindi, posta = ¢ t,

u(t) =2 Ry cos [(1+ 2eRj)t+ O]
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