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Dimostrazioni del Capitolo 1 2

1 Dimostrazioni del Capitolo 1
Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 1.3 (proprieta di densita di R), pag. 9

Dobbiamo dimostrare che se x,y € R sono tali che x < y, allora I’insieme {z € R : x <
z < y} contiene infiniti numeri razionali e infiniti numeri irrazionali.

Consideriamo prima il caso in cui y < 0. Per la positivita di y — x e per la proprieta 19
del Paragrafo 1.2, esiste ny € N tale che

y—x>10" =10-10""0*D 5 2. [o~(0+D), (D1.1)

Siay=-pS15,.... Perla(1.2)

-pBip2-- -,Bno+1 — 10"+ y<=pBiB-- 'ﬁno+1 ) (D1.2)
Posto
D@ Q] = p_lglﬂz .. 'IBno+l + 10*(”0“)’
si ha:
DI.1 (D1.2)
)C( < )y -2 10_(no+1) < —P-,Bl . 'ﬁn0+l 2. 10—n0+1

= —p.ai@ - @nyr1 — 107 < —p - @ C .
Allora ogni allineamento decimale della forma z = p.a; - - - @uy+1Yng+2¥Yng+3 - -+ Vverifica
X < z <y. Variando i valori di vy}, j > ng + 2, si ottengono infiniti allineamenti limitati
o periodici (numeri razionali) e infiniti allineamenti non limitati e non periodici (numeri
irrazionali) che verificano x < z < y.

Se0<y=p,BiBr...,siponey=y—p—1leX=x—p—1,cosicché x <y < 0. Per
quanto appena dimostrato, esistono infiniti numeri razionali e infiniti numeri irrazionali Z
tali che X < Z < §: ponendo z = Z + p + 1 si ottengono infiniti numeri razionali e infiniti
numeri irrazionali che verificano x < z < y.

Dimostrazione del Teorema 1.10 (proprieta di completezza di R), pag.
14

Dimostriamo il Teorema 1.10 nel caso in cui A ¢ limitato superiormente (il caso in cui A
¢ limitato inferiormente ¢ del tutto analogo). Dobbiamo cioe dimostrare che se A C R ¢
non vuoto e limitato superiormente, allora esiste supA € R.
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Dimostrazioni del Capitolo 1 3

Per definizione A ammette un maggiorante, ovvero un numero reale m tale che a < m
per ogni a € A. Osserviamo preliminarmente che ¢ sufficiente dimostrare il Teorema nel
caso in cui m < 0. Se infatti il Teorema & vero in quel caso, allora dato un insieme A
superiormente limitato da m > 0, operiamo una “traslazione” ponendo A* := {y e R: y =
x—m—1, x € A}: poiché —1 € un maggiorante per A*, esiste sup A*, e per la definizione
diA*sihasupA*=C o supA=CL+m+ 1.

La dimostrazione si divide in due parti:

(a) si costruisce un candidato ad essere estremo superiore di A, nel senso che si prova
che esiste £ = —p.aja; - -+ < 0 tale che

—-p.ay -y ¢ maggiorante di A

\/neN:{ (D1.3)

—-p.ajay---a, — 107"  non ¢ maggiorante di A,

(b) si dimostra che effettivamente £ = supA; per la (1.10), cid ¢ equivalente a di-
mostrare che:

(bl) VxeA:x< ¢,
b2) Ve>0 dxeA:x>{-c¢.

(a). Per provare (a) osserviamo che, poiché A ammette maggiorante negativo, esiste
p € N tale che

-p ¢ maggiorante di A
—p—1 non ¢ maggiorante di A;
quindi
Ja € (0.1 9 —-p.a ¢ maggiorante di A
a , . e N : . .
l —p.a; — 107" non & maggiorante di A.

Ripetendo il ragionamento si ha

Tay 0.1, .9) —-p.ajay X émat\ggiorar?te diA .
—p.ajay; — 107>  non ¢ maggiorante di A

e cosi procedendo si costruisce il “candidato” ¢ := —p.aj@;--- che verifica la propri-
eta (D1.3).

(b1). Per provare (b1) procediamo per assurdo e supponiamo che (b1) sia falsa; allora
esiste x € A tale che x > ¢, ovvero x — € > 0. Per la proprieta 19 del Paragrafo 1.2, cio
implica che esiste n € N tale che x — ¢ > 107", da cui segue che

(1.2)
x>0+ 107" = —p.ajay---+ 107" > —p.ajay---a, + 107" = 107" = —p.ajas - - - ay.

Quindi —p.a @3 - - - @, non ¢ maggiorante di A, in contraddizione con la (D1.3). Percio
(b1) ¢ vera.

(b2). Per provare (b2) procediamo ancora per assurdo e supponiamo che (b2) sia falsa,
ovvero che esista € € R* tale che x < —p.aja; - -+ — € per ogni x € A. Poiché & > 0, per
la proprieta 19 del Paragrafo 1.2 esiste n € N tale che £ > 10™; quindi si ha

x< —p.ajay---— 107" perogni x € A.
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D’altra parte
—p.ai@y - < —p.aas -y,

da cui segue che
x< —p.ajay---a,— 107" perogni x €A,

ovvero —p.a @y - - @, — 107" ¢ maggiorante di A, in contraddizione con la (D1.3). Cid
prova (b2) e completa la dimostrazione del teorema.

Dimostrazione del Teorema 1.11 (esistenza e unicita della radice n-
esima), pag. 15

Dimostriamo il Teorema 1.11 nel caso particolare in cui n = 2 e y = 2, ovvero proviamo
che
esiste un unico x € [0, o) tale che =2

(il caso generale ¢ del tutto analogo; lo studente ¢ invitato a verificarlo per esercizio).

L’unicita segue immediatamente dal fatto che se 0 < x; < x,, allora
2 2
X[ = X1 X < X2+ X2 = X5

Per dimostrare I’esistenza, siano A = {s € R : s> < 2} e x = supA. Segue dal Teorema
1.10 che x & ben definito: infatti A ¢ limitato superiormente (2 ¢ maggiorante diA)e A # 0
(1 € A). Inoltre 1 < x < 2: infatti 12 = 1 < 2 < 4 = 22. Per dimostrare che x> = 2 basta
provare che

(@ x*<2 e (b)) x*=2.

(a). Per provare (a) procediamo per assurdo. Se (a) & falsa, allora x> > 2 e quindi esiste
&> 0 tale che x> > 2 + &. Dimostreremo che da cio segue che

x—107 >0

D1.4
(x = 1070)2 > 2, D14

dAnpeN: {
ovvero che x — 107 & un maggiorante di A, in contraddizione con x = supA. Resta
dunque da dimostrare (D1.4). Poiché x > 1, ¢ evidente che

x=10">0 VneNl.
Poiché x2 > 2 + &, x <2e 1072 > 0, si ottiene
(x=10"?=x"-2-10"x+ 107" >2+&-4-107",
quindi (x — 10™)% > 2 se
e-4-10">0 ovvero 4-107"<e.

Per la positivita di € e per la proprieta 19 del Paragrafo 1.2, ¢ possibile scegliere ny € N
tale che 107 < £, e (D1.4) ¢ provata.

(b). Per provare (b), procediamo ancora per assurdo e supponiamo che x> < 2; quindi
esiste & > 0 tale che x> < 2 — &. Basta dimostrare che da cid segue che 1’esistenza di
n; € N tale che

An eN: (x+107)Y? < 2; (D1.5)

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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infatti in tal caso x + 10™ € A, ovvero x non ¢ maggiorante di A, in contraddizione con
x = supA. Sia quindi n; € N (da determinare); si ha

(x+107)? = X2 +2x10™" + 1072 <2 —g+4- 107" + 1072
<2-g+5-10™,

Se si sceglie n; € N tale che 10™ < £, il che & possibile per la positivita di & e per la

proprieta 19 del Paragrafo 1.2, risulta2 —e+5-10™ < 2, ovvero la (D1.5). Cid conclude
la dimostrazione.

Dimostrazione del Teorema 1.13 (esistenza e unicita del logaritmo),
pag. 17

Dobbiamo dimostrare che per ogni a,y € (0, o) con a # 1 esiste un unico x € R tale che
a‘ =y.

L’unicita segue dalla proprieta 9 delle potenze. Per I’esistenza si distinguono alcuni
casi.

(I Sey =1, allora x = 0 ¢ ovviamente soluzione dell’equazione a* = 1.
(IT) Sea>1ey>1,sipone
x:=sup{seR:a’ <y},

(si puo facilmente verificare che I'insieme {s € R : @* < y} ¢ limitato superiormente,
quindi, per la completezza di R, ammette estremo superiore in R; lo studente spieghi
I’idea della definizione di x come estremo superiore!) e si dimostra che a* = y
(omettiamo questa parte poiché i ragionamenti sono analoghi a quelli usati nella
dimostrazione del Teorema 1.11).

() Se0 <a < 1ey> 1, allora si ha, per le proprieta delle potenze, che

l —X
a)‘:y(:)(—) =y,
a

quindi essendo 1 > 1 risulta
log,y := —logi y.
(IV) SeaeR*,a# 1e0 <y <1, allora, per le proprieta delle potenze,

_ 1
a=yeat=-,

y
e, essendo i > 1, si pone

1
log,y := —log, (;)
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Dimostrazione del Teorema 1.15 (proprieta elementari dei numeri com-
plessi), pag. 20

La dimostrazione si basa sulla definizione della somma e del prodotto di numeri complessi
e sulle proprieta elementari verificate dai numeri reali. Utilizzeremo sempre le notazioni
Z=X+1y, zx = xx + iyx (k € N) ecc., dove x,y, x¢, yx € R.

lLL.ai+n=0+2z per Ogl’li 21,20 € C.

Per la definizione di addizione di numeri complessi,
2+t =@+)+ii+y) e 2tz =00+ x)+i0n+y).

Poiché I’addizione di numeri reali verifica la proprieta commutativa, x; + x, = x, + x| €
yi+y2=y2+y,quindiz; + 22 =22+ 21.

2. (21 +22) + 23 = 21 + (22 + 23) per ogni 21, 22,23 € C.

Per la definizione di addizione di numeri complessi,

(21 +22) + 23 = ((x1 + x2) +i(y1 +¥2)) + (x3 +iy3) = (X1 + x2) + x3) +i((y1 +y2) +¥3)

€

21+ (22 +23) = (xp +iyD) + (2 + x3) +i(y2 +y3)) = (X1 + (02 + x3)) + i(y1 + (2 + y3)).

Poiché I’addizione di numeri reali verifica la proprieta associativa, (x; + x») + x3 = x1 +
(2 +x3) e (y1 +y2) +y3 =y1 + (2 +y3), quindi (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).
3. Esiste un unico numero complesso, indicato con 0, tale che z + 0 = z per ogni z € C.

Cerchiamo zy = xo + iyp € C tale che z + zp = z per ogni z = x + iy € C, ciog tale che
per ogni x,y € R

(x+iy)+ (xo +iyg) = x+iy ovvero (x+ xp)+i(y+yy) = x+iy.

Allora x + xp = xey+yo =y per ogni x,y € R ovvero xp = yp = 0. Percio 7o = 0+ i0 &
I’unico numero complesso che verifica la proprieta richiesta.
4. Per ogni z € C esiste un unico numero complesso, indicato con —z, tale che z+(-z) = 0.

Dato z = x+iy € C, cerchiamo w = £+in € C tale che z+w = 0 ovvero (x+&)+i(y+n)
0+i0. Allorax+&=0ey+n=0,percuié = —xen = -y, quindi —z = (—x) + i(-y)
I’unico numero complesso che verifica la proprieta richiesta.

[l

5. 2120 = 7221 per ogni 71,z € C.
Per la definizione di moltiplicazione di numeri complessi,
2122 = (x1x2 = y1y2) +i(xiy2 + y1x2) e 2221 = (x2x1 — yay1) + i(xayr + y2x1).

Poiché la moltiplicazione di numeri reali verifica la proprieta commutativa, x;x; — y;y»
X2X] — Yay1 € X1Y2 + Y1X2 = XpY1 + y2X1, quindi 2127 = 227;-

6. (2122)z3 = 21(2223) per ogni 71,722,723 € C.

Per la definizione di moltiplicazione di due numeri complessi,
(z122)z3 = ((x1x2 = y1y2) + i(X1)2 + y122))(xX3 + iy3)

= ((x1x2 = y1y2)x3 — (X1y2 + y1x%2)y3) + i((x1%2 = y1y2)y3 + (X1y2 + y1X2)X3)

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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21(2223) = (x1 +iy)((x2X3 = y233) + i(x2y3 + ¥2X3))
= (x1(x2x3 — y2y3) — y1(x2y3 + yax3)) + i(x1(x2y3 + y2x3) + y1(x2X3 — y2¥3)).

Poiché i numeri reali verificano le proprieta commutativa e associativa,

(X122 = y1y2)x3 — (X1y2 + y1X2)y3 = X1(X2X3 — y2y3) — y1(X2y3 + y2X3)

(x1x2 = y1y2)y3 + (X1y2 + y1x2)X3 = X1(x2y3 + y2X3) + y1(x2X3 = y2y3),
quindi (z122)z3 = 21(2223).
7. Esiste un unico numero complesso, indicato con 1, tale che 7 -1 = z per ogni z € C.
Cerchiamo z; = x; +iy; € C tale che zz; = z per ogni z = x + iy € C, cioe tale che per
ogni x,y e R
(x +iy)(x; +iy;) = x+iy ovvero (xx; —yyp) +i(xy; +yx)) =x+1iy
ovvero
XX —yYy1 =X € xy;+yx; =y perogni x,yeR.
La scelta di x = 0 e y = 1 nella prima uguaglianza implica che y; = 0, quindi rimane da
dimostrare che esiste un unico x; € R tale che xx; = x e yx; = y per ogni x,y € R. Per
la proprieta 7 dei numeri reali x; = 1 & I'unica possibilita, quindi z; = 1 + i0 & I'unico
numero complesso che verifica la proprieta richiesta.
8. Per ogni z € C, z # 0, esiste un unico numero complesso, indicato con 7L, tale che
-1
z-z - =1

Dato z = x + iy # 0, cerchiamo w = ¢ + in € C tale che zw = 1 ovvero (x& — yn) +
i(xn + y¢) = 1 + 0. Si deve quindi risolvere il sistema
x&—yn =1
xn+yé=0.
rispetto a £,7 € R. Se x # 0, per la seconda equazione = —y&/x, e sostituendolo nella
prima equazione, si trova
2

y X
+—&=1 ovvero = 5.
o x§ v ¢ X2 +y?

— Ve _ Y . . _ X s Y a7 .
Alloran = —<§ = penn quindi, se x # 0, w = iy e ¢ I’'unico numero comp.lesso
tale che zw = 1. Se invece x = 0, necessariamente y # 0 e partendo dall’ugualianza
& = —xn/y si ragiona in modo analogo per giungere alla stessa conclusione.

9. Per ogni 71,722,723 € C, (71 + 22)73 = 2123 + 2223-

Dati z; = x + iyx (k = 1,2,3) si ha che

(z1 +22)z3 = ((x1 + x2) +i(y1 +¥2))(x3 + iy3)
= ((x1 + x2)x3 — (1 + y2)y3) + i((x1 + x2)ys + (y1 + y2)x3)

2123 + 2223 = (X1x3 — y1¥3) + i(x1y3 + y1x3) + (X2X3 — y23) + i(X2y3 + ¥2X3)
= ((x1x3 = y1y3 + X2X3 — y2y3) + i(X1y3 + Y1X3 + X2)3 + ¥2X3)).

Chiaramente (x1 +x2)x3—(y1 +¥2)y3 = X1X3 =Y1y3+X2X3—y2¥3 € (X1 +X2)y3 +(y1 +y2)X3 =
X1y3 + Y1X3 + X2y3 + y2x3, quindi (z1 + 22)73 = 2123 + 2223.

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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2 Dimostrazioni del Capitolo 2
Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice

Dimostrazione che Q € numerabile,pag. 51 ... ............. 8

Dimostrazione che Q e numerabile, pag. 51

Si elencano i numeri razionali seguendo le frecce indicate nella tabella sottostante, saltan-
do quei numeri razionali che si sono gia elencati in precedenza:

121 13432115654321
17 1’ 27 3’ 1’ 17 2’ 3? 4’ 5’ 17 1’ 29 3, 4’ 57 6"
In tal modo si determina una funzione biunivoca tra N e Q.
1/1 1/2 — 1/3 1/4 — 1/5 ...
I/ / / v /
2/1 2/2 2/3 2/4 2/5
/ / v /
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5
7 e /
4/1 4/2 4/3 4/4 4/5
/ /
5/1 5/2 5/3 5/4 5/5
7

6/1 6/2 6/3 6/4 6/5

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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3 Dimostrazioni del Capitolo 3

Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice
Dimostrazione del Lemma 3.6,pag. 78 . . . . .. ... ... ... .. .. 9
Dimostrazione del Teorema 3.7 (Teorema di Bolzano-Weierstrass), pag.
£ T 9
Dimostrazione del Teorema 3.20 (aritmetica parziale di R*), pag. 89 .. 11

Dimostrazione del Lemma 3.6, pag. 78

Dobbiamo dimostrare che se xp € R* & un punto di accumulazione per £ C R, un
qualunque intorno U di x( contiene infiniti punti di E.

Per definizione, esiste x; # xp tale che x; € E N U. Quindi, per il principio di
induzione, basta dimostrare che dati n punti (n > 1, n € N) xy, ..., x, appartenenti ad
E N U e diversi da xo, esiste un punto x,,,; € ENU tale che x4 # xxy perk=0,1,...,n.
Per la proprieta di separazione della topologia di R*, per ogni k = 1,...,n esiste un
intorno U, di xg tale che x; ¢ Uy. SiaV .= U N U N ---N U, NU. Allora x;, ¢ V
perogni k = 1,...,n e, per la proprieta (ii) della topologia, V € un intorno di xj. Per la
definizione di punto di accumulazione, V C U contiene un punto x,,; di E diverso da x,
quindi x,4; € ENU e xp4) # xpperognik =0,1,...,n.

Dimostrazione del Teorema 3.7 (Teorema di Bolzano-Weierstrass), pag.
78

Dobbiamo dimostrare che se E C R € un insieme limitato e infinito, allora esiste almeno
un punto di accumulazione per E in R.

La dimostrazione ¢ costruttiva e procede nel modo seguente:
(a) sidetermina un punto x candidato ad essere punto di accumulazione;

(b) si prova che x soddisfa tale proprieta.

(a). Essendo per ipotesi E limitato, esistono ag,by € R tali che ay < bped E C I :=
[ao, bp]. Dividiamo I’intervallo Iy in due intervalli di uguale lunghezza:

2

ag + by
ao, )

agp + by bo]

Poiché E contiene infiniti punti e E C I, almeno uno dei due intervalli contiene infiniti
punti di E; indichiamo con I, = [ay, b;] tale intervallo. Si osservi che

by —ap

ag<a  <b;<by e by—a = 2

Suddividendo, in modo analogo, /; in due intervalli, si determina un intervallo

I, = [as, by ]

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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che contiene infiniti punti di E e risulta

ag<ar<ay<by<b<by e by—a= > »

Cosi procedendo, si costruisce per ogni n € N un intervallo
I, = [a,, bn]
che contiene infiniti punti di E e tale che
aa<ay<---<a,<b,<---<by<b; <by,
b() —a

b, —a, = .
a o

Detti
A={a,: neN} e B=1{b,: neN},

b] —a _ bo—ao

tali insiemi risultano limitati in R (sono contenuti in Ip) e quindi, per la proprieta di

completezza, esistono
supA e infB.

Si osservi che, per costruzione, si ha a; < b,, per ogni k, m € N; cio significa che per ogni

m € N b, ¢ maggiorante di A: quindi
supA<b, VYmeN,
percio
supA <infB.

Inoltre si ha b
O0<infB-supA<b,—a,= oz—nao VneN,

cosicché, data I’ arbitrarieta di n,
inf B—supA =0,

OVVero
x:=inf B = sup A.

(b). Dimostriamo che x ¢ punto di accumulazione per E, cio¢ che

¥V &>0, Bg(x)contiene infiniti punti di E.

Si noti che, per costruzione, x € I, per ogni n € N. Inoltre, per la proprieta di Archimede,

esiste ny € N tale che
_ by —ay

by = iy =~

o — Qn <e&.

Percio si ha
In() g BS(x)s

quindi anche B.(x) contiene infiniti punti di E.

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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Dimostrazione del Teorema 3.20 (aritmetica parziale di R*), pag. 89

Sia xy € R* un punto di accumulazione per X = dom f N dom g.

O]

(i)

(iii)

()

Dimostriamo che se f(x) — +oo0 e g(x) e definitivamente limitata inferiormente per
X — X, allora f(x) + g(x) = +oo per x — xy (I’altro caso ¢ analogo).

Sia M € R qualunque. Per I’ipotesi su g, esiste K € R tale che g(x) > K definitiva-
mente per x — xo. Per 'ipotesi su f, f(x) > M — K definitivamente per x — xo.
Percio, per (3.17)-(3.19),

f(x)+g(x)>M—-K+ K =M definitivamente per x — Xxo.
Dimostriamo che se f(x) — +oc0 e g(x) — € € (0,+00) per x — xo, allora
f(x)g(x) = +o0 per x — xq (icasiin cui £ = +00 0 £ € [—00,0) sono analoghi).

Sia M € R qualunque. Per I’ipotesi su g e il Lemma 3.14, g(x) > g > ( definitiva-
mente per x — xg. Per 'ipotesi su f, f(x) > 2|M|/¢ definitivamente per x — xo.
Percio, per (3.17)-(3.19),
2|M| .
f(x)g(x) > 7 5= [M| > M definitivamente per x — Xxp.

Dimostriamo che se f(x) — 0 e g(x) é definitivamente limitata per x — xo, allora
f(x)g(x) = 0 per x — xo.

Sia € > 0 qualunque. Per I’ipotesi su g, esiste K > 0 tale che |g(x)] < K definiti-
vamente per x — xo. Per I'ipotesi su f, [f(x)| < &/K definitivamente per x — xo.
Percio, per (3.17)-(3.19),

[f(0)g(x) = 0] = |f(x)llg(x)] < % -K =& definitivamente per x — xo.
Dimostriamo che se f(x) — 0% per x — x, allora 1/ f(x) — +oo per x — xq (il
casi in cui f — +co & analogo).

Sia M € R qualunque. Per I'ipotesi su f, 0 < f(x) < 1/|M| definitivamente per
x — xg. Percio

f(x) > |M| > M definitivamente per x — Xo.
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4 Dimostrazioni del Capitolo 4

Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 4.3 (il numero di Nepero), pag. 113

Dobbiamo dimostrare che la successione a, = (1 + %)” pern = 1,2... ¢ strettamente
crescente e limitata.

Proviamo prima che {a,} ¢ strettamente crescente. Per n > 2, si ha:

an _ (”%)n :(n+1)”(n;1)n_1

n-1 | 1 \"! n
+
n—1

Per la disuguaglianza di Bernoulli (si veda la (1.37)) (1 — n—lz)" >1- nlz =1 -1, quindi
f—'jl > 1 ovvero {a,} € crescente.

Per provare che {a,} ¢ limitata, si consideri la successione {b,} definita da

n+l 1
b, = (1 + —) = a, (1 + —) > ay. (D4.1)
n n
Per ogni n > 2 si ha:
1n+1
1+ - Z
b, ( I’l) _ 1+l’l
) GG
1+n—1 n+1/) \n-1
1 1 1
1+ - 1+ - 1+ -
_ n__ n _ n
1

2\ (nr-1+1Y) L4 "
n? -1 n? -1 n? -1
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Per la disuguaglianza di Bernoulli,

1y n n 1
1+ >1+ >l+—==1+-—,
( n2—1) n? -1 n? n

quindi bb"l < 1, ovvero {b,} ¢ decrescente. Allora, per la (D4.1),0 < a, <b, <b; =4e

{a,} & limitata.

Dimostrazione del Teorema 4.6, pag. 115
Dobbiamo dimostrare che le seguenti due affermazioni sono equivalenti:

(i) lim a, =C¢€eR"

n—+o0o

(ii) per ogni sottosuccessione {ay,} si hache lim a;, = £ € R".

n—+oo

(i) = (). Sia {ai,} una sottosuccessione e sia € > 0; per (i), esiste N € N tale che
la, — €] < & per ogni n > N. Poiché k, > n, anche |a;, — {| < & per ogni n > N, quindi
lim ay, = L.

n—+o0o

(ii) = (i). Basta osservare che {a,} ¢ sottosuccessione di sé stessa.

Dimostrazione del Teorema 4.7, pag. 115

Data una successione limitata {a,} C R, dobbiamo dimostrare che esiste una sottosucces-
sione convergente.

Se uno stesso valore, a, compare infinite volte nella successione, la sottosuccessione
{a,a,...} converge ad a. Quindi resta da considerare il caso in cui la successione contiene
infiniti valori distinti, cio¢ il caso in cui I'immagine A = {a, : n € N} C R della
successione € un insieme infinito. Per la limitatezza della successione, A € anche un
insieme limitato e quindi, per il teorema di Bolzano-Weierstrass (Teorema 3.7), possiede
almeno un punto di accumulazione £ € R. Per il Lemma 3.6, ogni intorno sferico U, :=
(¢-1,¢+1) contiene infiniti punti di A diversi da £. Quindi esiste k; € N, k; > 0 tale che
ax, € Uy, esiste ky € N, kp > kj tale che ai, € U, e cosl via: per ogni n € N esiste k, € N,
kn, > k,—1 tale che ai, € U,. La successione {ay,, ax,, di,, ...} ¢ una sottosuccessione di
{a,} che, per costruzione, converge a {: infatti ax, € U, C U, per ogni n > m, e quindi
per ogni ¢ si ha |a;, — {| < & per ogni n > n,, dove n, ¢ tale che n, > 1/& (per esempio
ne =[1/e] + 1).

Dimostrazione del Teorema 4.9 (Criterio di Cauchy), pag. 116

Sia {a,} € R una successione. Dobbiamo dimostrare che le due seguenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) {a,} & convergente;

(i) {a,} ¢ fondamentale.

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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(i) = (ii). Poiché lim a, = € € R, dato & > 0O esiste n € N tale che
n—+oo

la, -0 <S YnzN.
2
Quindi per ogni n,m > N si ha

|an—am|=|<an—f)—<am—€>|s|an—€|+|am—€|<§+§=s.

(i) = (i). Poiché {a,} ¢ fondamentale, per la (4.13) {a,} ¢ limitata e quindi, per il
Teorema 4.7, possiede una sottosuccessione {ay,} convergente a un certo valore £ € R.
Cio significa che preso € > 0, esiste N; € N tale che

&

|lag, — €] < 5 Vn>Nj.
Inoltre, poiché per ipotesi {a,} ¢ fondamentale, esiste N, € N tale che

£
la, — an| < 3 Yn,m>N,.
Scegliendo m = k,, si ottiene
e
lan — ax,| < 3 Yn>N,

(si noti che la condizione m > N, ¢ verificata: m = k, > n > N, poiché k, ¢ strettamente
crescente). Quindi, per la disuguaglianza triangolare,

lan — € < lan — ag, | + lag, — €] < ; + ; —& VYnzN:=max(N,N,).

Dimostrazione del Teorema 4.18 (Teorema del confronto asintotico),
pag. 127

Dobbiamo dimostrare che se a; > 0, by > 0 e ar = bi(1 + o(1)) definitivamente per

k — +oco, allora le corrispondenti serie hanno lo stesso comportamento.

Segue dall’ipotesi che esiste kg € N tale che
1 .
Ebk <ay <2b, perogni k> ko,

quindi

00

% i by < Z ap <2 i by  perogni k> ko.

k=ko+1 k=ko+1 k=ko+1

Poiché (si veda la 4.25) le due serie hanno lo stesso comportamento delle rispettive
code, segue dal criterio del confronto (Teorema 4.17) che le due serie hanno lo stesso
comportamento.
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Dimostrazione del Teorema 4.28 (Teorema di Riemann), pag. 142

(o)

Dobbiamo dimostrare che se ) a; converge semplicemente ma non assolutamente, allo-
k=0

ra:

(i) per ogni s € R esiste un riordinamento, Z by, di Z ay, tale che Z by = s,
k=0 k=0

(o)
(if) esiste un riordinamento di Y, a; che diverge;
k=0

[ee)
(iii) esiste un riordinamento di ), a che ¢ irregolare.
k=0

(7). Siano {Py} e {M,} le sottosuccessioni di {a;} che contengono, rispettivamente, futti gli
elementi non negativi e tutti gli elementi negativi di {a;}, presi nell’ordine in cui appaiono:
P, >0e My <0 perognikeN.

Poiche Y, a; & convergente ma non assolutamente convergente,

k=0
i = i = (D4.2)

k=0 k=0
. . . n n . . . .
Siano infatti s, = 3, Pre s = >, My; le due successioni sono monotone, quindi ammet-
k=1 k=1

n
tono limite, e s, = 3} ax = s, + 5, . Percio, se per assurdo una delle due ¢ convergente, al-
k=1

lora lo ¢ anche I’altra; d’altra parte Z lai| = s;,—s,,, e quindi la serie risulta assolutamente

convergente, in contraddizione con 1 1p0tes1 Cio prova la (D4.2).

Definiamo la successione {b;} per ricorrenza. L’idea ¢ la seguente: a ciascun passo,
valutiamo la somma dei n termini gia selezionati, s, = by + b; + --- + b,, e scegliamo
come successivo, b1, il primo non gia selezionato tra quelli non negativi se s, < s, il
primo non gia selezionato tra quelli negativi se s, > s. Per far questo, a ciascun passo
aggiorniamo due indici, p(n) e m(n), che segnalano il primo elemento non gia selezionato
delle due sottosuccessioni.

Inizializziamo il sistema ponendo

by =0, p(0) =0, m(0) =

Al primo passo, poniamo

by = Pp) by = M)
p()=1 se0<s, p(1)=0 se s <0.
m(l)=0 m(l)=1

Procedendo in questo modo, al passo n poniamo s, = by +b; +---+ b, e

bpy1 = Pp(n)
pmn+1) = pn)+1 se s, < S,
mn+1) = m(n)

by = Mm(n)
pn+1) = pmn) se s < Sy
mn+1) = mn)+1

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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Osserviamo che
pn) = +00 e m(n) = +co0  per n — +oo. (D4.3)

Per costruzione p(n) ¢ crescente; se per assurdo p(n) ¢ limitata, allora esiste ng tale che
n

s < 8§y, = Sy, + 2, My per ogni n > ng; passando al limite per n — +oco si ottiene
k=n0+1
s < —oo, che € impossibile poiché s € R.

Segue da (D4.3) che la success10ne {br}x>1 contiene tutti gli elementi di { Py} e di {M;};

percio Z by € un riordinamento di Z ax. Resta da dimostrare che s, — s per n — +co.
k=1 k=0
Da (D4.3) segue anche che il segno di s, — s cambia infinite volte; quindi esiste una

sottosuccessione s;, tale che s;,, <5 < 5j,,11 € Sj,,,,41 < 85 < 8y, Si ha

0<s,—s< |bj2”+1| per Ogl‘li ne [jo + 1,j(2,,+1)]

0<s=s5,<1bjy 41l perogni n € [jont1) + 1, jons2)]

Infatti, se ad esempio n € [y, + 1, j2,+1y] allora per costruzione 0 < 5, — 5 < 5,41 — § <
Sj+1 = Sj,, = bj, +1 (1a seconda si verifica allo stesso modo). Poiché (per la convergenza
semplice) b, — 0 per n — +oo, (i) ¢ dimostrato.

(ii). Procediamo come prima, definendo b, invece come

n
M+ se s, =X bi=n
bn+1 = i=0

P,,(,,).H se s, <n.

In questo caso si dimostra che s, — n cambia segno infinite volte, utilizzando, oltre alla
(D4.2), il fatto che Py — 0 per k — +o0; ragionando come sopra, da cio segue facilmente

che Y by = +o0.
k=0

(iif). Per la (D4.2) si puo costruire un riordinamento tale che le sue somme parziali s,
verificano la seguente proprieta: per ogni N € N esisto nj,ny; > N tali che s,, < 0Oe
8y, = +1. Tale riordinamento ¢ chiaramente irregolare.

Dimostrazione del Teorema 4.30 (prodotto di Cauchy di due serie),
pag. 144

[oe] (9]

Dobbiamo dimostrare che se ), a; e ), by sono convergenti e una delle due ¢ assoluta-
k=0 k=0

mente convergente, allora la serie prodotto ¢ convergente e

; ]Z:: ajbi-j|= [i ak) [i bk] :

k=0

(9]
Supponiamo per esempio che ), g sia assolutamente convergente; siano A,, B, e C,
k=0
le seguenti somme parziali:

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
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Allora risulta
C, = a()b() + (d0b1 + albo) + -+ (aobn + -+ Clnbo)
=aglbp+---+by)+ay(by+---+by_1)+ - +aby
=@ +a+--+a)bo+by+---+b,)-R,=A,B,— R,
dove abbiamo posto
R,=by+by+---+bya,+ by +---+by)a,—1 +---+ byay. (D4.4)
Poiché A, B,, — (Z ak) ( > bk) per n — +oo, resta da dimostrare che
k=0 k=0
R, — 0 per n— +oo. (D4.5)
Preso & > 0, per il criterio di Cauchy esiste N, € N tale che
n
Zbk <eg VYnzm>N;.
k=m
Si osservi che, se n > Ng, nella (D4.4) soltanto i coefficienti di ay, an-1,..., ..., Ap-n,+1

contengono by con k < N, quindi

n—Ng
Rl < by + -+ byl - lagl + - + b, + - + byl - |y 1l + & Dl
k=1

n

<M, Z Iak| +eM,,
k=n—N.+1

dove

M1 =

i bk (§] M2 = i Iakl.
k=1 k=1

Per il criterio di Cauchy esiste N. > N, tale che

n

Z lax| < & VY n>N,,
k=n—N,+1

quindi B
|R;1|S(M]+M2)8 \7’I’l>1V5

e la (D4.5) segue dall’arbitrarieta di &.
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5 Dimostrazioni del Capitolo 5
Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice

Dimostrazione del Teorema 5.5 (teorema ponte), pag. 160 . . .. .. .. 18

Dimostrazione del Teorema 5.5 (teorema ponte), pag. 160

Sia f : X — R e sia xo un punto di accumulazione per X. Dobbiamo dimostrare che le
due seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) lim f(x) =€ e R
X—X0
(i) per ogni successione {a,} € X \ {xo} tale che a, — xp per n — +oo, si ha
lim f(a,) ="¢.
n—+oo
Consideriamo solo il caso in cui xp e € € R (gli altri sono analoghi).
(i) = (ii). Se vale (i), preso € > 0 esiste 6 > 0 tale che
[f(x)—€l<e se xeX e 0<|x—x <. (D5.1)

D’altra parte, se a, — xo, esiste per questo 6 > O un N € N tale che Vn > N si ha
la, — xo| < 0; inoltre per ipotesi a, € X e 0 < |a, — xo| (a, # Xo!); quindi, per la (D5.1),

|f(a,)—Ctl<e ¥Yn>N
e abbiamo trovato la (if).
(ii) = (i). Per assurdo, supponiamo che valga la (i) ma sia falsa la (7). Allora

non ¢ vero che: per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

xeX,0<lx—xl<d = |f(x)—-{Ll<e

ovvero
esiste € > 0 tale che non ¢ vero che: esiste § > 0 tale che
xeX0<|x—xgl <6 = |f(x)-{| <e,
ovvero
esiste &€ > 0 tale che per ogni § > 0 non ¢ vero che:
xeX,0<x—x9| <6 = |[f(x)-{l <e,
ovVvero
esiste &€ > 0 tale che per ogni § > 0 esiste x5 € X tale che (D5.2)
0<lxs—xl<d e |flxs)—Ctl>e '
(lo studente confronti la definizione di limite e la sua negazione (D5.2)!).
Visto che la (D5.2) ¢ valida per ogni ¢ > 0, possiamo dare a ¢ i valori 1, % % %, ...€e

chiamare i valori corrispondenti xs nella (D5.2) a;,a, as, ay, ... Allora abbiamo trovato
un valore £ > 0 e una successione {a,} C X tali che

1
O<la,—xol<—- e |fla)—-€l=ze ¥Yn=1,23,...
n

Quindi a,, — xg pern — +oo e f(a,) — € /> 0 per n — +oo, in contraddizione con (if).
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6 Dimostrazioni del Capitolo 6

Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 6.13 (continuita della funzione inversa nel
caso in cui X € compatto), pag. 173

Per definizione di funzione inversa, dom f~! = £(X). Quindi dobbiamo dimostrare che,
preso un elemento y € f(X), f~!' & continua in y. Supponiamo per assurdo che non lo sia.
Ci0 significa (negando la definizione di limite, lo studente verifichi) che esiste € > 0 tale
che

Ve>03ys€ fX):0<ly—ysl <delf o) - f DIz e

Scegliendo 6 = 1/n (n > 1) e scrivendo y, al posto di y;,, si ottiene una successione

{yu} € f(X) taleche y, —» ypern — +oo e
|f_1(yn) - f_l(y)| >& perognineN. (D6.1)

Ponendo x, = f~'(y,) € X, la compatezza di X implica che {x,} ammette una sottosuc-
cessione {x,} convergente in X:

X;, = x € X per n — +oo. (D6.2)

Essendo f continua in x € X, anche y;, = f(xx,) = f(x) per n — +oco. D’altra parte, tutta
la successione {y,} converge a y, quindi y = f(x). Ma allora x = f~'(y) e la (D6.1) diventa
|x, — x| > & per ogni n € N. Cio0 contraddice la (D6.2) e completa la dimostrazione.

Dimostrazione del Teorema 6.19, pag. 177

Sia f : X 2 R — R uniformemente continua in X, e sia A C X limitato. Dobbiamo
dimostrare che f|4 € limitata.

Ragioniamo per assurdo e supponiamo che f non sia limitata in A. Allora per ognin €
N esiste x,, € A tale che |f(x,)| > n. La successione {x, : n € N} C A ¢ limitata (poiché
lo ¢ A); quindi, per il Teorema 4.7, esiste una sottosuccessione {x,} convergente a un
elemento x € R. Poiché f & uniformemente continua, esiste 6 > 0 tale che |f(x)— f(y)| < 1
se [x —y| < & (si e scelto e = 1 nella (6.13)). Per il criterio di Cauchy (Teorema 4.9)
applicato alla successione {x;,} con & = /2, esiste N € N tale che |x;, — xi,| < 6/2 per
ogni n > N. Quindi

1 G ) < 1 Qe )+ 1f (k) = f ey )l < [ f (xy )l + 1 per ognin > N.
D’altra parte, per definizione di {x }, |f(xx,)| = +00 per n — 400 e abbiamo trovato una

contraddizione.
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Dimostrazione del Teorema 6.20, pag. 177

Dobbiamo dimostrare che se f : X — R ¢ uniformemente continua nell’intervallo X C R,
esistono a, 3 > 0 tali che |f(x)| < @|x| + B per ogni x € X.

Per la continuita uniforme di f in X esiste 6 > O tale che [f(x)— f(y)| < 1 se|x—y| <&
(x,y € X), quindi

lf()—fI<1l se |x—y <6, xyeX (D6.3)
Sia xy € X. Dimostreremo che
[fGl < 1f(xo)l + 1+ |x — x0|/6 perogni x€X, (D6.4)
da cui segue la tesi con @ = |f(xp)| + 1 + |xo|/6 e B = 1/6:
()] < |f(xo) + 1+ |xo|/6 + |x|/6 perogni x € X.
Per la (D6.3) (con y = xp),
fFl < 1f(xo)l+1 se xeX e |x—x <6.
In particolare |f(xp £ J)| < |f(x0)| + 1; quindi, sempre per la (D6.3) (con y = x¢ £ 9),
[fl < |f(xp)l+2 se xeX e §<|x— x| <26.

Ripetendo questo procedimento (o, pitt precisamente, ragionando per induzione), si trova
che per ognin € N

IfI<|f(xo)l+n+1 se xeX e nd <|x— x| <(n+1)o. (D6.5)

La (D6.5) vale per n < |x — x¢|/d, quindi sostituendolo in |f(x)| < [f(xo)| + n + 1 si ottiene
la (D6.4).
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7 Dimostrazioni del Capitolo 7

Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 7.4 (derivabilita e retta tangente), pag. 182

Sia I un intervallo, f : I — R e xy € I. Dobbiamo verificare che f ¢ derivabile in x( se
e solo se esiste la retta tangente non verticale al grafico di f in (xg, f(xg)), ovvero che le
seguenti due affermazioni sono equivalenti:

(i) esiste finito f'(xo) = lim J) = flxo) :
X—X0 X — XO

(if) esiste m € R tale che f(x) = f(xo) + m(x — xo) + o(x — xp) per x — Xxp.

(i) = @@0). Siha f(x;:—f;)(xo) — f’(x0) = o(1) per x — xg, OVVero
Fx) = f(x0) = f(x0) - (x —x0) = o(1) - (x — x9) per x — xg

e (ii) segue da o(1) - (x — xp) = o(x — xg) per x — xg (si vedano le proprieta algebriche
degli o-piccolo a pag. 143) scegliendo m = f’(xp).

(if) = (i). Ancora utilizzando o(1) - (x — xg) = o(x — xp), si ha

f@) = foo)

X — X0

m=o0(l) per x — xo,
per cui il limite in (i) esiste finito e f’(xy) = m.

Dimostrazione del Teorema 7.12 (‘“‘algebra delle derivate”), pag. 188

Siano [ un intervallo, xo € I, f,g : I — R derivabili in xy e @ € R. Dobbiamo dimostrare
che:

(i) lafunzione af ¢ derivabile in xy e (af) (x9) = af’(x0);
(if) lafunzione f + g ¢ derivabile in xg e (f + g)'(x0) = f'(x0) + &' (x0);

(iii) la funzione fg € derivabile in xg e (fg)' (x0) = f(x0)g’(x0) + f(x0)g’ (x0);
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(iv) se g(xo) # 0, la funzione f/g & derivabile in xo e (f/g)'(x0) = (f"(x0)g(x0) —
F(x0)g’ (x0))/(8(x0)).

(i), (i). Seguono immediatamente dalla definizione di derivata e dalle proprieta dei limiti.
(iit). Utilizziamo I’equivalenza tra la (7.6) e la (7.8): per x — xo,
F()g(x) = (f(xo) + f'(x0)(x = x0) + 0(x = X0)) - (8(x0) + &"(x0)(x — X0) + 0(x — X0))
= f(x0)g(x0) + (f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0))(x — X0) + 0(x — Xo) -

Percio m = f’(xo)g(xo) + f(x0)g’(x0) € il coefliciente angolare della retta tangente ad fg
in xp, che sappiamo (per il Teorema 7.4) coincidere con la derivata.

(iv). Per provare la (iv), invece, utilizziamo direttamente la definizione (7.6) di derivata
e la (iii) (che abbiamo appena dimostrato). Si noti innanzitutto che, se g(xg) # 0, g(x) ¢
definitivamente non nulla per x — xg e

1Y 1 1 1
—_ = 1 _— =
(g) o) = % (g(x) g(xo>)
R CO N S 7c
ST x—w s0go) | (g)?

Quindi applicando la (#ii) alle funzioni derivabili f e 1/g, la f/g ¢ derivabile in x; e vale

J' (x0)g(x0) — f(x0)g’(x0)
(g(x0))? '

(f) (x0) = f(x0) (1) (x0) + f(m)(l) (x0) =
8 8 8

Dimostrazione del Teorema 7.13 (regola della catena), pag. 188

Siano 1, J intervalli, xo € I, g : I — J derivabile in xy ed f : J — R derivabile in g(xy).
Dobbiamo dimostrare che la funzione composta f o g ¢ derivabile in xy e (f o g)'(xp) =
S (g(x0))g’ (x0); si vuole cioe dimostrare che

flg(x0) = f(g(x0)) + f'(g(x0))g" (x0)(x — x0) + 0(x — xp) per x — Xp.

Per ipotesi,

g(x) = g(xo) + &' (x0)(x — xp) + o(x — xp)  per x — xo, (D7.1)
fO) = f(gxo) + f'(g(xo)(y — g(x0)) + o(y — g(x0)) pery — g(xo). (D7.2)

Se g(x) # g(xo) definitivamente per x — xo, possiamo sostituire y con g(x) nella (D7.2):
f(g(x)) = f(g(x0)) + f(8(x0))(g(x) — g(x0)) + 0(g(x) — g(x0)) per x — xo. (D7.3)
Quindi, utilizzando la (D7.1), si ottiene
f(g(x)) = f(g(x0)) + f(8(x0))g’ (x0)(x = x0) + o(x — X0) ~per x — Xo

che prova I’asserto. Nel caso generale, in cui puo accadere che g(x) = g(xp), utilizzando
la definizione di o piccolo riscriviamo la (D7.2) come

fO) = f(gx0)) + f'(€(xo)(y = g(x0)) + (y = g(x0)h(y), (D7.4)
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con
lim h(y) =0,

y—g(xo)

ed estendiamo (se necessario) i con continuita in y = g(xo) ponendo A(g(xg)) = 0. In tal
modo:

e ’'uguaglianza (D7.4) ha senso ed ¢ vera anche se y = g(x); percio si pud sostituire
y = g(x), da cui

F(g(0) = f(g(x0)) + f(8(x0))(g(x) — g(x0)) + (8(x) — g(x0))h(g(x));

e i puo applicare il Teorema 6.4 (continuita di funzione composta); percio h(g(x)) —
0 per x — xp, ovvero h(g(x)) = o(1) per x — xp, ovvero (g(x) — g(xo))h(g(x)) =
o(g(x) — g(xp)) per x — Xo.

Abbiamo cosi ritrovato la (D7.3), e a questo punto la dimostrazione si conclude come
sopra.
Dimostrazione del Teorema 7.21 (monotonia e derivata), pag. 199

Non ¢ restrittivo supporre che f’(x) > 0 (altrimenti basta scambiare f con —f). Dobbiamo
quindi dimostrare che se f : (a,b) — R & derivabile in (a, b), allora

) f'(x)=20Yxe(a,b) <<= f¢crescentein (a,b);
(i) ff(x)>0VYxe(a,b) = f ¢ strettamente crescente in (a, b).

(@). Se f'(x) = 0 per ogni x € (a,b) allora, per il teorema del valor medio, per ogni
a < x| < xp < b esiste ¢ € (x1, xp) tale che

J(2) = fGx) = f()(x2 = x1) 2 0,

quindi f(x;) > f(x;) per ogni x, > xj.
Se viceversa f ¢ crescente in (a, b), allora il rapporto incrementale ¢ non negativo:

OO L vy, x#
y—x

Percio
F=tim DD 56 v ier

yox o y—X
(ii). Si procede esattamente come nella parte (7), osservando che in questo caso f’(c) > 0
e quindi f(x2) > f(x1).
Dimostrazione del Lemma 7.27, pag. 208

Sia f : (a,b) —> Resia P(x,y) = J%{(y) Dimostriamo che le seguenti due affermazioni
sono equivalenti: '

(i) f & convessain (a,b);

(i) P(x2,x1) < P(x3,x1) < P(x3,x2) perognia < x; <x; <x3 <b
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(nel caso di disuguaglianze strette e di stretta convessita la dimostrazione ¢ identica).
Ricordiamo la (7.34):

(i) &= f(@) < f(x)+ P(y,x)(z—x) perogni x <z<y.

(i) = (ii). Scegliendo x = xj, z = x e y = x3 si ottiene

fOx2) < f(x1) + P(xs, x1)(x2 — x1) (D7.5)

da cui segue immediatamente la prima disuguaglianza. Per la seconda basta osservare che
la retta di equazione y(x;) = f(x;) + P(x3, x1)(x2 — x;) coincide con quella di equazione
y(x2) = f(x3) + P(x3,x1)(x; — x3) in quanto entrambe passano per i punti (xj, f(x1)) e
(x3, f(x3)). Percio (D7.5) ¢ equivalente a

f(x2) < f(x3) + P(x3, x1)(x2 — x3)
da cui segue immediatamente la seconda disuguaglianza.

(ii) = (i). E sufficiente scrivere la prima disuguaglianza con x; = x, x, =z e x3 = y:

P(z,x) < P(y,x) &= [f(2) < f(x) + P, x)(z - x).

Dimostrazione del Teorema 7.28, pag. 208
Dobbiamo dimostrare che se f : (a,b) — R ¢ (strettamente) convessa in (a, b), allora
(i) per ogni x € (a, b) esistono finiti f;(x) ed f’(x);
(@) fi(x) = fl(x) per ogni x € (a, b);
(iii) le funzioni f] ed f’ sono (strettamente) crescenti in (a, b);
(iv) f ¢ continua in (a, b).
(7). Sia hg tale che x + hg < b; dal Lemma 7.27 segue che il rapporto incrementale P(x +

h, x) & crescente rispetto ad /; inoltre ¢ limitato dal basso, poiché fissato un qualunque
y € (a, x) si ha

P(x+h,x) > P(x+ h,y) > P(x,y) perogni he (0,h).

Percio il limite 7 — 0F esiste ed ¢ finito, ovvero esiste finita f]. Per f’ si procede allo
stesso modo.

(i1). Per il Lemma 7.27, per ogni & > 0 (talechea < x —h < x+h < b) siha

f(x_zi)h_ f _ fX) —;l‘(x‘h) = P(x,x—h)
< P(x+h,x) = w

quindi la (if) segue passando al limite 7 — 07.

(ii7). Sia x < y. Utilizzando il Lemma 7.27 si ottiene

fat+m) - f) _fO+h) - f) _fO+M) - fO)
h T y+h-x T h '
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Passando al limite 2 — 0* si ottiene la monotonia di f; quella di f” si prova allo stesso
modo. Se inoltre f ¢ strettamente convessa, allora osserviamo che per x < z < ye h
sufficientemente piccolo

f(x+h)—f(x)<f(Z)—f(x)<f(y)—f(Z)<f(Y+h)—f(y)
h Z—X y-2z h ’

Passando al limite 7 — 0" si ottiene

f@Q-f® _fO -G

z—X y—2z

fito) < < L)

che prova la stretta monotonia di f;. Quella di f” si dimostra allo stesso modo.

(iv). Segue da (i) che f ¢ continua da destra e da sinistra per ogni x € (a,b), quindi ¢
continua in (a, b).

Dimostrazione del Teorema 7.29, pag. 208

Sia f derivabile in (a,b). Dobbiamo dimostrare che le seguenti tre affermazioni sono
equivalenti:

(a) f ¢ (strettamente) convessa in (a, b);

(b) f’ ¢ (strettamente) crescente in (a, b);

>) .
(e) f(x) = f(x0) + f"(x0)(x — xo) per ogni x, xo € (a,b), x # Xo.
(a) = (b). Poiché f ¢ derivabile, f* = f; = f’ in (a, b); quindi (b) segue immediatamente
dal Teorema 7.28 (iii).

(b) = (c). Poiché f ¢& derivabile in (a, b), si pud applicare il teorema di Lagrange (Teore-
ma 7.18) nell’intervallo di estremi xy e x. Se per esempio xy < x, allora esiste ¢ € (xg, X)
tale che

J(x) = f(xo) + f(©)(x = x0)

>)
e (c) segue dal fatto che f'(c) > f’(xp). Se viceversa x < x, allora esiste ¢ € (x, xp) tale
che

f(xo) = f(x) + f(e)(xo — x)
e la tesi segue dal fatto che f’(xp) (; f'(c).

(¢) = (a). Siano x # xo. Applicando due volte la disuguaglianza in (c), per ogni
a < x; < xg < xp < b siottiene

Fan) S Fo) + F (o) — xo),
Fe) S Fo) + (w0 — x0).

Moltiplicando la prima per (x, — xo), la seconda per (xo — x;) € sommando, si ottiene

Fo)o —x) < fla)xn — x0) + Fx)(xo — x1)
= f(x1)0r = x1) + (f(x2) = f(x1))(x0 — x1)

che, dividendo per x, — x; e ponendo xy = x, coincide con la (7.34) e prova la (stretta)
convessita di f.
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Teorema 7.30, pag. 209
Sia f due volte derivabile in (a, b); dobbiamo dimostrare che
(i) f e convessain (a,b) se e solo se f”/(x) > 0 per ogni x € (a, b);

(ii) se f”(x) > O per ogni x € (a, b), allora f ¢ strettamente convessa in (a, D).

(i). Per il Teorema 7.29, f & convessa in (a, b) se e solo se f’ & crescente in (a, b); per
d

il Teorema 7.21 (applicato ad f”) cio accade se e solo se P f'(x) = f”(x) = 0 per ogni
x

x € (a,b).

(ii). se f’(x) > 0 per ogni x € (a,b), allora (per il Teorema 7.21 applicato ad ) f’ &
strettamente crescente in (a, b); per il Teorema 7.29 cio accade se e solo se f € strettamente
convessa.

Dimostrazione del Teorema 7.36 (formula del resto di Lagrange), pag.
229

Sia f € C"([a, b]) derivabile n + 1 volte in [a, b] \ {xo} e sia x € (xg, b] (il caso x € [a, xp)
si tratta in modo analogo). Dobbiamo dimostrare che esiste y € (xy, x) tale che, posto

u(x) := f(x) = Tu(x),

si ha
f(n+l)(y)

e T x0)"".

u(x) =

Segue dal Teorema 7.34 (e dal fatto che T,(,"H)(x) ¢ identicamente nulla) che
uxo) = w'(xo) = - =u(xo) =0 e u" V() = fU ). (D7.6)
Posto
v(x) 1= (x = xo)"!

vale
vxg) =V (xg) = =vVP(x) =0 e V") =m+ D). (D7.7)

Per il teorema di Cauchy (Teorema 7.20), applicato alle funzioni u e v, esiste y; € (X, x)
tale che ,
wx) w0 —uto) _ wG)
(x—xo)*t v(x) = v(x0) V(1)

Applicando una seconda volta il teorema di Cauchy, stavolta alle funzioni u’ e v/, otteni-
amo che esiste y, € (xo, y1) tale che

u() u'(y1) _ u'(y1) — u'(xp) _ u”(y2)
(x—x)™t V() VD -Vi(xe) V')

Per la (D7.6) e (D7.7), si puo ripetere questo procedimento (n + 1) volte, percio esistono

X0 <Ynt1 <Yn <Yp-1 < <<y <x

tali che
ux)  uBy)

(x = xo)t  v®(yy)

Vk=1,2,....,n+1.
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In particolare, posto y = y,+1, Si trova

u(x) _u"V@)  f0)

(x—xo)! vy T (n+ 1)

che conclude la dimostrazione.
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Dimostrazione del Lemma 8.3 (confronto tra somme superiori e infe-
riori), pag. 235

Siano f : [a,b] — R limitata e D, D, due suddivisioni di [a, b]. Dobbiamo dimostrare
che:

(i) Se D ¢ pit fine di D», allora
(D2, f) £ (D1, ) £S(D1, f) £S5 (D, 1)
@@M0) s(Dy, f) < S(Ds, f) (per ogni coppia di suddivisioni).

(7). Svolgiamo la dimostrazione nel caso in cui 9; possiede un solo punto in piu rispetto
a D, (ripetendo il ragionamento aggiungendo un punto per volta si perviene al risultato
generale in un numero finito di passi). Sia dunque D; = D, U {z}, con z € (a,b) \ D,
e D, = {xp,x1, -+ ,X,}. Quindi esiste k € {1,---,n} tale che z € (xx_1, x¢) € possiamo
scrivere

D2, ) = ) milxi = xi1)

n

1
k=1

= Z mi(x; — xi—1) +my(X — 2+ 2 — X3_1) + Z mi(x; — Xi-1),
izl

i=k+1

dove

m= inf f< inf fi=myy, e m<inf f:=my,.
(Xk-1,%%) (Xk-1,2) (z,x¢)

Percio
k-1

S(Da, f) £ D mili = Xi1) + my, (2= x1) + g, (= 2)

i=1

+ Z mi(x; — xi-1) = s(Dy, f).

i=k+1
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Analogamente, essendo

My= sup f> sup f:=My, e Mi>supf:=M,,,

(Xk—1,Xk) (Xk-1,2) (2,x¢)
si ha
k-1 n
S(Dy, ) = Z Mi(xi = xio1) + My — 24+ 2= 1) + Z Mi(x; — xi1)

i=1 i=k+1
k—1 n

> > Mi(xi — xio1) + My, (2 = xi-1) + My, (x — 2) + Z M;(x; — xi_1)
i=1 i=k+1

=5D1, /)

In conclusione, ricordando la (8.4), risulta

$(D2, f) < (D1, ) < S(D1, f) < S(Da, f).

(ii). Se Dy e D, sono due arbitrarie suddivisioni di [a, b]. Se D; = D, non ¢’¢ niente da
dimostrare. Altrimenti, posto Ds := Dy U D,, D5 ¢ piu fine di Dy e D;; quindi, per la
parte (i) di questo lemma, risulta

$(D1, ) < 5(D3, ) < S(Ds, f) < S(Da, f).

Dimostrazione del Teorema 8.5 (criterio di integrabilita), pag. 238

Sia f : [a, b] — R limitata. Dobbiamo dimostrare che

f eR(@a,b) = VY e&>03suddivisione D, di [a,b] : S(D,, ) — s(D,, f) < &.

(=). Per definizione, se f € R(a, b) allora

b
sups(D, ) =7 =infS(D, f), 1= f f(x)dx.
D D a

Per le proprieta dell’estremo inferiore e dell’estremo superiore, preso & > 0 esistono D
e D/, suddivisioni di [a, b], tali che

s(z);,f)>1—§ e S(D;’,f)<[+§. (DS8.1)
Posto D, := DL U D7, dal Lemma 8.3 (i) e dalla (D8.1) segue che

SDes f) = SDes f) < SDL ) = SO ) < T+ 5 - (I— ;) -

(«). Per ogni £ > 0 si ha

0< i%fS(Z), H=sups(D, f) £SDg, )= s(Dg, /) < e;
D

per ’arbitrarieta di & si ottiene
inf S (D, f) = sup s(D, f),
D D

ovvero f € R(a,b).
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Dimostrazione del Teorema 8.8 (integrabilita di funzioni continue a
tratti), pag. 239

Dobbiamo dimostrare che se f : [a,b] — R ¢& limitata e ha un numero finito di punti di
discontinuita, allora f € R(a, b).

Sia D la suddivisione di [a, b] che contiene tutti i punti di discontinuita e gli estremi
dell’intervallo: D = {a = x9 < x| < -+ < xy-; < xy = b}, dove perognii =0,1,...,N
x; € un punto di discontinuita di f oppure un estremo. Sia inoltre M = sup f — inf f.

[a.b) [a.b]
Preso € > 0, costruiamo un raffinamento D, di D definendo:
yi=xi-1+e e zi=x;—¢, i=1,...,N.
Per ¢ sufficientemente piccolo si ha

Aa=x <Y <71 <X <WM<p<---<yy<zn<iaiy=bh.

Poiché f € C([y;,z]) perognii =1,..., N, peril Teorema 8.6 ¢ il Teorema 8.5 esiste una
suddivisione Df;’) di [y;, z;] tale che

S(D.(si)’flby,z,-]) - S(DS)’fl[\'i,z;]) <é&.

Consideriamo allora la seguente suddivisione di [a, b]: D, = D, U Z)(gl) U---uU Z)EN). Si
ha

N
S(Ds, ) = 5(De, f) Z( sup f - inf]f]<yi—xi_1>

im1 \[xi-1yil [y

N
+; (sup f = inf f) (xi — 2)

ln] LG
N

+ 3 (S@, fliy.c) = 5D, fly,z)
i=1

IA

2Ne(supf— [inzl:]f) + Ne=NQ2M + 1)e
la,b] 4,

e (poiché N ed M sono costanti fissate) la tesi segue dal Teorema 8.5.

Dimostrazione del Teorema 8.9 (proprieta elementari dell’integrale),
pag. 239

Siano f, g € R(a, b), a,B € R. Dobbiamo dimostrare che:

b b b
(i) af +pg € Ra, b)ef (@f(x) +Bg(x) dx = af f(x)dx +ﬁf g(x)dx;

b b
(ii) se f < gin|a,b], alloraf f(x)dx Sf g(x)dx;

(iii) se c¢ € (a,b), risulta f € R(a,c), f € R(c,b) e

b C b
ff(x)dx:ff(x)dx+ff(x)dx; (8.8)

viceversa, se f € R(a,c) e f € R(c,b) siha f € R(a,b) e vale la (8.8);

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
Analisi matematica, 2* ed., MacGraw-Hill, 2011



Dimostrazioni del Capitolo 8 3

(lV) f+’f—5 |f| € R(d, b) €
b
< f [f(x)] dx. (8.9)

b

f f(x)dx
a

(i). Segue immediatamente dal Teorema 8.5 e dalle seguenti proprieta generali del-

I’estremo superiore e dell’estremo inferiore: dato un qualsiasi sottoinsieme X del dominio

di f e g, risulta

sup(f +g) <supf+supg, inf(f+g)=>inff+infg,
asupf sea >0

sup(af) = X a €R,

Xp f air)%ff sea <0
ainf f sea>0

inf(af) = { X a €R.

asupf sea<0
X

Proviamo per esempio che se f, g € R(a, b), allora

b b b
f-g€eRab) e f(f(x)—g(x))dx=f f(X)dx—f g(x)dx, (D8.2)

lasciando per esercizio i dettagli del caso generale.
Per il Teorema 8.5, per ogni € > 0 esistono due suddivisioni D, D7 di [a, b] tali che

SO /) =s(D,. f)<e e SO,8)-s(D,8 <e.
Per il Lemma 8.3, posto D, = D, U D} = {x;}?, si ha

SDe, /) =5(De, ) <& e S(De,8) = 5(Ds,8) <&.
Si ha

(Do f—g) = ;(xi = xi1) inf (f =)

i-1>Xi

> i — Xi— inf + inf (- = P — Xi— inf —
Y A A ED YR L R
= 5(De, f) = S(Ds, 8)
e analogamente
SDe, [ = 8) £ S (D, ) = 5(De, 8-
Percio

SDe. [ =8) = $(De, f = 8) < S(Ds. f) = 5(Ds, &) = (5(D, ) = S (D, 8)) < 2,

quindi f — g ¢ integrabile in [a, b]. Inoltre

b b b
f (F(x) - g(x) dx - f Fdx + f o(x)dx

< SDs f-8)—5(De, )+ S(De, 8)
< SDe, ) = (De, 8) = (D, ) + S (De, 8)
< 2¢
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e analogamente

b b b
f (f(x) — g(x)) dx - f f(x)dx + f g(x)dx > —2e.

Quindi (D8.2) segue dall’arbitrarieta di .

(ii). Grazie a (i), ¢ sufficiente provare che

b
h(x) = g(x)— f(x) 20 in [a,b] = f h(x)dx > 0.

Poiché h(x) € non negativa [inlfl h > 0; percio la tesi segue immediatamente dalla (8.4):
a,

b
0< (b—a)[inhf]hsf h(x) dx.

(iti). Proviamo solo la prima parte e lasciamo per esercizio la seconda (I’argomento ¢ del
tutto analogo). Poiché f ¢ integrabile in [a, b], per ogni € > 0 esiste una suddivisione D,
tale che

S(De, ) — s(De, ) < €. (D8.3)

Per il Lemma 8.3, la (D8.3) continua a valere se al posto della suddivisione D, se ne
considera una pill fine; quindi non ¢ restrittivo supporre che ¢ € D,. Dette D, = D.N[a, ]
e D) =D, N|c,b] siottiene

S(Dg, /) = s(Dg, /) + SO, ) = (D, ) = S (D, ) = (D, f) < &
In particolare si ha
SDOLH-s(D.,[H<e e SO f-sD.,[f)<e.

Per il Teorema 8.5, cio implica che f € R(a,c) e f € R(c, b). Inoltre

b C b
ff(x)dx—f f(x)dx—f fx)dx < S(Ds, f) = (D, f) = (D, )
=S(D8’f)_s(2)£»f)<8

b C b
[ s [ swac- [ wass s@.p - 5@ p - 5@
= 5(De, /) =S (De, ) > —¢
Per I’arbitrarieta di ¢, la (8.8) segue immediatamente da queste due disuguaglianze.

(iv). Proviamo che f; ¢ integrabile. Si osservi che dato un qualsiasi sottoinsieme X del
dominio di f si ha
sup fi —inf fi < sup f —inf f.
X X X X

Infatti, se f(x) < 0 per ogni x € X allora f, = 0 e la disuguaglianza ¢ ovvia. Altrimenti
sup f+ = sup f e, poiché f < f,, ir)}f f< ir)}f f+. Percio, preso € > 0 e una suddivisione

X X
D, di [a, b] tale che S (D, f) — s(D,, f) < &, si ottiene

S(De, f1)=5(Dsg, f1) = Z(Sl}l{p Jo —inf f) (i = xi-1)
i=1

s;@gpf —inf )0 = xi-1) =S (De, )= 5Dy f <.
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ovvero f, & integrabile.

L’integrabilita di f- segue da quanto appena dimostrato poiché f- = (-f)y e —f
¢ integrabile per la parte (i). L’integrabilita di |f| segue dalla parte (i) ricordando che
|fl1 = f+ + f-. Infine, poiché f = f, — f-, applicando la disuguaglianza triangolare risulta

b b b
f f(x)dx f fi(x)dx — f J-(x)dx
a ab a b
f fr(x)dx f Sfo(x)dx

— b ) (7
(l__l)f f+(x)dX+f f_(x)dx(é)f [f(x)|dx,

< +

cio¢ la (8.9).
Dimostrazione del Teorema 8.19 (criterio del confronto per integrali
impropri), pag. 271

Siano f,g : [a,b) = R, b € (a,+o0], tali che f,g € R(a,w) per ogni w € (a,b). Sup-
poniamo che esista xo € [a,b) tale che 0 < f(x) < g(x) per ogni x € [xp, b). Dobbiamo
dimostrare che:

(i) se g ¢ integrabile in senso improprio in (a, b) allora anche f lo ¢;

(if) se f non ¢ integrabile in senso improprio in (a, b) allora neppure g lo ¢.

Poiché (i) e (ii) sono equivalenti, ¢ sufficiente provare la (/). Quindi sappiamo che
esiste finito lirrbl fa “ g(x)dx e dobbiamo dimostrare che esiste finito liril fa ¢ f(x)dx. Per
w—b™ w—ob~

le proprieta degli integrali,

b ] X0
f g(x)dx = lirrbl_fwg(x)dxz lirrbl_f g(x)dx—f g(x)dx < o0 (D8.4)

X0 X

fwf(x)dx = fm f(x)dx + fwf(x)dx.

Quindi basta dimostrare che esiste finito

lim f F(x)dx. (D8.5)

Poiché f ¢ non negativa per x > x, la funzione integrale

Fy(w) = fmf(X)dx

¢ crescente in w, per cui il limite nella (D8.5) esiste. D’altra parte, per ogni w > x risulta

w w b (D8.4)
Fxo(w)=f f(x)dXSf g(x)dxsf g(x)dx < +oo,

X0 X0

percio il limite ¢ finito e la tesi ¢ dimostrata.
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Dimostrazione del Corollario 8.20 (criterio del confronto asintotico
per integrali impropri), pag. 272

Siano f,g : [a,b) — R, b € R*, tali che f, g € R(a,w) per ogni w € [a, b). Supponiamo
che f(x) e g(x) siano definitivamente positive per x — b~ e che f(x) = g(x)(1 + o(1)) per
x — b~. Dobbiamo dimostrare che

b b
f f(x) dx & convergente (divergente) < f g(x) dx e convergente (divergente) .

Dalle ipotesi segue che esiste xq € (a, b) tale che
1
0< Ef(x) <gx)<2f(x) perxy<x<b.
Come nella dimostrazione del Teorema 8.19, ¢ sufficiente dimostrare che
b b
f f(x) dx & convergente (divergente) < f g(x) dx & convergente (divergente) .
X0 X0

Poiché f/2 e 2f sono integrabili in senso improprio in [xg, b) se e solo se lo & f, la tesi
segue dal criterio del confronto (Teorema 8.19).
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9 Dimostrazioni del Capitolo 9
Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 9.1 (criterio integrale per serie a termini
positivi), pag. 279

Siano ky € Z e f : [ko, +00) — R taliche f > 0 ed f & decrescente in [ko, +00). Dobbiamo
dimostrare che allora

(6] —+00
Z f(k) € convergente (divergente) < f(x) dx & convergente (divergente)
k=ko ko
e che nel caso di convergenza si ha

dx< k)— k)<ap. dx Vn>ky.
[ foars Y fw0-Y r0sams [ swax vk

k=ko k=ko

A meno di una traslazione, & _sufﬁciente considerare solo il caso ky = 0. Poniamo
ay = f(k) e definiamo le funzioni f(x) e f(x) come nella (9.1):

fx)=ar sek<x<k+1 (VkeN)
f)=ar1 sek<x<k+1 (MkeN).

Per 1a monotonia di f risulta

0< J_‘(x) < f(x) < f(x) perogni x >0

n n+1 7
S = Zak = fo F(x)dx = ag + fo f(x)dx (D9.1)
k=0

(si veda la Figura 9.2). Segue dal teorema del confronto per gli integrali impropri che

—+00 —+00
f f(x)dx ¢ convergente = f f(x)dx & convergente,
0 0o

quindi, per la (D9.1), la serie ) a; ¢ convergente.
k=0
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Draltra parte, sempre per il teorema del confronto per gli integrali impropri, risulta
+00 +oo
f f()dx =400 = f f(x)dx = 400
0 0

e in tal caso segue dalla (D9.1) che Y, a; = +co.
k=0

S -3 =3
k=0 k=0

Infine, si noti che

k=n+1

percio, sostituendo I’intervallo [n + 1, +00) a [0, +00) nella (D9.1),
sl +oo +00
WGE f Fodx > f f)dx
k=n+1 n+l1 n+1

sl +00

Z fk) = ani +f J_‘(x)dx < dpyq +f

k=n+1 n+l1 n+

+00

f(x)dx.
1

Dimostrazione del Teorema 9.8 (continuita della somma di una serie
di potenze), pag. 287
Sia ), a,x" una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0. Dobbiamo dimostrare

n=0
che la sua somma

o

f(x) = Z apX’ selx <r

n=0

& continua nell’intervallo (-, r).

Siano xy € (—r,r) ed rg € (|xo|, 7). Per il Teorema 9.6 la serie di potenze ¢ assoluta-
mente convergente nel punto ry; percio esiste N € N tale che

- €
D, lanlrg <3
n=N+1
e quindi anche

(o)
&
D lal <5 se W<,

n=N+1
Percio
N o )
F@ - fool = Dl —xp+ Y ax = > ang

n=0 n=N+1 n=N+1
N oo )

< Dlan@ =+ D) all+ ) il
n=0 n=N+1 n=N+1
N 2¢e

< Dlaer - x|+ 3 se bl<n. (D9.2)
n=0
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N

Ora, la funzione x = 3}, a,(x" — x) € continua in xp (¢ un polinomio di grado al piu N);
n=

quindi esiste 6; > O tale che

N

Z an(x" = xg)

n=0

< g se |x - xo| < 6. (D9.3)

Scegliendo § = min{d, 7y — | x|}, segue dalla (D9.2) e dalla (D9.3) che
If(x) = flxo)l <& se |x— x| <6.

Abbiamo cosi provato la continuita di f in xo, che per I’arbitrarieta di xy € (—r, r) conclude
la dimostrazione.

Dimostrazione del Teorema 9.9 (integrazione termine a termine di se-
rie di potenze), pag. 287

Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie di potenze f(x) = } a,x". Dobbiamo
n=0

dimostrare che f ¢ integrabile in (—r,r) e che

n+1

* o dy X
jo‘f(s)dszz n+1

n=0

per ogni x € (—r,r) .

L’integrabilita di f segue immediatamente dal Teorema 8.6, poiché per il Teorema 9.8
f & continua. Sia xg € (—r,7). Allora per ogni & > 0 esiste N, € N tale che

Z aX| < Z anlxol* <& YN =Ne, ¥ x € [=|xol, Ixol]. (D9.4)
n=N+1 n=N+1
Quindi
X0 L
f [ Z a,,x"] dx| < glxg] VYN > N,.
0 \n=n+1
D’altra parte
o a
f Zanx dx = Z ?x”oﬂ.
Percio
X0 ©
f f(x)dx - nl 8” = f (Z anx") dx| < &lxo|
0 n=N+1

per ogni N > N,. Quindi la serie Z - x”’rl ¢ convergente e la sua somma & fo f(x)dx.

Per I’arbitrarieta di xq € (—r, r) il teorema ¢ dimostrato.
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Dimostrazione del Teorema 9.10 (derivazione termine a termine di
serie di potenze), pag. 288

Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie di potenze f(x) = } a,x". Dobbiamo
n=0
dimostrare che f ¢ derivabile in (—r, r) e che

00

f(x) = Z na,x"~'  perogni x € (-r,r).

n=1

(o)
Proviamo anzitutto che il raggio di convergenza r; della serie di potenze 3 na,x"!

n=1
coincide con r.

[ee)
Se r; > 0 ed |x| < ry, allora per definizione di raggio di convergenza 3 nla,||x""!
n=1

converge. Poiché |a,x"| < nla,||x|" Yn > 1, segue dal criterio del confronto che )] |a,||x|*
n=0
¢ convergente e quindi r; < r. Se r; = 0, allora r; < r banalmente.
Per provare la disuguaglianza opposta, r; > r, sia x tale che 0 < |x| < r. Scelto £ > 0
tale che 0 < (1 + g)|x| < r, laserie ), |a,|(1 + &)"|x|" risulta convergente. Ricordando che
n=0

n/(1 +¢&)" — 0pern — +oo, esiste N tale che |na,x"| < |a,|(1 + £)"|x|" per ogni n > N.

Dal teorema del confronto segue quindi la convergenza della serie ), nla,| - |x|".

n=0

Poiché r; = r > 0, per x € (—r, r) & ben definita la funzione somma g(x) = 3 na,x"".
n=1

Per il Teorema 9.9

fo g()ds = Y @ = Y @ +ag—ay = f(x) ~ £(O).
n=1

n=1
Quindi :
Fx) =f(0)+f0 g(s)ds, |xl<r,

ovvero f ¢ derivabile in (-, r), e dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue
che

f(x) =g(x) perogni x€(-rr).

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
Analisi matematica, 2* ed., MacGraw-Hill, 2011



Dimostrazioni del Capitolo 10 39

10 Dimostrazioni del Capitolo 10

Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 10.3 (Teorema di Bolzano-Weierstrass in
R"), pag. 307

Dobbiamo dimostrare se E C R” ¢ limitato e infinito, allora esiste un punto di accumu-
lazione di E in R”.

Consideriamo il caso n = 2: la dimostrazione per n > 2 & analoga'. Procediamo
in modo analogo al caso n = 1 (si veda la dimostrazione del Teorema 3.7). Poiché E ¢
limitato, € contenuto in un rettangolo: E C Ry := [ag, bo] X [co,dp]. Dividiamo Ry in 4
rettangoli:

[ao, (ao + bo)/2] X [co, (co + do)/2], [(ao + bo)/2, bo] X [co, (co + do)/2],
[ao, (ao + bo)/2] X [(co + do)/2,do], [(ao + bo)/2,bo] X [(co + do)/2, dp].

Almeno uno di questi, che indichiamo con R; := [a;,b1] X [c1,d;], contiene un numero
infinito di punti di E. Ripetendo la procedura, per ogni k € N si ottiene un rettangolo
Ry = [ag, by] X [ck, di] tale che:

(i) Ry contiene un numero infinito di punti di E;
(ii) by —ax =275 (b — ag) e dy — cx = 27X(dy — cp);
(itl) ag < ar_1 < ax < by < by < by,

(iv) co € cpo1 S <di £di_1 £ d.

Per (iii), le successioni {a }ren € {by }renw SONO limitate e monotone, quindi convergono; per
(if), il limite xy € R ¢ lo stesso. Analogamente, le successioni {cy }ren € {dy }xen convergono
ad yo € R.

Per dimostrare che (xg, yo) € un punto di accumulazione per E basta osservare che, per
costruzione di (xp, yo), per ogni € > 0 i rettangoli R; sono contenuti in B.(xy, yo) per ogni
k sufficientemente grande; quindi B.(xo, yo) contiene infiniti punti di E.

Dimostrazione del Teorema 10.4 (caratterizzazione dei sottoinsiemi
chiusi di R”, pag. 309

Dobbiamo dimostrare che se E C R”, le seguenti tre affermazioni sono equivalenti:

IPer esempio, se n = 3, E C Ro := [ao,bo] X [co,do] X [eo, fol; si divide Ry in 9 rettangoli di cui almeno
uno contiene infiniti punti di E, si itera il procedimento, si individua il candidato (xo, Yo, z0) € si verifica che &
un punto di accumulazione.
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(i) E ¢ chiuso;
(ii) OE C E;

(iii) E contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

(i) = (ii). Dimostriamo, equivalentemente, che se x ¢ E allora x ¢ JE. Poiché per
ipotesi E & chiuso, CEe aperto e x € CE; percid x € un punto interno a CE, ovvero
esterno ad E; quindi x ¢ OF.

(ii) = (iii). Dobbiamo dimostrare che se x ¢ punto di accumulazione per E allora x € E.
Se per assurdo x ¢ E, allora x ¢ esterno ad E oppure x € 0E. Poiché x ¢ di accumulazione
per E, non puo essere esterno; quindi x € dE. Ma per ipotesi 0F C E e abbiamo ottenuto
una contraddizione.

(iif) = (i). Dimostriamo equivalentemente che CE & aperto (CE aperto & E chiuso). Se
x € CE, allora per ipotesi x non & punto di accumulazione per E e quindi x & esterno ad
E, ovvero x & interno a CE. Quindi CE & aperto.
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11 Dimostrazioni del Capitolo 11

Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice
Dimostrazione del Teorema 11.5 (Teorema del differenziale totale), pag.
337 e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 41
Dimostrazione del Teorema 11.9 (passaggio al limite sotto integrale),
Pag. 330 . . . e e e e 42

Dimostrazione del Teorema 11.10 (derivazione sotto integrale), pag. 340 42
Dimostrazione del Teorema 11.11 (Teorema di Schwarz), pag. 342 ... 42
Dimostrazione del Teorema 11.14 (polinomio di Taylor di ordine m),

Pag. 345 . . . e e e e e e e 44
Dimostrazione del Teorema 11.17,pag. 347 . ... ... ... ... ... 45
Dimostrazione del Teorema 11.18,pag. 347 . ... ... ... ... ... 48
Dimostrazione del Teorema 11.19,pag. 347 . ... ... ... ...... 48
Dimostrazione del Teorema 11.25 (convessita e natura dei punti critici),

Pag. 351 . . . . e e e e 49
Teorema 11.29 (regola della catena generale), pag. 356 . . . ... .... 50

Dimostrazione del Teorema 11.5 (Teorema del differenziale totale), pag.
337

Siax € R", U un intorno di x ed f : U — R. Dobbiamo dimostrare che se f ¢ derivabile
in U con derivate parziali continue in x, allora f ¢ differenziabile in x.

Consideriamo il caso n = 2 (la dimostrazione ¢ analoga se n > 2). Poiché f ¢
derivabile in x = (x, ), per la (11.16) f ¢ differenziabile in x se

QO(h,k)y - 0 per (h,k)— 0

dove
_ f(x+h’y+k) —f(&)’) _fx(x’y)h _f_‘v(x’y)k

hk) =
el Nrs

Per il Teorema del valor medio applicato alle funzioni 2 — f(x+h,y+k)ek — f(x,y+k),
per ogni (h, k) esistono & € (0,1) ed n € (0, 1) tali che
fx+hy+k)—f(x,y)=f(x+hy+k) — fx,y+k)+ f(x,y+k)— f(x,y)
= fi(x +&h,y + h + fi(x,y + nk)k.

Quindi

h
O(h, k) = (fu(x + Eh,y + k) — fi(x, y))\/ﬁ

k
+ (i y + nkk = fy(x, y)) ——-
’ ’ V2 2
Per la disuguaglianza triangolare
e Mo
Vh? + k? Vh? + k?
Quindi, per la continuita di f; e f; in (x,y), Q(h, k) — 0 per (h, k) — 0.
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Dimostrazione del Teorema 11.9 (passaggio al limite sotto integrale),
pag. 339

Data f € C([a, b] X [c, d]), dobbiamo dimostrare che la funzione
b
gy = f flx,y)dx, yeled],
a
€ continua in [c, d].
Poiché f ¢ continua su un insieme chiuso e limitato, per il teorema di Heine-Cantor

(Teorema 10.13) f ¢ uniformemente continua: dato € > 0 esiste ¢ > 0 tale che | f(x1,y;) —
F(x2,y2)| < €5e (x2 — x1)% + (2 — y1)? < 62. Allora, se yo € [c,d] e |y — yo| < 8, risulta

b b
lgy) = g(vo)ll = f(f(x,y)—f(x,yo))dx Sf lf(x,y) = f(x, yo)| dx

b
Sf edx=¢eb-a)

che prova la continuita di g in yy. Poiche yy € [c, d] ¢ arbitrario, il teorema ¢ dimostrato.

Dimostrazione del Teorema 11.10 (derivazione sotto integrale), pag.
340

Data f € C(la,b] X [c,d]) tale che f, € C([a,b] X [c,d]), dobbiamo dimostrare che la
funzione

b
g(y)=ff(x,y)dx, y € [c,d],

b
& derivabile in [c,d] e g'(y) = f S(xy)dx.

Siayy € [c,d] esiah : [a,b] X [c,d] — R definita da

FGe)=F o)
h(x, ) ={ TR
5 (x30) se y = Yo.

La funzione & ¢ continua per y # yo (poiché f & continua) e per y = yy (poiché f, ¢
continua). Quindi % ¢ continua in [a,b] X [c,d] e le si puo applicare il Teorema 11.9
(passaggio al limite sotto integrale). Si ha quindi

_ b _ b
lim 892 =800 _ o (7 SO0 Y) = fORY0) (o h(x.y) dx
Y=o Y=Y Yy=Yo Ja Y=Y Yy=Yo Ja
b b
= f lim A(x,y)dx = f SH(xy)dx
@ Yo a

Dimostrazione del Teorema 11.11 (Teorema di Schwarz), pag. 342

Svolgiamo la dimostrazione nel caso in cui n = 2 (il caso generale ¢ analogo). Dobbiamo
quindi dimostrare che se f : X — R, con X c R? aperto, & due volte differenziabile in
X = (x,y) € X, allora f,,(x) = f,,(x).
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Si osservi che

Ly + D) = filx,y)
fo(X) = }grol ;

i

t—0 \s—0 st

- lim(lim fatsy+D—fooy+0-flx+s.) +f(x,y))

analogamente

fox(x) = lim (lim SOt sy+0—fx+sy) - fy+0) +f(x,y))
yx - ,

-0\ -0 st

ovvero la stessa espressione con i due limiti scambiati. Cio fornisce 1’idea della di-
mostrazione, che consiste nello studio della funzione

F(S»l‘):f(x+5,y+t)—f(x7y+t)—f(x+S,}’)"'f(x,y)

in un intorno di (0, 0).

Ricordiamo che per definizione f ¢ differenziabile in un intorno di x. In particolare la
funzione di una variabile

teog(s, )= f(x+s,y+10)— f(x,y+1),

¢ continua e derivabile in un intorno di (0,0). Possiamo quindi applicare il teorema del
valor medio, ovvero esiste 8 = 6(s, t) € (0, 1) tale che

F(s, 1) = g(s,1) — g(s5,0) = t(fy(x + 5,y + 6t) — f,(x,y + O1)).

Poiché f ¢ due volte differenziabile in x, f, ¢ differenziabile in x; quindi

Fs.0) = t( FO0+ fiu(0s + fy (0001 + 0 (V52 + P2 = £, = f,(x)01 + 0(9t))
= fix(X)st + o (s2 + t2) per (s,1) — (0,0).

In particolare
. F@,r1)
lim 2= = fix(x).

Ripetendo il ragionamento con la funzione di una variabile
s h(s, ) = f(x+s,y+1) - f(x+5,y),
si ottiene
F(s,1) = h(s,1) = h(0,1) = fu(X)st + o(s* + )  per (s,1) — (0,0),

da cui Fi1)
. 1t
111'1(')1 t_2 = fxy(x)-

1—

Percio fiy(x) = fix(X).
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Dimostrazione del Teorema 11.14 (polinomio di Taylor di ordine m),
pag. 345

Siano X C R" aperto, f : X — R, xg = (xo1,...,X0n) € X & T,,,(x) il polinomio di Taylor
di ordine m centrato in Xy:

m l n
To(®) = f080)+ 3 75 D Foyngeon o) = 00) . (33, = 307)
k=1 " iyig=1
Dobbiamo dimostrare che:

(i) se f & m volte differenziabile in X, allora
JX) = Tu(x) + o(llx = XolI") per x = Xo (11.29)
e T,,(x) & I’unico polinomio di grado < m che verifica la (11.29);

(i) se il segmento [Xp,X] € contenuto in X, f ¢ di classe C" ! in [xy,x] ed & m volte
differenziabile in (x, x), allora esiste £ € (X, X) tale che

fX) = Tpo1(x0) + Epo1(X)

dove il resto E,,_;(x) ¢ dato dalla formula

1 n
% Z fX,‘] xiz...x,'m (f)(xll - inl) A (xim - inm) .

I yeesim=1

(7). Dimostriamo la (11.29). Se m = 1, la (11.29) ¢ verificata per la definizione di
differenziabilita di f in x. Quindi, procedendo per induzione rispetto a m, siam > 2 e
supponiamo che per ogni funzione g : X — R (m — 1) volte differenziabile in X, risulti

m—1 n
1
800 = SO0+ D D Sy (K0 — 00 (6~ x0i)
Zik L

+o(llx = xol™™")  per x = xq. (D11.1)
Sia ora f m volte differenziabile in xy. Posto
h(x) = f(X) = T(x),

dobbiamo dimostrare che A(x) = o(]|x — Xo||™) per X — Xg.
Sinoti che i & m—1 volte differenziabile in un intorno di Xy, 4 e le sue derivate parziali
di ordine < m si annullano in Xo, € h,, € m — 1 volte differenziabile in Xo. Quindi, per la
(D11.1),
hy,(x) = o(llx = xo["™")  per x — X (D11.2)

e, per il teorema del valor medio (Teorema 11.8), esiste 6 = 8(x) € (0, 1) tale che

h(X) = " (X0 + 00X = X0))(x; = X01).

i=1

Percio, per la (D11.2),

(X < ) 1y (X + 6(X = X0))(x; — x0,)| = o(|Ix — Xol[")  per X — Xo.

1

n
i=
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La dimostrazione dell’unicita del polinomio di Taylor ¢ del tutto analoga a quella svolta
nel caso di una variabile, n = 1, e la lasciamo per esercizio.

(if). Siano

X — X|
v —C  w(t) = f(xg+1v) per 0<t<ty:= X - Xoll
[Ix = Xol|

Allora ¢ & m — 1 volte derivabile in [0, #y] e m volte derivabile in (0, #y); inoltre per ogni
k=1,...,m—1risulta

(1) =Dk f(xo+1v) se 0<t<1

() =D" f(xo+1v) se 0<1<t.

Quindi, per la formula del resto di Lagrange (Teorema 7.36), esiste 0 < 6 < 1 tale che
m—1 1 1
oulto) = @u(0)+ 3 DL S0 + DY f (o + B1V)E
k! !
Dalla (11.26) e dalla definizione di v e di # risulta che, perk = 1,...,m — 1,

n
k ok k
1o Dy._vf(X0) Z S, xiy i, (X0) 2o Vi Vi - - Vi,

01,02,k =1
n
= Z fX,'] Xipy oo Xy, (XO)(xi| - inl) e (-xik - ink)~
11,005eeig=1

Analogamente, posto & = Xy + 8(X — Xo),
n
DY f(x+6(x — X))ty = Z Jiy iy o, ) (Xiy = Xoi,) - (i, — Xoi,,)
11502500y ik=1

e abbiamo dimostrato la parte ().

Dimostrazione del Teorema 11.17, pag. 347

Dobbiamo dimostrare che se f : A — R ¢ convessain A C R", con A convesso e aperto,
allora:

(i) in ogni punto x € A le derivate destre e sinistre esistono finite e D, f(x) < Dy, f(x)
perognii=1,...,n;

(i) f € continua in A.

(iii) se f & derivabile in Xy € A, f ¢ differenziabile in x.

Osserviamo preliminarmente che per ogni x € A ed ogni versore v la funzione di una
variabile

s @(s) := f(x+sv) econvessain [ ={seR:x+ sveA} (D11.3)
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(I & un intervallo aperto e non vuoto poiché A ¢ aperto e convesso). Infatti, per definizione
di funzione convessa

fax+(1-0y) <tf@+(1-0fy) Vx,yeA, Yrelo,1]. (D11.4)

Ora, presi s, s1, s, € [ taliche s; < s < sp epostot = (s, —5)/(s2 — 1) € (0,1), si ha

S — 95
1-t= , X+sv=1X+s5V)+ (1 — )X+ s50V)
2 — 81

da cui per la (D11.4)

S =8

S— S
#(s) = p(x +5¥) S ———p(s1) + ‘
— 91

pls2) = gsr) + LD
S — 81 2 =8

(s —s1)

che prova la convessita di ¢ in /.

(7). Segue immediatamente dalle parti (i) e (ii) del Teorema 7.28 applicato alle funzioni
di una variabile r — f(x +te;),i = 1,...,n, che per la (D11.3) sono convesse.

(ii). Diamo la dimostrazione della (if) solo per n = 2 (il caso generale puo essere
dimostrato procedendo per induzione sulla dimensione # dello spazio).

Sia dunque xo = (xg,y) € A C R?, e siar > 0 tale che R = [xo—7, xo + 7] X [yo—7, Yo +
r] C A. Mostriamo anzitutto che in R la funzione € superiormente limitata dai valori che
assume sui quattro vertici:

sup f(x,y) < M := max{f(xo = r,y0 = 1)}. (D11.5)
R

Le funzioni di una variabile

t— f(xo—ryo+1), t— f(xo+ry)+1),

sono convesse in (—r — &,r + &) per £ > 0 sufficientemente piccolo, e percid per ogni
y € [yo — r,yo + r] si ha, scegliendo opportunamente ¢ € [0, 1],

fxo—ry) < tf(xo—ryo—r)+{0—=-0f(xo—r,yo+r) <M, (D11.6)
fxo+ry) < tfxo+ryy—r+A-0f(xo+nryo+r) <M. (D11.7)

Draltra parte, per ogni y € [yp — #,y9 + r] anche la funzione x — f(x,y) ¢ convessa in
(r — &, 7 + &); quindi utilizzando le (D11.6), (D11.7) si ottiene

f(x,y)ﬁlf(xo—rJ)"'(]—f)f(x0+r,)’)SM V(X,Y)GR

che prova la (D11.5).
A questo punto possiamo dimostrare che, posto @ = (M — f(Xg))/r, si ha

lf(x) = f(X0)| < allx —xoll se [x—Xol <r, (D11.8)

che implica immediatamente (if). Per provare la (D11.8) studiamo la funzione di una
variabile ¢(f) = f(Xo + tv), dove v € un versore e ¢t < r: poiché

o -0 _ f&o) - fo—rv)

-r r

e il rapporto incrementale ¢ crescente, risulta

o) = p0)—at Yte(,r);
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d’altra parte, poiché ¢ ¢ convessa,

#(r) — ¢(0) 90()

o) <p0) + ———— =t < p(0)+at VYte(0,r);

quindi, combinando le due espressioni
lo(t) —0)| <at Vite(0,r).
Ragionando allo stesso modo per ¢ < O si ottiene la stessa stima: quindi
lo(®) — e0) < at Vte(-rr).

Scegliendo v = (x — Xp)/|Ix — Xol| € = ||x — Xol| si ottiene (D11.8).

(iif). Dimostriamo la (iii) per n = 2 (il caso generale si ottiene ragionando in modo
analogo, oppure per induzione su 7). A meno di una traslazione possiamo supporre che
xo = 0. Sia

g(x,y) = f(x,y) = f(0,0) = (Vf(0,0), (x,y)).

Dimostreremo che

lﬁixyy) )” <o(l) per (x,y) — (0,0) (D11.9)
e che
)20 V(xny) eA (D11.10)

Combinando le due informazioni si ottiene la tesi:

im SV
)00 [|(x, Y|

Per ipotesi g ¢ derivabile in (0, 0), e per definizione g(0,0) = g,(0,0) = g,(0,0) =0
Inoltre anche g € convessa in A, in quanto (V f(0, 0), (x, y)) ¢ lineare.

Proviamo prima la (D11.9). Sia (x,y) # (0,0); assumiamo che (x,y) appartenga al
primo quadrante, ovvero che x > 0, y > 0 (gli altri tre casi sono analoghi). La retta per
(x,y) parallela a alla retta di equazione y = —x incontra gli assi in due punti, (x +y,0) e
(0, x +y). Scelto t = x/(x + y), poiché g & convessa si ha

g(x,y) = g(t(x +3,0) + (1 = (0, x +)) £ ——g(x +,0) + ——g(0, x + ).
X+y X+y

Quindi

gy X g(x+y,0)—g(0,0) LY 8(0,x +y)—g(0,0)
1Ce, I 11 I xX+y [1Cx, P x+y
< |8 +,0) ~0,0) +‘g(0,x+y)—g(0,0)
x+y x+y

ela (D11.9) segue passando al limite per (x,y) — (0, 0).
Per provare la (D11.10) ragioniamo per assurdo. Sia dunque (x,y) € A tale che
g(x,y) < 0. Posto v = (x,y)/|l(x, )|, 1a funzione ¢t — () = g(tv) € convessa in un

intervallo aperto I D [0, 1] e soddisfa ¢(0) = 0, ¢(1) < 0. Per il Lemma 7.27, il rapporto
e(0)-¢(0) w( ) 5

incrementale & crescente; quindi ¢’ (0) < ¢’.(0) < 0. D’altra parte
() —¢(0) . gv) . g(rv) @119
Iim ———— = —lim = —lim > R
—0- t =0 |t =0~ ||#v]|

e abbiamo ottenuto una contraddizione. Cio provala (D11.10) e conclude la dimostrazione.
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Dimostrazione del Teorema 11.18, pag. 347

Sia f : A — R differenziabile in xo € A, con A C R” convesso e aperto. Dobbiamo
dimostrare che se f ¢ (strettamente) convessa in A, allora

f(x) (g) f(x0) +{Vf(x0),Xx —Xg) perognix €A, X # Xo.

Consideriamo prima il caso n = 1, ovvero A = (a, b) C R (il risultato non ¢ contenuto
nel Teorema 7.29 in quanto qui si richiede solo che f sia derivabile in xy). Pera < z <
Xo <y < x < b, dal Lemma 7.27 segue che

< &)
P(x0,2) < P(y, x0) < P(x,x0),

OVVero

f@) = fx0) @ fO) = fx0) @ f() = flxo)

Z— X0 y— X0 X — X0
Passando al limite per z — x; si ottiene

fO) = fxo) Q f(¥) — f(x0)
y—xo

X — X0

f(x0)<

che prova I’asserto se x > xp. Se x < xy I’argomento ¢ speculare e lo lasciamo per
esercizio.

Sia oran > 1. La funzione ¢ — ¢(t) = f(Xp + #(X — Xq)) € (strettamente) convessa per
la (D11.3), quindi per il risultato appena ottenuto verifica

JF(x) = o(1) s @(0) + ¢'(0) = f(x) +(Vf(X0), X = Xo).

Dimostrazione del Teorema 11.19, pag. 347

Sia f : A — R differenziabile nell’insieme convesso e aperto A C R”. Dobbiamo
dimostrare che f ¢ (strettamente) convessa in A se e solo se

>)
f(x) 2 f(x0) + (Vf(x0),X —Xg) perognix,Xyp€ A, X% Xo.

(=). Segue immediatamente dal Teorema 11.18.

(¢<). Ragioniamo in modo analogo al caso unidimensionale (Teorema 7.29, (¢) = (a)).
Per ogni ¢ € (0, 1) si ottiene

>)
Jx) = f(xo + 1(x = X0)) + (Vf(Xo + 1(x = X)), (I - 1)(X — X0)),
>)
F050) S %0 + 10— x0)) + (¥ (%0 + 105 = X0)), ~1(% ~ %0)).
Moltiplicando la prima per ¢, la seconda per (1 — #) e sommando, si ottiene
f(Xo + t(x — X)) (2 tfx)+ (1 -0f(xg) VYX,X0€A, X#X,V1e(0,1),

che prova la (stretta) convessita di f.
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Dimostrazione del Teorema 11.25 (convessita e natura dei punti criti-
ci), pag. 351

Sia f: A —> R, con A C R" aperto, e sia X € A un punto critico di f, ovvero f ¢
differenziabile in x e V f(x) = 0. E sufficiente provare le affermazioni (i), (iii), (v) e (vi),
ovVVero:

(i) se f ¢ (strettamente) convessa in un intorno U di x, allora x € un punto di minimo
(forte);

(iii) se f & due volte differenziabile in x e D? f(x) & definita positiva, allora x € un punto
di minimo forte;

(v) se f & due volte differenziabile in x e D? f(X() non & semi-definita positiva né semi-
definita negativa, allora x & un punto di sella di f;

(vi) se D*f & semi-definita positiva o semi-definita negativa, non si pud concludere
alcunché sulla natura di x.

Infatti la (i7) e la (iv) seguono rispettivamente dalla (i) e dalla (iii) scambiando f con —f.
(i). Per il Teorema 11.18, se f & (strettamente) convessa nell’intorno U di x, risulta
(poiché V f(x) = 0)
)
fy) 2 fx) YyeU\{x}
quindi x ¢ un punto di minimo locale (forte).

(iii). Per il Teorema 11.12, risulta

1
Jy) =+ E(sz(X)(y = %), (y = %) +o(ly - xI*)

1
2 f00 + Sally = xIP(1+o(1)) per y > x,
dove A > 0 &l pi piccolo autovalore di D? f(x) (si veda la (36) dell’ Appendice di algebra

lineare). Percio f(y) > f(x) per y appartenente a un intorno sufficientemente piccolo di
X, ovvero X ¢ un punto di minimo forte.

(v). Per ipotesi, esistono due versori v; e v; tali che
(D*fX)V1,v1) >0 e (D*f(X)V2,V2) < 0.

Per il Teorema 11.12, peri = 1,2 risulta
1
f&x+1v) = f(x) + §t2<D2f(X)ViaVi>(1 +o(l)) pert—0;
quindi f(x + tvy) > f(x) e f(x + tvy) < f(x) definitivamente per t — 0, ovvero X ¢ un
punto di sella.
(vi). Le funzioni fi(x,y) = x* +y*, f(x,y) = x* —y* e f3(x,y) = —x* — y* hanno un punto
0 O). D’altra parte, (0,0) ¢

0 0
un punto di minimo di fi, un punto di sella di f, e un punto di massimo di f3.

critico di (0, 0) e la matrice hessiana di fi, f> e f5 in (0,0) ¢
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Teorema 11.29 (regola della catena generale), pag. 356

Poiché una funzione f : B — R ¢ differenziabile se e solo se lo & ciascuna delle sue
componenti, non ¢ restrittivo supporre k = 1. Siano dunque A € R" e B C R™ aperti,
g : A — B differenziabile in x € A ed f : B — R differenziabile in g(x). Dobbiamo
dimostrare che la funzione composta f o g : A — R ¢ differenziabile in x e

V(f e @)®) = Vf(@X) - Jg(x) = (fr, (8X),. ... f+,(8(X))) - Jg(x).

Svolgiamo la dimostrazione supponendo che g(x) # g(Xo) definitivamente per X — Xg;
il caso generale si tratta ricorrendo allo stesso artificio utilizzato nella dimostrazione del
Teorema 7.13.

Osserviamo che (v, w) = v- w’. Per ipotesi,

g(x +h)
fgx) +k)

g(x) + Jy(x)-h” +o(|hl)) perh — 0,

F(gx) +(Vf(gx)), k) + o(lIKl])
V£(gx)) k" +o(Kkl) perk — 0.

Poiché abbiamo ipotizzato che g(x + h) # g(x) definitivamente per x — xj, possiamo
sostituire k = g(x + h) — g(x):

fE@x+h) = f(g(x) + V(X)) - (gx +h) — g(x))" + o(llg(x + h) —gx)[) perh — 0.
Quindi

fgx+h) = f(g(x)) + Vf(gx) - (Jgx)- )" +o(hl) perh— 0
che prova I’asserto in quanto

V£(g(x)) (Jg(x)-h")" = VF(gx)h-(Jg(x)" == (VX)) Jgx)))h = (Vf(g(x))-Jg(x))h".
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Dimostrazione del Teorema 12.8, pag. 363

Dobbiamo dimostrare che se f : [a, b] — R” ¢ integrabile in [a, b], allora ||f|| € R(a, b) e

b b
f £(r) di|| < f £l d.

Data una qualunque funzione g : [a,b] — R integrabile (in particolare, limitata) in
[a, b] e un qualunque sottoinsieme X di [a, b], valgono le uguaglianze

2 2
sup g = (Sup Igl) , infg’ = (inf Igl) :

sup \lgl = _[suplgl. inf vigl= finflgl,,

dalle quali segue I’integrabilita delle funzioni g e \/@ (lasciamo 1 dettagli per esercizio).
Ricordando anche che la somma di funzioni integrabili & integrabile, si conclude che

t If@) = | lff(t) + -+ + f2(¢) & integrabile in (a, D).

Dimostriamo ora che

b b
f(lfl(t)l,---,lfn(t)l)dt Sf £l dt (D12.1)

. . . . b b
da cui la disuguaglianza segue in modo elementare, osservando che | fa Sl £ fa | fx| per
ognik=1,...,n

b
f f(r)de

<

b b
f (L @,.... fn(D)dr f A@L - fa()D) dr

(p12.1y [P
< f [IECHI| dz.
a

Per provare (D12.1) non ¢ restrittivo assumere che f;(f) > Oin (a,b) perognii = 1,...,n.
Ricordiamo che per definizione

b
f £(t) dr
a
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Siano quindi Dy, ... D, suddivisioni di (a, b); poiché la suddivisione D = D U---UD,, =
{xr, kK = 0,...,N} & un raffinamento di ciascuna, e le f; sono ipotizzate non negative,
risulta

L:=I(s(D1, f1)s - - -» S(Dys f)ll < 15D, f1)s - -, 5D, fu)l

N N N
(Z linf fi..... ) |1k|12ffn]

ZUkl(inffl,...,inf f,,) |
I I
k=1 k=1

k=1

Per la disuguaglianza triangolare, si ottiene

N
L< ) Ikl
k=1

(12ff1,...,12ff,,)

Osserviamo ora che

2
=1 2 “e 1 2 1 2 2 =1 2
=inf ff +c+inf f; sll}kf(f] +...f7) inf £

(12ff1,...,12ff,1)

Percio

N b
L 3 IRl Il = 5D < [ o

e per Darbitrarieta delle suddivisioni Dy, ..., D, il teorema & dimostrato.

Dimostrazione del Teorema 12.10 (lunghezza di una curva di classe
C"), pag. 365

Dobbiamo dimostrare che se y € C!([a, b]; R"), allora 7y & rettificabile e
b
= [ ol
a

Sia D = {1y, 11,...,t,} una suddivisione di [a, b]; utilizzando la (12.5) e la (12.6), si

ha
n—1 n—1 fivl
Ly D)i= Yyt =yl = )| [ ¥ o
i=0 i=0 |1+

n-l L1 b
SZ(;I by @lldr = f Iy @)l dv.

Per I’arbitrarieta della suddivisione, segue che 7y ¢ rettificabile e che L(y) < fu b [y’ (®)|| dz.

Per completare la dimostrazione si deve provare la disuguaglianza opposta, ovvero

che L(y) > fab lly’(®||dt. Osserviamo che, essendo y’ € C([a,b]), ¥’ € |ly’|| sono uni-
formemente continue in [a, b]: per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

£, €labl It =" <6 = [ ONI-1yEN| <y E) -y E)l <e.
Sia P una suddivisione di [a, b] tale che |D| < ¢; allora
livl tit1
f lly’ Ol dt < Uy’ @l + &) de = (Ily' @l + &) (tier — 1)
t; t;

= |y () tier — DN + &(tipr — 1,).
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Osservando che

Y (1) ti1 — 1) = f Cydi= [ e -y ade+ f Ty wdi =
= [ ) -y Oy di + y i) — ()

risulta

by () (tier — Il < fH by’ () — ¥’ @l dt + |ly(tie1) — y @),

i

da cui otteniamo
tit1
f Iy (Il de < Iy () — Y ll + 2600501 — 1),
t

Sommando rispetto a i, troviamo

b
f lly’ Ol dt < Ly, D) + 2e(b — a) < L(y) + 2&(b — a)

e per Darbitrarieta di € resta provata la tesi.

Dimostrazione del Teorema 12.22 (integrali di forme differenziali chiuse
su curve omotope), pag. 379

Sia w una forma differenziale chiusa in un aperto connesso E C R”, e siano @ e () due
curve omotope contenute in £. Dobbiamo dimostrare che allora

[Lo=] o
‘}/(0) 'y(l)

Consideriamo per semplicita solo il caso E C R? (il caso generale & del tutto analogo):
w = Fydx + F,dy. Inoltre sotto le ipotesi del teorema ¢ possibile dimostrare che esiste
un’omotopia ¢ tra ¥ e ¢! che & di classe C2: anziché fornirne la dimostrazione, per
semplicita supponiamo che tale proprieta di regolarita sia verificata.

L’omotopia ¢ : [a, b] X [0,1] — E tra @ e ¢V definisce per A € [0, 1] la famiglia di
curve YW c E date da

Y@ = o, 1) = (x(t, ), y(t, A), a<t<b,

aventi gli stessi punti iniziali e finali. Posto

I = f w,
f}/(/l)

proviamo che 7(4) ¢ costante in [0, 1]: da cio segue in particolare che f

y© w = I(O) =

I(l)= fy“) w, ovvero la tesi.
Si ha, per definizione di integrale di una forma lungo una curva,

a7 d

- dr.
di  da J,

ox(t, 1) ay(t, D)
t

b
(F1(90(t,/l)) o et D)=
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Dal Teorema di derivazione sotto integrale (Teorema 11.10) segue che

dr b9 oy(t, A
a f (Flw ) ( Y 4 Fatetr, ) 2 ))dt.

da 4l
Applicando la regola della catena e ricordando che w & chiusa, ovvero che ‘7F = = aﬁ%’ si
ottiene 5 5 ( ) 5 PI
x(t, A x(t, A
ey (F1(<p(t D) ) N (Fl(X(t ), y(1, D) o )
6F1 8x+BF1 ay (9x+ 0x
0x 04 dy oa) ot a0t
8F1 Ox L oF; 6y ox VF 0’x
Gx a1 ox aa) o " 'daar
e analogamente
0 ox(t, ) OF| 0x O0F, dy\ dy A%y
F 2| E 4 Py
aa( 20 D, ) (ay a1 "y o) o T o
Sommando le due espressioni si ottiene
dr f Ox (9F1 ox OF, 6y &x
—_— [ + — + Fl—F
da A\ ax ot dy or 00t
6y 6F26x+@ﬂ F %y ]
ox ot 0dy ot > 970t
ox aFl(so(r D) o x| 9y oFet D) ]
Fy —= dr
f [ T e o aaa

e poiché ¢ € C?, per il Teorema di Schwarz concludiamo che

dr b g Ox (1, A
a=f at( (1, D) ( -2 4 Fatot, ) 2 ))dr

=0

ax(t, ) ay(t, D)\
i + Fa(e(t, 2)) 31 )

= (F 12, D)

t=a

poiché % = 6’ =0pert=aet=>b(I’omotopia mantiene gli estremi fissati).

Dimostrazione della Proposizione 12.23, pag. 387

Dobbiamo dimostrare che se ¥ : I — R? & una curva regolare (si ricordi I’errata corrige)
di classe C3(I) e #(s) = y(t(s)) & la sua parametrizzazione mediante I’ascissa curvilinea,
allora

T = T60) =

B = Blsw) = A0
NO = NG) = O = B A T0
o = o) = T

Y OANY' ),y @)
by’ () Ay (O

() = 1(s(n) =
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dove ’ indica la derivata rispetto a t.

Siha y(r) = ¥(s(t)) e s'(¢) = ||y’ (#)]| =: v. Utilizzando la regola della catena, si ha

;o Yy

= _— s =SyY— =YV .
Y ds ds
d*y

y' = VT+ Vz—y =T + v*«N,
ds?
¥ Ay” = V(T AN=VB. (D12.2)
Pertanto (ricordando che ||B|| = 1)
=Y pg.Yr?" o= Ayl
v’ by Ayl v

Le formule per N seguono immediatamente dalla (12.29) e dalla definizione di B. Per
ricavare il valore della torsione, si osserva anzitutto che

d d dB dT
—N=—(B/\T)=—/\T+B/\—=TN/\T+KB/\N=TB—KT (D12.3)
ds ds ds ds

(questa relazione € anche nota come una delle formule di Frenet-Serret). Si osserva inoltre
che

vy = v% (V’T + VZKN).

Si vede facilmente che, in questa derivata, I’unico termine che contiene B proviene dalla
derivata di N rispetto ad s. Quindi, segue dalla (D12.3) che

y"” = AT + uN + V’ktB

per opportuni 4,4 € R. Moltiplicando scalarmente per B e utilizzando la (D12.2) si
ottiene la formula desiderata:

1 1" 1 ’ "o (y’ A 7//’ 7///>
T=— B’ = — A , = —
v3/<< v VOK? ALy lly’ Ay”|I2
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13 Dimostrazioni del Capitolo 13
Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice

Dimostrazione del Teorema 13.3 (Teorema delle funzioni implicite o di
DinidaR>aR),pag. 389 . ... ..o v i it innennnn 56

Dimostrazione del Teorema 13.3 (Teorema delle funzioni implicite o di
Dini da R? a R), pag. 389

Siano X C R? aperto, f, f. € C(X) e fi(x0,y0) # 0. Dobbiamo determinare un intorno
U = (yo — &2,y0 + &) di yg, un intorno V = (xg — &1, xo + £1) di xp e un’unica funzione
g:U - V,continuain U, taliche VXU CXe

() € VXU : flx,y) = f(x0,y0)} ={(x,y) € VXU :x=g()}. (13.16)
Se inoltre f € C'(X) allorage C'(U) e g'(y) = _J]:g((i’;ii per |y — yol < &2.

Non ¢ restrittivo supporre che f(xg,yo) > 0. Per la proprieta di permanenza del segno
esistono &y, &1 > 0 tali che

fi>0 in [xo — &1, x0 + €1] X [yo — €0, Y0 + 0] C X.

La funzione x — f(x,yo) & strettamente crescente in [xo — &1, xo + £1] € si annulla in xo,
quindi
Sxo+€1,y0) >0 e f(xo—&1,y) <O0.

Ancora per la proprieta di permanenza del segno esiste £, € (0, &o] tale che
gxo+e,y)>0 e glxo—€1,y) <0 se yy—& <y<yo+é&.

Poiché per ogni y € [yg — &2, y0 + €] la funzione x — g(x,y) & strettamente crescente e
continua, per il teorema degli zeri esiste un unico valore

X" €(xo—€1,x +&) incui gx",y)=0.
Ovviamente x* dipendera da y; si definisce quindi x* = g(y). Per costruzione g soddisfa
la (13.16) e g € unica.

Per provare la continuitadi g, siay € U e siae > 0 tale che [g(y)—¢, g()+&] € V. Per
definizione f(g(y),y) = 0. Poiché f, > 0in VXU, siha f(g(y)—¢&,y) <0 < f(g(y)+¢&,).
Utilizzando ancora una volta la proprieta di permanenza del segno, si deduce 1’esistenza
di 6 > 0 tale che

f() —&.y) <0< f(gd) +e&y) Vyely—-4y+4l

Dr’altra parte, f(g(y),y) = 0 e tale g(y) ¢ unico. Perci0o, sempre per la monotonia di
x = fxy),
80 —e<g(y) <gl)+e Vyely-4y+dl

che prova la continuita di g.
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Supponiamo ora che f € C'(X), e sianoy € U e h # O tale che y + h € U. Per il
teorema del valor medio esiste (£, ) sul segmento di estremi (g(y),y) e (g(y + h),y + h)
tale che

0=fgy+h,y+h—fg),y) = fi(&M(gl +h) —gy) + (&, mh.

Percio
gy +h-g _ HEN

h A

(la divisione ¢& lecita perché f, > 0 in V X U). Passando al limite &2 — O si ottiene la tesi.
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14 Dimostrazioni del Capitolo 14

Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice
Dimostrazione del Teorema 14.6 (formule di riduzione su rettangoli),
Pag 415 . . . e e e e e e e e e e e e 58
Dimostrazione del Teorema 14.9 (misura della frontiera di insiemi mis-
urabili),pag. 418 . . . . . . . ... e e 59
Dimostrazione del Teorema 14.10 (caratterizzazione degli insiemi di
misuranulla),pag. 418 ....... ... ... ... . ... 61
Dimostrazione del Teorema 14.12 (proprieta di insiemi misurabili), pag.
3 L 62
Dimostrazione del Teorema 14.14 (integrabilita di funzioni continue
quasiovunque),pag. 419 . . .. .. ... L i e 63
Dimostrazione del Corollario 14.20 (passaggio in coordinate polari),
PAg 429 . . L e et e e e et e e e e e 64

Dimostrazione del Teorema 14.6 (formule di riduzione su rettangoli),
pag. 415

E sufficiente dimostrare la parte (i), ovvero che se f € R([a,b] X [c,d]) e x — f(x,y) ¢
integrabile in [a, b] per ogni y € [c, d], allora la funzione g(y) = fa b f(x,y)dx ¢ integrabile

in [c, d] e risulta
d | rb
fo(x,y)dxdy = f (f f(x,y)dx) dy. (14.4)

Infatti la parte (i) segue dalla (i) scambiando i ruoli di x e y.

Fissato € > 0, per il Teorema 14.3 esiste una suddivisione D, = D, X D,, di
0 = [a,b] X [c,d] tale che S (D, f) — s(D,, f) < &. Per fissare le idee, scriviamo

Dey=1{x:i=0,....n}, a=x0<x;<--<Xp_1 <X, =D,

Dep={y;:j=0,....m}, c=yo<y1 < <Y1 <Ym=4d,

Ai=[xi1,x), Bj=[yiLyl, i=1...,n, j=1,....m.
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Si ha

S (D2, 8) = Z|B|supg Z|B|sup(f f(xy)dx)

YEB; I YEB i

—Z|B|sup[z f f(x,y)de

yeB

< Z |Bj1 sup [Z |Ailsup f(x, y)]

yEB XEA;

< Z Z |B;| Al sup (sup fx, y))

= x€eA

m n

= 0, 2 MAix Bjl sup f(x,3) = S (De. )

j=1 i=1
Analogamente si ottiene S(DE,Z, g) 2 S(Ds» f)» qulndl S(Ds,Zs g) - S(Z)E,25 g) <é&gcg e
integrabile. Inoltre

$(Ds, f) < 5(Ds2,8) < fdg(y) dy < §(De2,8) < S(Ds., f)

c

da cui segue (14.4).

Dimostrazione del Teorema 14.9 (misura della frontiera di insiemi mis-
urabili), pag. 418

Sia Q c R? limitato. Dobbiamo dimostrare che le due seguenti affermazioni sono equiv-
alenti:

(i) € & misurabile;
(ii) 0 & un insieme di misura nulla.

(i) = (). Utilizziamo il Teorema 14.10, la cui dimostrazione, data di seguito, non
utilizza il risultato che stiamo per provare. Dobbiamo quindi dimostrare che per ogni
& > 0 esistono N, rettangoli, R, = {Q, ..., On,}, tali che

Ng N¢
anUQk e ZIQk|<e.
k=1 k=1

Sia e > 0 esia Q = [a, b] X [c, d] un rettangolo contenente Q. Per il Teorema 14.3 esiste
una suddivisione D, di Q tale che?

S(D,,10) — s(Dg, 1) = Z |Q,'j| suplg —inflg| < f (D14.1)
7 0ij Qij 2

2Nelle seguenti dimostrazioni del Capitolo 14, data una suddivisione D di un rettangolo Q, si indicano con
Q;; irettangoli individuati dalla suddivisione: in altri termini, se
D={(x,y)): 0<i<n, 0<j<m},
allora
Qij = [xim1, xil X [yj-1, ¥, i=1,..., n, j=1,..., m.
Si pone inoltre
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Osserviamo che

suplsz—in,flgz{ I se0;nQ#0eQ;nCQ=0,

0, Qi 0 altrimenti .
Quindi
suplg —inf 1g = 10l
Qij Qij Z
Q;j€R:
dove

R;Z{Qiji Q,;,»nQi(Z)eQ,-jﬂCQ;t@}
e per la (D14.1) risulta

Per costruire il “ricoprimento” R, selezioniamo anzitutto quei rettangoli di D, il cui
interno ha intersezione non vuota con 9€:

R =10y : Qi NOQ # 0},

Osservando che, per definizione di frontiera, ogni intorno di x € dQ contiene sia punti di
Q che punti di CQ, risulta che R* C R.. Percid

€
D10 <5
ij
QijeR;
Restano da “ricoprire” i punti di 0 che intersecano la frontiera dei rettangoli Q;;. Per far
questo ¢ sufficiente considerare i rettangoli
RE,X = {[xl - 6’xi +6] X [C,d], i: 0’ .. -9n},
Rey =1la, bl X [y; = 6,y;+6], j=0,...,m},

con ¢ cosi piccolo che I’area complessiva non superi g/2:

&

2n+1)o(d—c)+2(m+ 1)0(b—a)<e & 0< ot Dd—0 4 2mr Db—a)

In tal modo I'insieme R, = R, U R, U R} soddisfa le proprieta richieste.

(ii) = (7). Sia Q un rettangolo contenente Q. Per il Teorema 14.3, per ogni € > 0 esiste
una suddivisione D, di Q tale che S (D, 150) — s(D,, 150) < &. Osserviamo che, come
sopra,

S (D 10) = 5(Ds, 1a) = > 103

Q[/.E'Ré
dove
R;Z{Ql‘ji QijﬂQ;t@eQijﬂCQ;é@}.
e, se R ¢ un sottoinsieme di {Q;; : i = 1,...,n, j = 1,...,m}, la scrittura Z a;j indica che la somma ¢

ol
ristretta alle coppie di indici (i, j) tali che Q;; € R.
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Ogni rettangolo di R}, contiene sia punti di Q che punti del suo complementare; quindi
contiene almeno un punto di JQ2. D’altra parte deve contenere anche almeno un punto
di C(0Q) (altrimenti OQ conterrebbe tutto il rettangolo e perciod avrebbe misura positiva).
Quindi

suplgo —inf 150 = suplg —inflg =1 perogni Q;; € R,

Qij Qij Qij Qi

da cui
S(De, 1q) = 5(D,, 1) = Z 10l [Sél? 1o - lélilf 19]
0ijeRs
= > 10 [sup 190 — inf 139]
. Qij Qij
0;jER:
<S8 (Dg, 1o0) — 5(De, 150) <

e (i) segue dal Teorema 14.3.

Dimostrazione del Teorema 14.10 (caratterizzazione degli insiemi di
misura nulla), pag. 418

Dobbiamo dimostrare che un insieme limitato I’ ¢ R? & misurabile e ha misura nulla se e

solo se per ogni € > 0 esistono N, rettangoli, R = {Q1, ..., Qn,}, tali che
Ne N
ICB:= UQk e ZIQkI <e. (D14.2)
k=1 k=1

Osserviamo preliminarmente che

in R2, un segmento S parallelo a un

asse ha misura (bidimensionale) nulla. (D14.3)

Infatti, se per esempio S = {(x,y) € R? : x € [a,b], y = yo), allora basta applicare il
Teorema 14.3 con Q = [a,b] X [yo — &/(b — a),yo + €/(b — a)] e la suddivisione banale
di Q. I casiin cui S contenga uno o entrambi gli estremi o sia parallelo all’asse y sono
identici.

Sia Q C R? un rettangolo tale che B C Q. Per definizione, I' ¢ misurabile e ha
misura nulla se e solo se i%f S(D,1r) = 0, ovvero se e solo se per ogni € > 0 esiste una

suddivisione D, di Q tale che
SD,,1p) < &. (D14.4)

Ci0 premesso, se I' € misurabile e ha misura nulla si pone
Re =1{Qij : Qi NI % 0}
cosicché

rcljJo; e D= ), Qi sup1r = S (De1p) < &
i.j i.j ij ij

. ij .
Q[/'G'Rg Q,/-E‘Rg Q,-je‘Rg
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che coincide con la (D14.2).

Viceversa supponiamo che valga la (D14.2); non ¢ restrittivo assumere che i rettangoli
Oy non abbiano punti interni in comune (altrimenti, per la (D14.3), basta aumentare il loro
numero). Prendendo su ciascun asse I’unione degli estremi di tutti i rettangoli Oy, si ottiene
una suddivisione D di Q con la seguente proprieta: preso per ogni Qy il sottoinsieme
Rk = {Qij . Qij N Qk * 0}, risulta

o= | J 0. (D14.5)
0%,
Quindi
rcB= U U Qi (D14.6)
¢ Qi.;?/ﬂk
eperla(Dl14.3)ela (D14.5)
0d = ) 104 (D14.7)
0,y%%,
Percio
s@10 " <" S S 10, "L Y10 P4 s,
k ij k
0%,

ovvero la (D14.4), e il teorema ¢ dimostrato.

Dimostrazione del Teorema 14.12 (proprieta di insiemi misurabili),
pag. 419

Dobbiamo dimostrare che:
(i) se I' ha misura nulla e Iy C IT" allora Iy ha misura nulla;
(ii) I'unione e I’intersezione di un numero finito di insiemi misurabili ¢ misurabile;

(iii) se Q c R? & limitato, f € R(Q) e Q; C Q & misurabile, allora f € R(Q)).

(7). Segue immediatamente dal Teorema 14.10.

@ii). E sufficiente provare che se A; e A, sono insiemi misurabili allora A} U A, e
A; N A, sono misurabili (il caso generale segue dalla proprieta associativa dell’unione
e dell’intersezione).

Sia quindi A = A} U A, oppure A = A N A;. Preso € > 0e Q tale che A C Q, per
k = 1,2 sia Oy una suddivisione di Q tale che S (D, 14,)— (D, 14,) < &/2; consideriamo
la suddivisione D = D; U D,. Essendo D un raffinamento di D; e D,, siha S(D,14,) —
s(D,1,4,) < &/2. Si osserva che

S(D,14) = 5(D,1,4) = |Qijl[sup 14 —inf 14 | = 10i)l,
A A Z Q] (Qf A o A] Z Q,/
Qi/»eD’ Q[/-eR

dove
Rz{Qij: QiiNA£0 e QijﬂCA;t(Z)}.

Si distinguono i due casi.
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(D) A=A UA,. Se Q;; € R, allora Q;; N Ay # 0 oppure Q;; N A, # 0; d’altra parte
0:;;NCA; #0e Q;j N CAy # 0. Percid in ogni caso

1 <suply, +suply, —iélf 14, —iélf 14, .

Qij Qij
—_—— ——
>1 =0 =0

Sommando rispetto a i e j si conclude che

S(D,14) — s(D,1,) = Z 10,1
Qiil'je'/e
< Z 10i (sg}) 14, - iéli,f 1y + ng 14, - iéli,f 1A2]
QijeR

<S(D,14,) = (D, 14,) + S(D, 14,) — (D, 14,) = €.

(I) A=A NA. Se Q;j € R, allora Q;; NA; # 0 e Q;;j N Ay # 0; d’altra parte
0:; N CA; # 0 oppure Q;; N CAs # 0. Percid in ogni caso

1 <suply, +suply, —(inf 14, +inf 1A2)-
0ij 0ij Qij Q)
——

=1 =1 <1

Sommando rispetto a i e j si conclude come sopra.

(iii). Segue immediatamente dal criterio di integrabilita (Teorema 14.3) utilizzando le
seguenti proprieta degli estremi superiore e inferiore: se Q; C €, allora

supf <supf e inff <inff.
Q a Q Q

Dimostrazione del Teorema 14.14 (integrabilita di funzioni continue
quasi ovunque), pag. 419
Sia f : Q = [a,b] X [¢,d] — R una funzione limitata e continua in Q \ T con |[] = 0.

Dobbiamo dimostrare che f € R(Q).

Sia £ > 0. Poiché |I'| = 0, per il Teorema 14.10 esiste un numero finito di rettangoli
O k=1,...,N,, tali che

N, [\
rcl Joco e Dlod<e
k=1 k=1

Consideriamo i rettangoli Oy = 200N Q, dove 20, &il rettangolo che ha lo stesso centro
di QO e lato pari al doppio di quello di Q. In tal modo

=

Ng
rce:=| |loco, |B|§Z|Qk|<4s e TNQ\B=0. (D14.8)
1 k=1

~
1l
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Poiché f ¢ continua in Q \ I, per la (D14.8) f ¢ uniformemente continua in Q\ B e
quindi in Q \ B. Percio esiste 6, > 0 tale che per ogni (x',y"),(x”,y”’) € O\ B con
I, y") = (7, )l < bg siha |f(x',y") = f(X",y")] < &.

Prendiamo la suddivisione 9’ di Q che si ottiene prendendo su ciascun asse gli
estremi di tutti i rettangoli Oy, e sia D, un suo raffinamento tale che ogni rettangolo
corrispondente, Q;;, verifica

|Qijl <6, perogni i,
In tal modo resta individuato un “ricoprimento” di B: ricordando la (D14.3), si ha

(D14.8)
Rp:=1{0y: QyNB#0L |Bl= Y 104 < 4e
Qi,‘i.ejﬂg

Posto M = sup,, |f], risulta allora

S(De, ) = $(De. f) = Z(Sgpf - iél_ff)lQijl
i,j ij 1

= (sup f —inf F)IQ;;| + (sup f —inf f)|Q;;l
Z/: Q,Ff Qij ! ! Z Q})f Qij ! !
Qij € Rp 0ij ¢ Rp

< 8Me + €0,

e la tesi segue dal Teorema 14.3.

Dimostrazione del Corollario 14.20 (passaggio in coordinate polari),
pag. 429

A meno di una traslazione si pud assumere (xg,yo) = (0,0). Ricordando I’errata corrige,
dobbiamo dimostrare che se i ¢ definita dalle 14.18, S C [0, +o0) X [0, 27r) &€ misurabile e
limitato ed f ¢ continua e limitata in /(S ), allora

[ renacar= [[ rocosepsingdode,
Q=u(S) s

Consideriamo la restrizione di ¢ a D = (0, +00) X (0,2x). In tale insieme, ¢ soddisfa le
ipotesi del Teorema 14.19; inoltre S N D ¢ misurabile e limitato. Quindi

ff f(x,y)dxdy=ff f(pcos g, psing)dpde.
Yy(SND) SND

S\ D c ({0} x [0,2n]) U [0, R] x {0},

dove R ¢ tale che S € Bg(0). Quindi S \ D ¢ contenuto nell’unione di due segmenti,
ovvero ha misura nulla, percio

fff(pcoscp,psinga)dpdgo:ff f(pcosg,psing)dode.
s SnD

Analogamente

D’altra parte,

YSHI\YS ND)c{(x,0): 0<x <R}

ha misura nulla, quindi

f f Oy dxdy = f f Fxy) dxdy.
w(SND) W(s)
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15 Dimostrazioni del Capitolo 15

Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 15.4, pag. 457

Dobbiamo dimostrare che se X ¢ una superficie elementare regolare in un punto x, allora
esiste un intorno U di X, tale che X N U ¢ il grafico di una funzione differenziabile.

lier le definizioni 15.l_e 15.3 esiste un intorno Uy di X9 = (xo, Yo, 20) e una funzione
o : D — R3 diclasse C°(D) N C!(D), iniettiva in D, tale che £ N U = o7(D) e che

a.(to, vo) A 0, (ug, vo) # 0, (up, vo) = 0 (x0).

Supponiamo per esempio che la terza componente sia non nulla. Denotando le compo-
nenti di o con o(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), cio significa che

Xy Xy

Yu Yy

XuYy = YuXy = det( ) #0 in (ug,vo).

Percio la funzione f : D — R? definita da f(u,v) = (x(u, v), y(u,v)) soddisfa le ipotesi
del Teorema 13.1 (di invertibilita locale). Quindi esiste un intorno V di (i, vo) tale che
f' ¢ f(V) — <V & ben definita e differenziabile in f(V); inoltre f(V) contiene un
intorno di (xg,yo). Utilizzando la differenziabilita delle funzioni composte, si conclude

che la funzione F(x,y) = z(f '(x,y)) : V — R & differenziabile e ha come grafico T in
un opportuno intorno U di Xo.

Dimostrazione del Teorema 15.12 (bordo di una superficie composta
orientabile), pag. 467

Sia ¥ = ¥; U .- UZ, una superficie composta orientabile. Dobbiamo dimostrare che il
bordo 0% ¢ il sostegno di N curve chiuse 7, ..., ¥y tali che il verso di percorrenza di ¥;
coincide con I’orientazione di 97 su (imy;) N 9%;.

Datauna curvay : [fo, 1] — R3, chiamiamo punto iniziale, rispettivamente finale, del
suo sostegno i punti y(#y), rispettivamente y(#;). Utilizziamo le notazioni delle definizioni
15.10 e 15.11; in particolare, indichiamo con

G={ip,:i=1,...,n, p=1,...,m}, (D15.1)

I’insieme dei sostegni della Definizione 15.10, ciascuno con il verso di percorrenza indot-
to dalla Definizione 15.11. Facciamo alcune osservazioni.

(1). Ciascun 0%; ¢ il sostegno una curva semplice e chiusa.

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
Analisi matematica, 2* ed., MacGraw-Hill, 2011



Dimostrazioni del Capitolo 15 66

Cio ¢ diretta conseguenza del fatto che ciascun X; ¢ una superficie regolare e invertibile
(percid orientabile).

(2). Sel' € G e tale che I' C 0%, allora il suo punto iniziale e il suo punto finale non
coincidono.

Altrimenti, per (1), 0%; =I' =T'; , C 0%, mentre per ipotesi ogni superficie elementare X;

ha in comune almeno un sostegno con un’altra superficie.

3). Se I,T" € G non coincidono ma hanno lo stesso punto iniziale o lo stesso punto
finale, allora appartengono a due distinte superfici elementari.

Cio segue immediatamente da (1) e dalla Definizione 15.11.

@4). SeT" € G ¢ tale che ' C 9% allora, detto X il suo punto finale, esiste I” € G, I” # T,
tale che I" C 0 e x ¢ il punto iniziale di T".

Sihal' =T}, per qualche indice (i, p). Per (2) esiste I'; ; (¢ # p) tale che y; , non € chiusa
e ha x come punto iniziale. Poniamo Tp="T i.q € to = i. Poniamo inoltre =T,

(a) Distinguiamo due casi:

(al) SeT c 8%, I'asserto & provato con I” =T

(a2) Altrimenti per la Definizione 15.10 esiste I';, tale che I';, = T. Per la Definizione
15.11 T, ha x come punto finale, quindi per (2) si ha j # i. Inoltre y;, non
¢ chiusa perché non lo ¢ la parametrizzazione di I', mentre 6Z; lo ¢ per (1).
Percio esiste y; (s # r) che ha x come punto iniziale.

Nel caso (a2) si pone I, = I'js, {1 = j e si torna al passo (a) con I =T,. Cosi
proceden_do restano definite le sequenze I', e €, per ogni @ = 1,..., @y, dove @y € N ¢
tale che I', ¢ 0% se 0 < @ < @p. Come osservato in (a2),

lo#ly=iperognil <a<ay ed {,# e perogni?2<a<a. (D15.2)
Proviamo per induzione che
se2 <« < g, alloral, # {gperogni 1l < < a, (D15.3)

ovvero che ogni passo seleziona un sostegno che appartiene ad una superficie elementare
diversa dalle precedenti. Per a = 2 I’affermazione segue immediatamente da (D15.2). Se
a > 3, {y,... Lo sono distinti e per assurdo £, = £z per qualche 8 € [1,a — 2], allora
1_"ﬁ appartiene alle tre superfici elementari distinte (per (D15.2)) £, €41 ed £3_;. Cid
contraddice la Definizione 15.10 e prova (D15.3).

Da (D15.2) e (D15.3) segue che in al pil n passi (n € il numero di superfici elementari)
si giunge a verificare il caso (al), e (4) & dimostrato.

Siamo ora in grado di concludere la dimostrazione. Consideriamo un qualunque
sostegno I'; , C 9X e sia X il suo punto iniziale. Posto ¥ | = Vips vogliamo costruire una
curva chiusa

Vi =YLV UY¥

che soddisfi le proprieta richieste. Applicando (4) conI” =im(¥;) si ottieneI” =T';; € 0%,
I"#T,esipone ¥, = Vs si applica poi (4) con I" =im(¥'; ») ottenendo ¥ 3, e cosi via.
Se im(¥; &) ha X9 come punto finale abbiamo finito. Altrimenti osserviamo che

Wiy #W¥, perogni {=1,....,k—1. (D15.4)
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Infatti, se per assurdo ¥, = ‘¥, allora per (3) le due curve parametrizzerebbero due
distinte superfici elementari, che ¢ impossibile visto che im(¥; ;) c d%. Poiché il numero
di curve ¢ finito, in un numero di passi si ottiene X, come punto finale.

Se im(y,) = 0 abbiamo finito. Altrimenti esiste I';, C dZ\im(¥). Poniamo ¥, =
¥i, € ripetiamo la costruzione ottenendo ¥, = W21 U--- Uy ;,. Ragionando come sopra,
(3) implica che

Wor #Wi, perogni k=1,...,5; eogni £{=1,...,8.

Quindi ad ogni passo si selezionano sostegni diversi. Poiché essi sono un numero finito,
la dimostrazione ¢ conclusa.

Dimostrazione del Teorema 15.13 (continuita della normale esterna),
pag. 467
n
Dobbiamo dimostrare che se X = U %; ¢ una superficie composta regolare e orientabile,
i=1
allora & possibile estendere per continuita la funzione x — n*(x) a ¥’.

Sappiamo gia che n*(x) ¢ ben definita e continua in X} per ogni i. Resta percio da
considerare il caso in cui x € 0%; N §Z; N X’ per qualche coppia i, j. Poiché x € ¥’ e X
& regolare, esistono una parametrizzazione regolare o : D — R> e un intorno U di x tali
chex € De o(D) = XN U. Sono quindi definiti e continui in £ N YU i versori normali
+ng(x). Se per assurdo ng- = n* su ZNUeng = -n"* suX; N U (o viceversa), allora
le porzioni di bordo d%; N U e 0X; N U sarebbero orientate in modo concorde (poiché
una tiene I’interno a sinistra e 1’altra a destra). Cio contraddice la Definizione 15.11 e
conclude la dimostrazione.
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16 Dimostrazioni del Capitolo 16
Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 16.9 (del rotore o di Stokes nello spazio),
pag. 480

Proviamo il risultato nel caso piu semplice. Anzitutto, supponiamo che
e X ¢ una superficie elementare regolare e invertibile.

Sia quindi o : D — R? una parametrizzazione di £. Supponiamo inoltre che:
e D & un dominio di Green e o € C2(D).

Dobbiamo dimostrare che se Q C R? & un aperto tale che 2 c Qe v = (4,B,C) : Q — R3
¢ diclasse C! in Q, allora

ff(rotv,n+>d5 :f (Adx + Bdy + C dz).
b3 oz+

Per ipotesi o & iniettiva in D e tale che

A oy(u, .
n*(u,v) = Tultt, V) A 01, V) #0 perogni (u,v)€D.
llo(u, v) A oy (u, V)|

Per definizione di integrale di superficie (si veda la (15.9))

ff(rotv,n+)dS = ff{rot (voo),o, Aoy)ydudy.
b D

rotv = (Cy - B, A; = Cy, By — Ay),

Osserviamo che

e che, posto
o(u,v) = (x(u, v), y(u, v), 2(u, v)),
si ha
Ou NOy = VuZv = YZu> ZuXy = Xulvs XuYv — Xy Yu)-
Percio

(rotv,o, ANory) = (C\ - Bz)()’qu = YvZu)
+(Az - Cx)(zuxv - quv)
+(Bx — Ay)(xuyv = XyYu)-

Consideriamo ad esempio i termini che dipendono C. Si ha

N Cy(yuzv = Wzu) — CulzuXy — Xuzy)

= —7,(Cyx, + nyv) + 2,(Cyx, + nyu)'
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Aggiungendo e togliendo C.,z,z, si ottiene
N = -z, (C ° O.)V + 2 (C o (T)u

ovvero, ponendo C = C o 0,

N =-z,C, +z,C,.

Aggiungendo e togliendo Cz,, si ottiene
N =(Ca), = (Ca),.

Percio, applicando il Teorema della divergenza si ottiene

fdeudv:f C‘(zudu+zvdv)=f Cdz.
D oD+ )2

Procedendo allo stesso modo per le altre due componenti si conclude la dimostrazione.
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17 Dimostrazioni del Capitolo 17
Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 17.4 (di Cauchy per edo), pag. 492

Sia f : (a,b) X (c,d) — R una funzione continua e localmente lipschitziana rispetto alla
secondo variabile y: per ogni rettangolo chiuso e limitato R C (a, b) X (c, d) esiste Lg tale
che

[fCe,y1) = fOy2)l < Lglyr —y2l - se (x,31), (x,y2) € R. (D17.1)

Siano xp € (a,b) e yo € (c¢,d). Dobbiamo dimostrare che esiste un intervallo aperto
I = (ag, bo) C (a, b) tale che:

(i) xo € I ed esiste una soluzione y € C'(J) del problema di Cauchy

, , inl
Y =f(xy) in (D17.2)
Y(x0) = yo3
o perx — al seayg > a
(i) risulta y(x) — ¢ oppure y(x) — d 0
per x — ba se by < b;
(iii) il problema di Cauchy (D17.2) non ha altre soluzioni in /.
Proviamo anzitutto la seguente affermazione:
. . 1 _
esistono & > 0 e una funzione y € C' ([xp — &, xp + £]) (D17.3)

che verifica (D17.2) in I = (xo — &, xp + &).

Siano f() >0e Mo > 0 fissati tali che Ry = Iy X Jyp = [xg — é‘:(), X0 +§Q] X [y() —1o,Yo + T](]] C
(a,b) x (c,d), e siano M = maxg, |f|, Lo = Lg,. Sia inoltre

o 1
i ,—, — D174
§<m1n{80 i 2L0} ( )

el = [xo — &, xo + £]. Per ogni funzione continua g : I — Jy, la funzione
X
G(x) =y + f f(s,g(s)ds, xel
X0
¢ a sua volta continua in / e verifica

(D17.4)
IG(x) —yol < Mlx—xo| < ME < 19 Vxe€el, (D17.5)
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ovvero G : I — Jy. Percid, posto yo(x) = yo, sono ben definite per ricorrenza le funzioni
o o I — Jy date da

Yu(x) = yo + f f(s,yu-1(s))ds, xe€l. (D17.6)

Siha, pern > 2,

Va(X) = yp1 (@] < f Lf (S, ya-1(8)) = f(5, yu—2(s))| ds
(D17.1) ' X

<L f B 1(5) = yua(s)lds

< Ly (SI;P [Ya-1 — yn-zl)

D174) 1
< = | sup |yn—l _yn—2|
2\

per ogni x € I. Percio

D175 1
su - <
1p v = yol T

1
SI;p [Yn = yn-1l < E Sl,llp [Yn-1 = Yp—2| <-+- < T

per ogni n > 2. Da ci0 segue che per ogni x € [ la successione {y,(x)} ¢ di Cauchy, quindi
convergente: infatti

|ym(x) - yn(x)l < |ym(x) - ym—l(x)| R |yn+1(x) _yn(x)|

1o o _ Mo Lo .
<%+-~~+?<§;i—i perogni m > n, x € 1.
Quindi

yn(X) = y(x) per n — +oo.

Inoltre, passando al limite m — +co nella disuguaglianza precedente risulta
sup () — ya(0)l < '2@ perogni n, x €1, (D17.7)
1

da cui segue che y € C(I): infatti, presi x, xo € I e € > 0, sia n (indipendente da x e xj!)
tale che 17927" < ¢&; allora

y(x) = y(xo)l < [y(x) = yu(O) + [ya(x) = yu(x0)] + [ya(x0) = y(x0)l

(D17.7)
< 28+ [yu(x) = yu(xo)l

e la continuita di y in x segue dalla continuita di y,.
Proviamo ora che

Jim [ seonenas = [ ssasas

(I'integrale a destra ¢ ben definito in quanto y € C({)). Infatti

(D17.1)
< |x = xolLo sup [y(x) — y, ()l
I

ff(s,yn(S))ds—f f(s,y(s))ds

DI17.7
®U )0(1) per n — +co.
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Passando al limite n — +oo nella (D17.6) si conclude che
X
y(x) =yo + f f(s,y(s))ds xel
X0

da cui segue la (D17.3) per il Teorema fondamentale del calcolo integrale.
Per la (D17.3), sono ben definiti

ap = inf{x € (a, xp) : esiste una soluzione di (D17.2) in [x, xo]} < xo,

by = sup{x € (xg,b) : esiste una soluzione di(D17.2) in [xg, x]} > xo.

Proviamo la caratterizzazione (ii) di by (quella di ay € analoga) se by < b (altrimenti non
c’¢ niente da dimostrare). Anzitutto si osserva che

| lir}} y(x) =<¢. (D17.8)
X— 0

Se per assurdo ci0 € falso, allora per il Teorema ponte esistono due successioni x;, — b,
e x, — by tali che y(x;) — ¢’ € [c,d] e y(x))) = (" € [c,d], ¢” > {'. Siano ¢’ <7’ <
i’ < {”. Poiché y & continua, per il Teorema dei valori intermedi esistono due successioni
&, — by e & — by con le seguenti proprieta: per ognin > 1,

E<E <& YE)Y =1, yEN)=7", Y e, n'] ¥ xeE,E).

Posto quindi M = SUDLr by Il ] | f1, risulta

+o0 = i(n” -1 = i f Y(s)ds = i f F(s ys)ds
=1 n=1 Yén n=1 “¢n

<D ME -&) < MZI@;H —&) = M(b-¢&)

n=1
che ¢ assurdo. Percio la (D17.8) & vera. Per completare la dimostrazione resta da stabilire

che { = co ¢ = d. Se cio non ¢, applicando la (D17.3) si ottiene una soluzione y di
(D17.2) con xy = by e yo = € definita in [bg, by + ). A questo punto la funzione

500) = y(x)  x € (x0, bo)
YOZ 50 x € [bo, by +6)

€ anch’essa soluzione di (D17.2), in contraddizione con la definizione di b.

Resta da dimostrare la parte (iii), ovvero 1’unicita della soluzione. Siano y; e y, due
soluzioni e siano & > 0 ed > 0 cosi piccoli che (x,y;(x)) € R = [xo — &, xp + &] X [yo —
n,yo+ 1l C (a,b) X (c,d). Allora per il Teorema fondamentale del calcolo integrale risulta

1) — 320l < f Fsi(s) = fxya(s)]ds

S Lelx—xol  sup  [yi(x) —=y2(0)| Y x€[xo—& x0 + &l
[x0—&,x0+¢]
che per |xo— x| sufficientemente piccolo & possibile solo se y; = y,. Percio le due soluzioni
coincidono in un intorno di xp; ripetendo il ragionamento in ogni punto si conclude che
y1 coincide con y;.
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Dimostrazione del Teorema 17.5 (esistenza globale), pag. 494
Sia (a,b) € Re f : (a,b) X R che soddisfi le ipotesi del Teorema 17.4. Dobbiamo
dimostrare che se esiste K € C((a, b)) tale che

[fCe, I < Kx)(1 +]y)) perogni (x,y) € (a,b) XR,

allora I’intervallo massimale di esistenza della soluzione del problema di Cauchy (D17.2)
e (a,b).

Sia (a’,b") C (a, b) I’'intervallo massimale di esistenza della soluzione. Per x € J, sia

1
w(x) = §y2<x>.

Si ha
w(x) = y(x0)y' (x) = yf(x, y(x)),

quindi
Wl < IVIK(L+ D) = Kyl + 7).

Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

2

+ =y,

Iyl <

N =
N —

quindi

, 1 3, 1
< - - = - < .
IWI_K(2+2y) K(2+3w)_3K(l+w)

Da cio segue che
W/
I+w

Posto wy = w(xg) = yg/ 2, dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ottiene

1+ w(x) fx w(s)
log ds|.
1+ wo o 1+w(s)
Se per assurdo (a’,b") C (a, b), per esempio b’ < b, per la parte (ii) del Teorema 17.4 si

deve avere [y(x)| — +co per x — (b’)”, ovvero w(x) — +oo per x — (b’)”. D’altra parte,
per la disuguaglianza precedente si ha che per ogni xg < x < b’

| (1 +w(x))
8 1+wy

una contraddizione. Percio J = (a, b).

< 3K.

d
‘a log(1 + w)‘ = ‘

= [log(1 +w(x)) —log(1 + w(xo))| =

< 3(x - xp) (sup K(s)) <3 - xp) ( sup K(s)) < 400,
(x0,X) (x0,b")

Dimostrazione del Teorema 17.16 (stabilita per equazioni autonome),
pag. 521

Sia J C R un intervallo aperto, f € C'(J) e a € J tale che f(a) = 0. Dobbiamo dimostrare
che:

(i) seesistegg > Otaleche f > 0in[a —ep,a)e f < 0in (a,a + g] alloray = a ¢

stabile;
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(i)’ seesiste g > Otaleche f > Oin [a — &y,a) e f < 0in (a,a + g] alloray = a ¢
asintoticamente stabile;

(ii) seesiste gy > 0 tale che f < 01in [a — &y, a) oppure f > 01in (a,a + &), alloray = a
¢ instabile.

Sia y(f) I'unica soluzione di y’ = f(y) con dato iniziale yy € (a — g, a + ) \ {a}, dove
0o = &y/2, e sia [0, T) I'intervallo massimale di esistenza. Per simmetria, ¢ sufficiente
provare gli enunciati per yy < a.

(7). Estendiamo f con continuita a tutto R:

f(a—{-,‘o) y<a-—-g&
fO) =1 fO» a-g <y<a+en
fla+e) y=a+g

Preso € > 0, sia § = min{dy, €} € yo € (a — 6, a). Poiché yy € (a — &9, a), ¥.(0) = f(yo) 20
e quindi la soluzione ¢ inizialmente crescente. Finché y(f) < a si ha y'(f) > 0 e quindi
¥(t) = yo > a — 6. Proviamo che y(f) < a per ogni ¢ € [0, T) supponendo per assurdo che
esista fy € (0, T') tale che y(#p) = a. In tal caso, poiché il problema di Cauchy y’ = f(y) con
dato iniziale y(fy) = a ammette come unica soluzione globale ¥ = a, si ha y(t) = y(t) = a
per ogni t € R, in contraddizione con y(0) = yp < a. Percid a — 6 < y(t) < a, ovvero
[y(¥) —al < 6 < g, perognit e (0,T). Peril Teorema 17.5 di esistenza globale, cio implica
che T = +oo e prova (i).

(i)’. Se inoltre f(y) > 0 in [a — &, a), allora y ¢ strettamente crescente, percio y(f) — b~
b € (a—&p,a] pert — +oo. Se per assurdo b < a allora y'(f) > ming,—g, 4 f > 0 per ogni
t € [0, +00), una contraddizione. Percio b = a e abbiamo dimostrato (i)’.

(if). Segue dalla Definizione 17.15 che y = a ¢ linearmente instabile se esiste € > 0 tale
che per ogni 6 > 0 esistono ygs € (a — d,a + 6) e t € (0, Ty,,) tali che |y(z; yos) — al = &.

Si ha y,.(0) = f(yo) < 0, quindi la soluzione ¢ inizialmente decrescente. Percio y’ <
ming_g,y,1 f < 0 finché y(¢) € [a — £, yo]. Quindi esiste t € (0, T') tale che y(¢) = a — &.
Poiché cio vale per qualunque yy € [a — 0y, @), la tesi segue scegliendo € = &.
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18 Dimostrazioni del Capitolo 18

Ultimo aggiornamento: settembre 2011
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Dimostrazione del Teorema 18.7 (integrabilita di funzioni complesse
continue), pag. 534

Utilizziamo le notazioni del paragrafo 18.3. Siano A € C aperto, f : A — C continua e y
una curva contenuta in A di classe C'. Dobbiamo dimostrare che il numero complesso

b b b
Z= f Jo®)yy' (1) di = f Re(f(y(0)y' (1) di +i f Im(f(y @)y’ (1)) dt,

ha la seguente proprieta: per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni suddivisione
D ={t,...,t,} di ampiezza minore di § e per ogni scelta dei punti 7; € [t,_1, t;] risulta

ISD, {7}, /- Zl <,
dove

SOk ) = ) flyG)y @) — y(Ei-1))-

n
i=1

Scriviamo f(y (1)) = fi(t) + ifo(2), y(£) = y1(¢) + iy»(¢). Si ha quindi

b b b b
Z= f fiy(de— f H@)yys()de+i f fi@)ys@)de+i f GYAGK

=7, =7, =73 =7,

S, (i), /) = D A@XE) = 71E) = D LEN@E) = ya(ti1)
i=1 i=1

=51 D.{7i}.f) =52(Df7i}.f)

+i Y AED0E) = ya(te0) + Y AEOE) = i)
i=1 i=1

=33(DAnik.f) =S4(DAri}.f)
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Percio ¢ sufficiente dimostrare che |Z; — § (D, {r;}, /)| < &/4 perogni j = 1,...,4.
Proviamo solo il caso j = 1 (gli altri si trattano allo stesso modo).

Sia C > 0 una costante che specificheremo successivamente. Poiché€ sia fi che |
sono continue in [a, b], sono uniformemente continue: quindi per ogni € > 0 esiste 6 > 0
tale che

i - fit)l<e e [|yi(®)—vyi(s) <Ce perogni t,s¢€[a,b] taliche |r—s| <.
Per il Teorema del valor medio, per ogni i esiste & € (#;_1, t;) tale che

Y1t = vi(ticy) = v (€Nt — ticy).
Percio

1D =21 < Y. [ IAGEmE - Aeyioldr

i=1 Vi1

Sommando e sottraendo fi(7;)y|(f), si ottiene per ogni t € [#;_1, ;]
ity é) = Ay 0] < ([sufI Ifi I) AESAGIES ([sug Iyil) Ifir) = A

< s(sup|f1| + suply’1|).
[a.b] [a.b]

Pertanto

IS1D A7} ) - Zil < S(Squl + SUPVI)(b - a).
[a.b] [a.b]

-1
da cui segue la tesi scegliendo C = (48 (sup |fil + suply] I)) .
[a,b] [a,b]

Dimostrazione del Teorema 18.11 (formula per (7)), pag. 540

Sia f olomorfa in A semplicemente connesso. Dobbiamo dimostrare che f & derivabile
infinite volte in A e che se z € A e ¥ ¢ un cammino in A intorno a z orientato positivamente,

allora per ogni n risulta
"(z) = o 9§ S d D18.1
7@ 21 Jy (w = 2! " ®1s.1)

E sufficiente dimostrare il seguente risultato:

Lemma. Sia A C C aperto, sia ¥y C A una curva di Jordan di classe C! orientata
positivamente e sia ¢ : I' — C continua, dove I ¢ il supporto di . Allora la
funzione g : A\ I' — C, definita da

¢(2) = 55 (v:/p(—wz))” dw per ze€A\T, (D18.2)
y

@ = ngg L
y (W _ Z)n+l

¢ olomorfain A\I'e

Michiel Bertsch, Roberta Dal Passo, Lorenzo Giacomelli
Analisi matematica, 2* ed., MacGraw-Hill, 2011



Dimostrazioni del Capitolo 18 77

Infatti, se f ¢ olomorfa in A allora ¢ continua in I e si puo scegliere ¢ = f/Q2mi)en =1
nella (D18.2). Per la formula integrale di Cauchy g = f. Pertanto, applicando il Lemma
con n = 1 risulta che f* = g’ ¢ olomorfa in A \ I" e vale la (D18.1) con n = 1. Iterando
I’applicazione del Lemma rispetto ad # si ottiene che f & derivabile infinite volte in A \ I’
e vale la (D18.1) per ogni n e ogni z € A \ I'. La conclusione segue dall’arbitrarieta della
curva.

Nel seguito diamo la dimostrazione del Lemma. Preso z € A\ T, sia {zx} C A\ T una
successione convergente a z. Consideriamo il rapporto incrementale

g(z) —g2) 9§ P(w) ( 1 1 ) 4
- = - w
k=2 ya—z\wW=z)" (w=2)"

8(zr) — g(2) gg p(w)

Si ha quindi

Iy ==————-n ————dw
g % -z y (w—z)m!
1

1 1 n
- Séx‘p(w)[zk—z ((w—zk)” - (w—z)”)_ (w—z)””] dw

Per passare al limite ci si basa su una identita algebrica relativa alla funzione razionale
che compare nell’integrale. Ponendo x = w—z;, y = w—z e osservando che y—x = zx — 2,

si ha
no_ n—1
IR T S - PO
y—x X" yn (y_x)xnyn xnyn+] .

Percio

(1 1\ W
y—x(ﬁ_y_”)_y”“:xn "H{Zy jxj_"x]

= )C" “ntl ij(y"_j - )/l_j)

n—1 n—j-1

1 ; o
= — J(vy — n—j—1—i i
- xnyn+l Z)C (y )C) Z y X
= i=0
n—1 n—j—-1
=(y—x) Z 2y
j=0 =0
Sostituendo, si trova
n—1 n—j-1
Vil <z = 2 gg le(w)l Iw = 217w — 27" dw.
b4 =0 i=0

Posti
M := sup |p(w)| < +o0, d :=distanza (z,I') = inf |z—w| >0
wey wel’

(d > 0 poiché I" & compatto) e scegliendo k tale che |z — z| < %d, si ottiene

1 .
w—2z>d e Iw—zklzlw—zl—lzk—zl>§d perogni weTl.
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Di conseguenza, per una opportuna costante C > 0 si ha

n—1 n—j-1
Z |W _ Z|7j72fl|w _ ZkllJrjfn S Cd7n72
=0 i=0

~

e quindi |[i| < Cd" 2|z -2l > 0 per k — +oo, che conclude la dimostrazione.

Dimostrazione del Teorema 18.12 (teorema fondamentale del calcolo
integrale per funzioni complesse), pag. 541

Siano A C C aperto e connesso, f : A — C continua, zo € A e ¥4, UNa curva semplice di
classe C! a tratti con sostegno contenuto in A, con punto iniziale zy e punto finale z.

),

F(z) = f fw) dw
‘},zo\z

(i) Se per ogni z € A I’integrale

fw) dw

dipende solo da zj e z, 1a funzione

¢ primitiva di f in A.

(if) Se G ¢ una funzione primitiva di f in A, allora
f Jw) dw = G(2) — G(zp).
y:g,z

(i). Sianoz € Ae h € C, h # 0. Per |h| sufficientemente piccolo il segmento [z,z + /]
appartiene ad A, quindi

J,

0-2th

1
fmomvzjﬁ fmomv+Jﬁf@+hnhm
Yoo 0

dove w(t) = z+ ht, 0 < t < 1, & una parametrizzazione del segmento tra ze z + h e
w'(t) = h. Allora

F(z+h) - F(2) _1 f
h T h y

1 1
=1f f(z+ht)hdt=f f(z+ hr)de
h 0 0

fw)dw — f f(w) dw]
Yoe

20.2+h

1 1
=ff@mifmmmyﬂmm
0 0

1
=f(Z)+f(f(Z+ht)—f(Z))dt—>f(z) per h—0
0

Se

1
f(f(Z+ht)—f(z))dt—>0 per h— 0.
0
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Per la (12.6),

1
j(; (f(z+ht) = f(z))dt

<max|f(z+ht)— f(zx)) =0 per h—O0,
0<r<l1

essendo f continua in z.

(ii). Trattiamo prima il caso particolare in cui A ¢ semplicemente connesso. Poiché G
¢ olomorfa in A, per il Teorema 18.11 anche la sua derivata f = G’ lo ¢. Quindi si puo
applicare la prima parte del teorema e la funzione

z+—>F(z)=f f(w)dw
Yoo

¢ primitiva di f in A. Allora la funzione h(z) = F(z) — G(z) ha derivata h’ identicamente
nulla in A, da cui segue che & ¢ costante in A (infatti si dimostra facilmente che le parti
reale e immaginaria di 4, come funzioni di x e y, hanno derivate parziali nulle, quindi
sono costanti in A). Allora

fy fw)ydw = F(z) = F(z) — F(z0) = G(z) — G(z0).

Se A non ¢ semplicemente connesso si puod ripetere questo ragionamento se si dimostra

che
56 fw)ydw =0
Y

per ogni curva chiusa e regolare y C A. Per provare questa affermazione, ¢ sufficiente
“tagliare” da y un piccolo arco di curva, diciamo I’arco y,, . , € applicare (ii): nel limite
Zp — z1 Si ottiene che

56 fw)dw = (lim G(Zz)) -G(z1) =G(z1) = G(z1) = 0.
y 2221

Dimostrazione del Teorema 18.14 (caratterizzazione integrale delle fun-
zioni olomorfe), pag. 542

Siano A € C aperto e connesso, f : A — C continua in A. Dobbiamo dimostrare che f &
olomorfa in A se e solo se per ogni zy € A esiste un intorno B,(z9) = {z € C: |z — 29| < r}

di 7, tale che
56 f(x)dz=0
Y

per ogni curva di Jordan di classe C' a tratti ¥ con sostegno contenuto in B,(zp).

Sia f olomorfa in A, zp € A e B,(zo) un intorno di zo contenuto in A. Per il Corollario
18.13 applicato in B,(zp), f ammette una primitiva F in B,(zp); percio 5@ f = 0 perla
parte (ii) del Teorema 18.12.

Viceversa, Sia zo € A, e sia B,(zp) tale che B,(zo) C A un intorno tale che 56}, f=0
per ogni curva semplice, chiusa e regolare y C B,(z9). Ne segue che, per ogni curva ¥
contenuta in B,(z), f)/ f dipende solo dai punti iniziale e finale della curva . Quindi,
per la parte (i) del Teorema 18.12, f ammette una primitiva F' in B,(zp). In particolare F'
¢ olomorfa in B,(zp) e, di conseguenza, anche f = F” lo &. Per ’arbitrarieta di zo la tesi &
provata.
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Dimostrazione del Teorema 18.15 (integrale e derivata di serie di poten-
ze), pag. 543

(o)
Sia Y} a,(z — z0)" una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0 e con somma
n=0

o

f@) = Z ay(z —z0)" se |z —zol < 7.

n=0
Dobbiamo dimostrare che:
(i) fecontinuain B,.(z0) ={z€C:|z—-zl<r};

(if) per ogni curva semplice di classe C! a tratti  con sostegno contenuto in B,(z),

risulta .
f(@dz= an(f(z—z)" dz);

(iii) f & olomorfain B,(zo) e perogni k = 1,2,... la derivata f(k)(z) € somma della serie
delle derivate di a,,(z — zo)":

o)

P = Z nn-1)...(n—k+ Dapz — 200"~ selz—zl <r. (D18.3)

n=k
(7). Analoga alla dimostrazione del Teorema 9.19.
(ii). Il sostegno I" di ¥ ¢ un insieme chiuso, quindi esiste | € (0, r) tale che
|z—z0l <7 perogni zel.

Percio per ogni € > 0 esiste N, € N tale che

Z an(z—20)" < Z anri <& vperogni N > N, z€T.
n=N+1 n=N+1
Allora
N o0
[ r@a- | (Zm—zo)") al=| [ [ 3 an(z—z(»"] do| < oL(y)
Y Y \n=0 Y \n=nN+1

per ogni N > N, che ¢ quanto dovevamo dimostrare.
(iti). Per la (ii), f);, f(z)dz = 0 su ogni curva chiusa 7y, quindi per la (i) e per il Teorema
18.14, f ¢ olomorfa. La serie

8(2) = ) nay(z—z0)""
n=1
ha anch’essa raggio di convergenza r (il ragionamento ¢ identico a quello svolto nella
dimostrazione del Teorema 9.10). Proviamo I’asserto per n = 1, ovvero proviamo che
f’ = g. Ripetendo il procedimento k volte si ottiene la formula per fX(z).
Siay, ,(t) = zo + t(z — 20), il cui sostegno ¢ il segmento da zo a z. Allora applicando

(ii) a g risulta
f [Z nan(z = ZO)n_l] dz =" anz-2)" = f2) - flzo);

0z \n=1 n=1

percio, per il teorema fondamentale, f(z) € una primitiva di g, ovvero f’ = g.
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Dimostrazione del Teorema 18.16 (convergenza delle serie di Taylor),
pag. 544

Siano A C C aperto e connesso, zg € A e f olomorfa in A. Dobbiamo dimostrare che

=3 Ty perogniz e Bz se Ba) < 4
n=0 ’

e che se in un intorno di zg risulta f(z) = 2 a,(z — 20)", allora a, = # F™(z0).

n=0

Sia 0 < p < r, dove r & la distanza tra zp e 0A (r = +0 se A = C) e sia ¥, una
parametrizzazione regolare della frontiera 0B,(zo) del cerchio di centro zp e raggio p,
orientata positivamente. Allora, per la formula integrale di Cauchy,

f@ = Lf fw dz perogni z € B,(2).
2mi 7, z

w—
Scrivendo
o) _ ! _ S 1
w—2z wW—20+20—%2 w =20 1_Z_Z0
w =20

ed essendo |z — 79| < p € |w — 29| = p per w € I, risulta

Rt M <1 perogni z€ B,(z0) e w€ IdBy(z0)
w =20 1%
e si puo applicare la formula per la somma della serie geometrica di ragione fvfz‘; :
;—i =) ogni € B,(z0) e w € 0B,(20)
| -2 \w=z per ogm z € byl 0(Z0)-
— p
w =29

Allora, supponendo per un momento che si possano scambiare I’integrale e la sommatoria,
risulta

0o

_ 1 fw) z-2 )\
f@ = 2mi f;,p [w—zo Z(W—ZO) ] dw

n=0
Ny [ S
= ;(Z 20) i f);p (W-ZO)"H dw

e per la formula (18.26) per le derivate di f si conclude che

(D18.4)

oo

(n)
f@= Z f n(!ZO)(Z —-20)".

n=0

Infine, se

00

fl@= Z an(z —20)"

n=0
per z appartenente a un intorno di zy, segue dalla parte (iii) del Teorema 18.15 che

(o]

O = Z nn—=1)...(n—k+ )z -z)"*

n=k
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e percio
FP() = Klay.

Resta da giustificare lo scambio di integrale e sommatoria in (D18.4) (non si pud
utilizzare direttamente il Teorema 18.15 poiché I’integranda non ¢ una serie di potenze,
ma il ragionamento ¢ analogo). Per z € B,(zo) fissato e w € B,(z),

N

fw) < (2—20)": fw) Z(Z_ZO),l_i_EN(W)’
%

w—2z0 &\w—-2 w—2z0 L\w

dove

moni= |12 5 (222

0 n=N+1

1 > |Z—ZO| !
=5 (azsé?(g)f] (H—szlu( P ) ]

|Ey|l <& perogni N > N.,.

quindi per ogni & > 0 esiste N, tale che

In conclusione, per ogni € > 0 esiste N, tale che

= . 1 f(w)
f(Z)_Z(Z—ZO) %fypmdw <

E
< 2—
n=0 d

1
— f En(w)dw
27Tl b4

P

per ogni N > N,; cio dimostra la (D18.4).

Dimostrazione del Teorema 18.17 (sviluppo in serie di Laurent), pag.
546

Sia f olomorfa in B,(zg) \ {zo}. Dobbiamo dimostrare che:

a) se 0 < |z —zo| < rey ¢ un qualunque cammino in B,(zg) che circonda z, allora

. . fw) .
f@) = n;wcn(z—zo) s Cn = 2—m > W dw;
b) se
f@= Z dy(z—z20)" per0<|z—z|l <r, (D18.5)

allorad, =c,.

a) Dato z € B,(z0) \ {z0} € un cammino y in B,(z) intorno a zp, siano0 < p < R < r
tali che z € A = {p < |z — 29| < R}. Segue dalla (18.23) che

f B 9§ [ 3 9§ ()
dz = —————dz= O ——————dz D18.6
9%9’?(@) €= Ty €200 Jy Ty ( )

Si “taglia” A con la retta r come in Figura.
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Applicando la formula integrale di Cauchy (Teorema 18.10) in A; si ottiene

2nif(z) = SéA &dg“

1 {-z
e applicando il Teorema integrale di Cauchy (Teorema 18.9) in A, si ottiene
o, £ =2
Sommando le due espressioni, gli integrali su r si cancellano e si ottiene
9§ &dg—sg &dg =27if(2). (D18.7)
By § 2 9B, § 2

Valutiamo i due integrali. Per { € dBg(zp) si ha

1 1 _ 1 -2\
J—Z_(g—zo)(l—gj—gg) 4—20;)(5-20)’

=2
. A {710 .
convergenza della serie geometrica e il Teorema 18.15,

fQ) B @ < fz-20)"
Sé 27 gr Sé Z(g—m) d¢ (D18.8)

Br(z0) § — 2 Br(zo) ¢ — 20 44

> (56 %d&) -2
f) - 20)

=3 \JoBeo) (€

dove abbiamo tenuto conto che

< 1 su dBg(zp). Pertanto, ricordando i caratteri di

<

Se { € dB,(zp) si procede allo stesso modo tenendo conto che in questo caso si ha |§:—§8

1: pertanto
[ 1 _ 1 i(g—zo)"
{-z (Z_ZO)(l_»f‘_ZO) =20 z-20) "’

20 n=0
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da cui

- s - 2(56 &dg)(z_zo)_n_l .

=\ JoB, 20 (€ = 20)7"

3 @
————d — "
Z (é&,(m) (& = zp)m*! {] (z—-z20)

n=-1

In conclusione, combinando le (D18.6)-(D18.9) si ottiene

00

f@) = Z ( y@f(%dz)(z—m)”,

n=—o0o
che per I’arbitrarieta di z dimostra la rappresentazione in serie di Laurent di f.

b) Osserviamo preliminarmente che

0 -1
9§ (z—zo)mdzz{zs.emi_ |
3B, (20) mLsem=—1.

Infatti, posto z = zg + pe”

2
é\ (Z _ ZO)mdZ — l-pm+l f el(m+1)9d9
9B, (20) 0

da cui le tesi per la periodicita dell’esponenziale. Sia ora f(z) come nella (D18.5). Presa
una circonferenza 0B,(zg), 0 < p < r, si ha (usando ancora il Teorema 8.15)

& = 3 _ k—n—1 _ .
ézap(ro) (& —zoyt Z d"é (¢ =z0) d¢ = 2nid,.

k=—oco B,(20)

Per la (18.23) e il Teorema 18.11

56 [ 56 Yils)
a8,0) =200 Jy (& — 2oV

ovvero d, = ¢,.

Dimostrazione del Teorema 18.20 (Teorema dei residui), pag. 549

Sia f olomorfa nell’insieme aperto e semplicemente connesso A € C con I’eccezione
delle singolarita isolate zy,...,z,. Sia ¥ un cammino in A intorno a {zy, ..., z,} orientato
positivamente. Dobbiamo dimostrare che

f f(@) dz="2mi )" Resfl._,, .
Y k=1

Sia I" il sostegno di y e sia B I’interno di . Poniamo
ri=min{lz; —zjl i, j=1,...,n, i # j},
ry = min{d(z;, ) : i,1,...,n},
r = min{ry, rp}.

In tal modo, per ogni p € (0, r) le curve You() = 2 + pe', t € [0,2n] hanno le seguenti
proprieta:
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(@) 7,4 ¢ uncammino in B intorno a z;
(b) B,(z)) N B,(z;) = 0 per ogni i # j.

SiaQ =B\ (Bp(zl) U---u Bp(zj)) e f = u + iv. Per le formule di Cauchy-Riemann

ff div(u, —v)dxdy = ff(ux -v,)dxdy =0

Q Q

ff div(v,u)dxdy = ff(vx +uy)dxdy = 0.
Q Q

Quindi, per il Teorema della divergenza (Teorema 16.5),

f udy+vdx=0 e f vdy—udx =0
oQr 0Qr

ovvero, ricordando la formula esplicita (18.16) per I’integrale curvilineo,
f f@dz=) [ f@dz=0
Y k=1 Y7 i

e la tesi segue dalla definizione di residuo.

Dimostrazione del Teorema 18.21 (Lemma di Jordan), pag. 552

Sianoa € R, Ry > 0,
A={z€C: |zl >Ry, Imz > —a}

esia f : A — C continua in A tale che
lim £(2) = 0.
~ZEA
Per R > Ry, sia y una parametrizzazione regolare dell’arco di cerchio di raggio R

contenuto in A (si veda Figura 18.12 (a)). Dobbiamo dimostrare che per ogni 4 > 0
risulta

lim f(2)e® dz=0.

R—+00 Ve

Siano R > Ry e Ag := {z € A : |z] > R}. Dalle ipotesi su f segue immediatamente che

Mg = max |f(2)l > 0 per R — +oo.
ZEAR

Posto ar := arcsin(%), la curva yy € parametrizzata da
yr = Re¥ = Rcosg + iRsing, —ag <@ <ag+7.

Lungo yp risulta || = |eiRcos¢||g1Rsing| = |g=dRsing| ¢ |57 (7)] = R. Percio, utilizzando
la simmetria della funzione sin ¢ rispetto a 5 risulta

) QUR+TT ) % '
‘ f f(@)e™ dz| < Mg f e RSNeR dp = 2 My f e RSNR 4o
Vi -

agR —aR

0 z ‘
=2Mp (f e ReR do + f e WRsinep d<p) .
—QaR —QapR
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Osservando che

. ) 2 n
sing>¢p se <0 e sing>—¢ se gae[o,z],
T

0 3
<2Mp (f e RRdyp + f e RIOR dgo)
—ag 0

o~ Re 10 e~ R2¢ 5
<2Mg||- +|——
O 20|,

AR arcsin g 1 —AR )

si ottiene

‘ f f(2)e dz
Y

R

<2M e +7T e
=R A 1720 22

Poiché R arcsin % € limitato per R — +co, la quantita in parentesi ¢ limitata per R — +oo
e il lemma di Jordan ¢ dimostrato. Si noti che se ag < 0 (ovvero se a < 0) la stima
dell’integrale nell’intervallo [0, —ag] diviene superflua.
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Ultimo aggiornamento: settembre 2011

Indice

Dimostrazione del Teorema 19.2 (olomorfia della trasformata di Laplace),
PAg 558 . i i e e e e e e e e e e e e e e 87

Dimostrazione del Teorema 19.3 (antitrasformata di Laplace), pag. 559 88

Dimostrazione del Teorema 19.7 (originale di una serie di Laurent), pag.
L7 89

Dimostrazione del Teorema 19.2 (olomorfia della trasformata di Laplace),
pag. 558

Dobbiamo dimostrare che la trasformata di Laplace F(p) = L[f] di f con ascissa di
convergenza a < +oo ¢ olomorfa nel semipiano {p € C: Rep >aje

F'(p) = —f OOxe"”‘f(x)dx.
0

Fissato p, verifichiamo che

1) = w + fo " e P () dx

+oo [ o=hx _
:f ( - +1)xe"”‘f(x)dx—>0 per h —» 0 (heC).
0 X

Osserviamo preliminarmente che, poiché Re p > a, esiste § € R* tale che p’ = p—26 > a.
Non ¢ restrittivo supporre nel seguito che |i| < ¢. Infine, poniamo

Coli 1l sez#0
= z
8@ { 0 se z=0.

Ricordando che (¢* — 1)/z — 1 per z — 0, risulta g € C(C) e I(h) si riscrive come

I(h) = f " g(hx)xe™P* f(x) dx.
0

Proviamo anzitutto che, detta C una opportuna costante che specificheremo in seguito,
per ogni € > 0 esiste K > 0 tale che

+00
f g(hx)xe P f(x)dx| < Ce perogni |h| <. (D19.1)
K
Si ha
M := sup|g(2)| se |hx| <1
lg(ho)] < <l
1+ <2+ e se |hx > 1.

Percid in ogni caso

18| < M +2 + ™ < (M +2)e™ < (M + 2)e’*
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e quindi

‘ f h g(hx)xe ™" f(x)dx
K

+00
S(M+2)( sup xe-‘“) f le™P=29% £(x)| dx
K

x€(K,+00)

< Ceg,

—+00
avendo scelto C = (M + 2) f le™”* f(x)|dx e K tale che sup xe % < g Cid prova
0 x€(K,+00)

la (D19.1). D’altra parte, per ogni K > 0 esiste Ay > 0 tale che

K
‘f g(hx)xe P f(x)dx| < e. (D19.2)
0

Infatti la funzione integranda ¢ continua rispetto ad (h,x) € [-6,6] X [0, K], quindi
ragionando come nella dimostrazione del Teorema 11.9 si pud passare al limite sotto
integrale:

K K
lim fo g(hx)xe P £(x) dx = fo (}113% g(hx))xe*f’x F(x)dx=0

da cui segue la (D19.2) per definizione di limite.
Combinando la (D19.1) e la (D19.2) si conclude che per ogni £ > 0 esiste h, =
min{hy, 6} tale che |I(h)| < 2& per ogni || < h,, e il teorema ¢ dimostrato.

Dimostrazione del Teorema 19.3 (antitrasformata di Laplace), pag.
559

Sia f : [0, +00) — C, localmente integrabile in [0, +0), tale che
lf(x)] < Me*™™ sex>0. (D19.3)
Siano ag > sg e F(p) = L[f] se Re p > sy9. Dobbiamo dimostrare che

1 0-+ico . f(x) se x> 0e f & continua in x
v.p. — F(p)e’*dp = (D19.4)
21t Jgy-ico 0 sex<0.

Estendiamo f a tutto R ponendo f(x) = 0 se x < 0. Dobbiamo calcolare, fissato x # 0
tale che f ¢ continua in x,

1 [ ,
lim — f F(a + it)e' 0> dr
b—+oo 27T b

1 ’ (a+it) Y (a+it)
1 a+inx 1 —(a+it)s
= bLITm o Ib e Mlg-l;-loo (L e f(s)) dsdr.

Ragionando come nella dimostrazione del Teorema 11.9, ¢ possibile dimostrare che si
possono scambiare tra loro le operazioni di limite e di integrale. Percio

1 . 1 e r®
lim — f F(a+ e dr = lim lim — f f LTINS £ () ds dr.
-b -b JO

b—+oo 27T b—+00 M—+o0 27T
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Si ha

1t Mo
Ib,M) = - f elating f @9 £ (5) ds dt
-b 0

1 M b )
= — f f(s) f 0T drds
_ _f f( ) aG—s) lt(x s)
t(x—s)

_1f
= .,

Ponendo y = —b(x — s) si ottiene

1[G o Si
I(b,M)z_f Fle ) s gy
big b y

—bx

A=) sin(b(x — 5)) ds.

Passando al limite per M — +oo0 si ottiene
1 e lﬂ
I(b) := lim I(b, M) = _f f(x+ X) siny
Moo T Jbx b y

che ¢ ben definita per I’ipotesi di crescita su f. Passando al limite in modo formale per
b — 400 si ottiene

1 +oo‘-
f(x)—f MY 4y se x>0
7)w Ty

0 se x <0,

lim 1(b) =

—+

ovvero, ricordando 1’Esempio 18.19,

] f) se x>0
l_lﬂol(b) { 0 se x <0, (D19.5)

da cui la tesi. Per giustificare rigorosamente il limite (D19.5) si procede come nell’E-
sempio 18.19, utilizzando il Lemma di Jordan e il Teorema dei residui; omettiamo i
dettagli.

Dimostrazione del Teorema 19.7 (originale di una serie di Laurent),
pag. 571

Sia F(p) una funzione olomorfa per |p| > R con uno sviluppo in serie di Laurent del tipo

o

F(p) = Z ap* per |pl>R. (D19.6)
k=1

Dobbiamo dimostrare che la funzione

N Ck k-1
f@)= z
; (k—1)!

¢ olomorfain C e che L[Hf] = F(p).
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Posto g = %

00

1
G@) =) aqd se gl <.

k=1

si ha che G ¢ olomorfa per |g| < 1/R. Siano p > Re M = max{|G(q)| : |q| = %}. Poiché la
serie ¢ assolutamente convergente per ¢ = 1/p, si ha in particolare

lexl < Mpt.
Di conseguenza

|k1

(plz*! S (o))" :
Zm 1),<MZ e pz(; - = M,

. B . N
Cio prova che la serie 3 ;7 % converge assolutamente in C e la sua somma, f(z), € una
funzione olomorfa. Inoltre, poiché |f(x)| < MpeP* per x > 0, H(x)f(x) & originale per la
trasformata di Laplace. Infine, per Re p sufficientemente grande,

—+00 . +00 o Ckxk_l .
fo f(x)epdxzfo (;(k_l)!ep)dx
_ R Ci +00 . sl 1
_;(k—l)!(j(; g epdx) Qi = TP

k=1

(lo scambio tra serie e integrale improprio pud essere giustificato rigorosamente, ma
omettiamo i dettagli).
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