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1 Gl Esercizi

1.1 Numeri Complessi e Funzioni Olomorfe
1.1.1

Esprimere i seguenti numeri complessi in forma cartesiana:
(1+4)% (2+34)?

1.1.2
Calcolare /—1.

1.1.3

Calcolare le radici seste dell’unita.

1.14
40
2
Calcolare <§ (1+ 2))
1.1.5

Determinare le soluzioni delle equazioni z"*! = 2771 2.

1.1.6

Determinare I'insieme dei punti del piano complesso definiti dalle relazioni:

. +i +i
|z —3i] < 2; Re> Z_:O; m?> Z,:O;
z—i z—1i

lz—=1|+|z+1=4; ||z—1]—|z2+1]|=4; 7/6<arg(z—1i)<n/4
|z| — Re(z) = 3; |z| < argz + m; Rez < Imz.

1.1.7

Stabilire il comportamento delle successioni

" (=)™ n’+in

Y

n n+1 nZ4+1
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1.1.8

Verificare che le seguenti funzioni non soddisfano la condizione di Cauchy-
Riemann:

f(2)=7% f(z)=S(2); f(z)=R(z).
1.1.9
Verificare se le seguenti funzioni soddisfano la condizione di Cauchy-Riemann:
f(z)=22+1iz; g(2) =22+52; h(z) =e +¢é.
1.1.10

Sia A C C un campo connesso e sia f olomorfa in A. Dimostrare che se f
assume solo valori reali allora f & costante.

1.1.11

Sia A C C un campo connesso e sia f olomorfa in A. Dimostrare che se f
ha modulo costante in A allora f e costante.

1.1.12

Dimostrare che se f(z) € H(A), con A C C aperto connesso, e f'(z) = 0
identicamente in A allora f(z) ¢ costante.

1.1.13

Dimostrare che f(z) = |z?| non & olomorfa in C.

1.1.14

Dimostrare che se f(z) € H(C) allora f(z) € H(C).

1.2 Campo di olomorfia e integrali curvilinei

1.2.1

Dimostrare che ]
§\ey —e Y| <|sinz| < §\ey +e™Y

1.2.2

Determinare | sin z|%.
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1.2.3

Determinare insieme di definizione, insieme di continuita e campo di olomor-
fia delle seguenti funzioni:
sin(z) + 1 1 . r 1 ‘ 1
i+32 7 cosh(z)+e*’ 1+e* e +cosz’ e —e

1.2.4

Determinare tutti i valori di

2Log (1 —4); Log (V/3+1); Log (41); Log (4 — 4i); Log (5).

1.2.5

Determinare tutti i possibili valori che la potenza (—1)~* pud assumere al
variare della determinazione dell’argomento.

1.2.6

Determinare il valore di arctan(2 — ).

1.2.7

Determinare il campo di olomorfia delle seguenti funzioni:

1422
log 2*; V22 —4; iV4— 22 log( i ZZ);

1 — 2z

5 _ —
log <—Z>, V14222 \3/1+Z—Z.; log(—1 4 V14 2z3)
2+ 2 z+1

dove si e scelta la determinazione principale del logaritmo e della radice.

1.2.8

Calcolare, applicando la definizione,

/ zdz
+v

dove v e la circonferenza di centro l'origine e raggio 2, percorsa nel verso
antiorario.
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1.2.9

Calcolare

/ idz
+’yZ

dove 7y ¢ costituita dalla semicirconferenza |z| = 1 con Imz > 0 e dal segmento
dell’asse x compreso tra —1 e 1, percorsa in verso antiorario.

1.2.10

Calcolare

/ﬂ(z —2)%dz

dove v ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0,1) percorso nel verso antio-
rario.

1.3 Teoremi di Cauchy
1.3.1

Calcolare, con i teoremi integrali di Cauchy, i seguenti integrali:

/+ap Z_GT/Q dz, dove D ={zeC: |Re(2)| <3;|Im(2)] <3}

cos(z)
/+8D 2(22 +8) dz, dove D ={z€C: [Re(z)| <2 [Im(z)] <2}

/3D2211dz7 dove D={ze€C:|z| <2}
+

Il verso positivo di percorrenza ¢ quello antiorario.

1.3.2
Sia D = {z € C: |z|] < 2}. Calcolare

h
/ Ccos 4(,2) D
+oD  *

Il verso positivo di percorrenza ¢ quello antiorario.
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1.3.3
Sia f una funzione olomorfa in un aperto connesso A, tale che
F =1 < 1.

Dimostrare che Re(f) ha segno costante in A.

1.3.4

Calcolare, con i teoremi integrali di Cauchy, i seguenti integrali:

2

eZ
——dz, dove Dz —1=3/2;
| v lz—1 =3/

sin(m z)
/—Pymdz, dove 7’2—1’:17

z

e —e’”
/ ———dz, dove v:|z|=1;
+

ez
d d : 1| = 3.
AW EESEEE z, dove ~v: |z+1|

Il verso positivo di percorrenza ¢ quello antiorario.

1.3.5

Calcolare i seguenti integrali

/ o8 2 dz, n=0,1,2, ...
+

"/Z_ ™

dove ~ ¢ la circonferenza di centro l'origine e raggio 8, percorsa nel verso
antiorario.

1.3.6

Calcolare
/ 2241
—dz
4y 2(2 —8)

dove 7y ¢ la ciconferenza, percorsa nel verso antiorario, di centro (3,0) e raggio



Fravia LANZARA 13

1.3.7

Calcolare

2241
L e=em®

dove 7y ¢ la circonferenza |z| = 3, percorsa nel verso antiorario.

1.3.8

Dati A, B,C € C, calcolare i seguenti integrali:

dz, n=20,1,2..

Z?’l

/ A+ Bz+ C2?
+

dove v ¢ la circonferenza |z| = p > 0, percorsa nel verso antiorario.

1.4 Integrali
1.4.1

Calcolare il seguente integrale:

+oo
/ exp(—az?) cos(br)dz, a > 0, b > 0.

o0

Suggerimento: Integrare la funzione exp(—az?) lungo la frontiera del rettan-

golo

b
D={zeC: —R < Re(z) <R, OSIm(z)S%}.

1.4.2

Per £ € R, calcolare

400 ] 5
F() = / e 2T o

—00

Suggerimento: Integrare la funzione exp(—2z?) lungo la frontiera del rettan-
golo di vertici —R, R, R+ &, —R +i&.

1.4.3

Calcolare i seguenti integrali:

+o0
L(a) = / e 0522 cog(22 sin(2a) ) da;
0
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+0o0
L(a) = / e %29 gin (22 sin(2a) )dz, 0 < a < /4.
0

. . _ 2 . .
Suggerimento: Integrare la funzione e *" lungo il contorno di un settore
circolare di ampiezza « e centro 0, situato nel primo quadrante.

1.4.4

Determinare tutte le funzioni g(x) tali che u(z,y) = g(z)e¥ ¢ la parte reale
di una funzione f(z) olomorfa in C. In corrispondenza di una scelta di g(x),
determinare f(z) olomorfa in C tale che Ref = u.

1.4.5

Sia u(z,y) = e*(2sin® z—1). Verificare che u ¢ armonica in R? e determinare
una funzione v armonica coniugata di w.

1.4.6

Determinare per quali valori del parametro a € R la funzione
u(x,y) = cosx (e +e7Y)

e la parte reale di una funzione olomorfa f(z). Trovare tali funzioni f.

1.4.7

Determinare per quali valori del parametro a € R la funzione
u(x,y) = e cosy siny

e la parte reale di una funzione olomorfa f(z). Trovare tali funzioni f.

1.4.8

Determinare per quali valori del parametro a € R la funzione
u(z,y) = az® +y*

¢ la parte reale di una funzione olomorfa f(z). Determinare tali funzioni.
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1.4.9

Calcolare 'integrale

/(625 +72%) dz

gl
con 7 una curva regolare del piano complesso di punto iniziale 1 4 ¢ e punto
finale 2 — 1.

1.5 Serie
1.5.1

Studiare il comportamento delle seguenti serie di potenze nella chiusura del
loro campo di convergenza:

+oo “+o0o I{:' 2 +00 k
2) %; b) (212 2 o 2 (Ijj 13>2k;
k=0 k=0 k=0
N +o0 3\/E2k‘ ; 400 (_1)k22k22k‘ 0 oo sz
k=1 ko k=1 2k 7 k=1 a
400 +00 +oo
k -2 'Zk . 2
0 Z%? b ST (=24 1) Y a 0<a<t
k=3 k=1 k=0

1.5.2

Studiare il comportamento delle seguenti serie di potenze nella chiusura del
loro campo di convergenza:

- w ok [k +1)(22 44))F
a) ;0 {1 — cos [2(k—+1)} }Z k b) £ Lh+2 ’
+oo (__1>kz2k‘ o0 (__1)kz4k
) kz_; ko log (k) 9) 23kt z S R.

1.5.3

Determinare I'insieme di convergenza e la somma delle seguenti serie:

S Y )

k=0 k=0




16 Esercizi di Analisi Complessa con Soluzioni

1.54
Sia
+o00o
fz) = k(k+1)2"
k=2

Determinare il campo di olomorfia di f. Determinare f(i/2).

1.5.5

Dimostrare che la serie geometrica
o0
>
k=0
converge a — per ogni z € B = {z : |z| < 1}; converge uniformemente in
D, = {z:|z|] <r < 1} ma non converge uniformemente in B.
1.5.6

Prevedere i valori dei raggi di convergenza dello sviluppo in serie di Taylor
di f di centro zy, nei seguenti casi:

i) f(z)zliz,zoz?); i1) f(z):ﬁ,zo 0;
i11) f(z)z%, 20 = 1; iv) f(z):m, 2o = 0;
2243 . z
v) f(z) = , 20 = 3 vi) f(2)2m7 zp = 0;

z+1

22

vit)  f(z) = CEDEEDR

Trovare effettivamente gli sviluppi in serie e confermare le previsioni fatte.

ZOZO.

1.5.7

Scrivere lo sviluppo in serie di Taylor di f(z) = e* cosz intorno al punto
20 = 0.

1.5.8

Determinare lo sviluppo in serie di Taylor di f(z) = logz (determinazione
principale) in un intorno del punto z = —3 4 ¢. Determinare il raggio di
convergenza della serie cosi ottenuta.
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1.5.9

Determinare lo sviluppo in serie di Taylor di f(z) = vz + 1 (determina-
zione principale) in un intorno del punto z = 0. Determinare il raggio di
convergenza della serie.

1.5.10

Determinare il campo di olomorfia della funzione f(z) = log 1= (determina-

zione principale). Svilupparef(z) in serie di Taylor di centro 0. Determinare
il raggio di convergenza della serie cosi ottenuta.

1.6 Singolarita isolate

1.6.1

Sviluppare in serie di Laurent di punto iniziale zy = 0 la funzione

1
f(Z)Zm

in{zeC:lz]<2}ein {z€C: |z >2}.

1.6.2

Scrivere lo sviluppo in serie di Laurent della funzione

f(2) = —

2z — 22

a) intorno al punto zp = 0
b) intorno al punto zy = 2.
1.6.3
Sia
f(z) = exp(exp(2)).
Determinare il modulo di f e determinare per quali z tale modulo vale 1.
1.6.4

Scrivere lo sviluppo in serie di Laurent della funzione

f(z)zsin( © )

z+1

intorno al punto zy5 = —1. Che tipo di singolarita e il punto zp = —17
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1.6.5
Scrivere lo sviluppo in serie di Laurent della funzione

4+ z

A

a) nell'insieme 0 < |z| < 3;
b) nell'insieme 3 < |z| < 0.

1.6.6

(Classificare l'origine come singolarita, sia calcolando lo sviluppo di Laurent,
sia utilizzando la via piu breve, nei seguenti casi:

sin(z*) | 1 —exp(—2) | exp(—1/2?) | Fsin (1)

z z z z

1.6.7

Determinare e classificare le singolarita delle seguenti funzioni:

exp(z) —1 1 exp( 1 ) z

2 e 22) 7 sin(2)
1 1 1—
cos (—) , zZsin (—) , tanh(z), ﬂ
z 2 exp(2iz) — 1

1.6.8

Se f(z) e g(z) hanno entrambe un polo per z = zy, segue, in generale, che
f(2)g(z) ha un polo nel punto z = z,? Cosa si puo dire della funzione

f(2)/9(2)?
1.6.9
Se f(z) e g(z) hanno entrambe una singolarita essenziale per z = zj, segue,
in generale, che f(z)g(z) ha una singolarita essenziale in z = 2,7
1.6.10
Sia
d(w) = inf |exp(1/z) — w|.

0<|z|<1

Dimostrare che d(w) & olomorfa in C.
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1.6.11

Siano f(z) e g(z) due funzioni intere, non identicamente nulle, tali che
1f(2)] <lg(2)], VzeC.

Cosa si puo dire della funzione f(z)/g(2)?

1.7 Singolarita isolate 2
1.7.1

Siano f(z) e g(z) olomorfe in A e sia zy € A, con g(z) # 0. Dimostrare che la

funzione razionale ha in zy un polo oppure una singolarita eliminabile.

9(2)

1.7.2

Dimostrare che se f(z) ha in z = z, un polo, allora la funzione e/(*) ha in 2
una singolarita essenziale.

1.7.3

Studiare il tipo di singolarita delle seguenti funzioni e, nel caso di singolarita
isolate, calcolarne i residui:

z)f(z):%; “)f()_%zj;
B e ) oy = &1

iii) f(z) G2 —ip ) f(2) o

1 : e

v) f(2) = zsin(2) vi) () = 1+ e? aek;

3 _ cos(mz) B (108;(2))4,

vii) f(z) = G viii) f(z) = T+ 22 °

i) f(2) = — — x) f(2) = cotg(z) — —;

sin gm) 1

xi) f(z):z(ez—l)’ wii) f(2) = z cos <z—|—1>
2 ol/(z=1)

wiid) f(2) = ——— zw) f(2) = ——
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1.7.4

Calcolare, con il metodo dei residui, i seguenti integrali:

d
a) /—Z, dove v: |z] =2;
+

L 22 =1
) 2
b / dz, dove szl = 3;
BN EE ) Tl
1)
c) / smz+ dz dove v: |z] =3;
w2
d) / dCht dz dove ~: |z] =3;
ﬂsm z+1
22
e) / ——————dz, dove «v: |z|=2;
4y B+ 2)(2+1)
d d : = 2;
R z_:m 2, dove 7:|d =2,
9) /e , dove y: |z—2i]=2;
+y

h d : =2;
>/ﬂsmh22, ove 7: |2 =2

/tg dz, dove ~v: |z]=2.
+y

1.7.5

Calcolare i seguenti integrali:

exp(z)
/ - dz
+0Q

al variare di k € Z, essendo Q = {z € C : |z] < 2};

[&-BQ %dz

al variare di k € Z, essendo Q) = {z € C: |R(2)| < 4; |S(z)| < 4}.

1.8 Teorema dei Residui

1.8.1

Studiare che tipo di singolarita e il punto z = oo nei seguenti casi
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z 1 1 9 172
a) T b) 1—;+§,c) 22el/z,
1 28 1
d .
) 22+ 1 2 (22+1)(22 —4) /) sinl/z
1.8.2
Calcolare

/ 3z +1
—dz,
by 2(z —1)3
con 7 : |z| = 2 orientata nel verso antiorario,
a) applicando il teorema dei residui in domini limitati ;
b) applicando il teorema dei residui in domini illimitati.

1.8.3

Calcolare

3
/ 42 dz?
4y 2t

con 7 : |z| = 1 orientata nel verso antiorario,
a) applicando il teorema dei residui in domini limitati ;
b) applicando il teorema dei residui in domini illimitati.

1.8.4

Calcolare

1/(z—1)
/ ° dz,

con 7 : |z| = 4 orientata nel verso antiorario,
a) applicando il teorema dei residui in domini limitati ;
b) applicando il teorema dei residui in domini illimitati.

1.8.5

Calcolare il seguente integrale:

/+°° cos(azx) — cos(bx)

e dr; a,b>0.
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1.8.6

Calcolare il seguente integrale:

/+oo dl‘
e (2 1)
1.8.7

Calcolare il seguente integrale:

+00 2
X
dz.
/0 (22 +9)(z* + 4)*

1.8.8

Calcolare il seguente integrale:

+o0o 2
/ f dx.
0 xTr* + 1

1.8.9

Calcolare il seguente integrale:
/+oo dx
oo TPH T+ 1
1.9 Ancora Integrali

1.9.1

Calcolare il seguente integrale:

/2# de
o 4cosf+5

1.9.2

Calcolare il seguente integrale:

/27r de
o (cosf+2)%
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1.9.3

Calcolare il seguente integrale:

+oo  2ix
e
dz.
[ i

1.94

Calcolare il seguente integrale:

—+oco
CcosST
dz.
/_oo 22+ 1

1.9.5

Calcolare il seguente integrale:

teo -2 .
/OO mSlﬂ(?l’)dl’.

1.9.6

Calcolare il seguente integrale

+00 (142
/ sin (mc)dm

o 241

1.9.7

Calcolare il seguente integrale

/0 1 _:T__x)g dr, —1< a <1 (Trasformata di Mellin)

1.9.8

Calcolare il seguente integrale

o a—1
/ (13_;{_ 2)2 dr, 0< a <4 (Trasformata di Mellin)
0 X
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1.9.9

Calcolare il seguente integrale

/°° 2 logx
——dx
0 1"‘1'2

. S 2?2 Logz .
(Suggerimento: Si consideri f(z) = {2 ¢siassuma la determinazione
z
del logaritmo e della radice tale che 0 < Argz < 27. Si integri come nella

trasformata di Mellin......

1.9.10

Calcolare il seguente integrale

> ]
/ o8 dz, a>0.
0

a2 +x2

1.9.11

Determinare il numero di radici dell’equazione 27 + 525 — 325 + 1122 +1 =0
in{zeC:|z] <1}

1.9.12

Fissato n € N, determinare il numero di radici dell’equazione e* + 32" = 0
in{zeC:|z] <1}

1.9.13

Sia f olomorfa in un aperto A contenente D = {z € C : |z| < 1} e sia
|f(2)] <1, Vz:|z| = 1. Determinare il numero di radici dell’equazione

f(z)+82-2=0

inD—0D.
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1.10 Prodotti infiniti
1.10.1

Dire se i seguenti prodotti infiniti convergono assolutamente:

= 1 = 1 d k
(- 2) (- ) f-22),
=1 =1
et sin b\ 1 k3 —1
H( )’g(1+klogk>;gk3+l

1.10.2

Dire se i seguenti prodotti infiniti convergono assolutamente e, in caso affer-
mativo, calcolarne il prodotto:

ﬁ L2 _ ﬁ(1+k—1)2_ ﬁ K42k
e k(k+1))" &5 1426707 L0k +3k+2
k% —4 B4+k—-2 15 (141)
LRz H kot k2 Hk 1—z)

1.10.3

Discutere in quali insiemi di C i seguenti prodotti infiniti convergono assolu-
tamente

k——l k=1 k
1-1004

Dimostrare che, se |z| < 1, il prodotto infinito

[e.9]

[T+

k=0

converge assolutamente. Dimostrare che il prodotto e

—Z
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1.10.5

Dimostrare che il prodotto infinito

()

converge assolutamente in tutto il piano complesso. Determinare il prodotto

f(2).
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2 Le Soluzioni

2.1 Numeri Complessi e Funzioni Olomorfe

2.1.1

Esprimere i seguenti numeri complessi in forma cartesiana: (1 +1)%, (2 +
31)3.

Soluzione.

i) Posto z = 1+i = p(cos@+isinh),sihap=|z| = V2el = argz = 7/4.
Quindi |28] = |2® = (V2)® = 16 e Arg 2® = T-8+2km = 2m(k+1). Siottiene

(1+44)® = 16(cos(2m) + i sin(27)) = 16.
ii) Da un calcolo diretto si trova (2 + 3i)® = —46 + 9.

2.1.2
Calcolare v/—1.

Soluzione. Dalla rappresentazione trigonometrica
—1 = cos(m + 2k7) + isin(w + 2k7), k€Z

si trovano le seguenti radici quarte di —1:

2k 2k
V=T = {eos(T ) +isin(T20), k= 0,1,2,3)

- {?(1 +1), 72(1 — 1), \/75(—1 +1), —?(1 +i)}

2.1.3

Calcolare le radici seste dell'unita.
Soluzione. Dalla rappresentazione trigonometrica

1 = cos(2km) 4+ isin(2km), ke€Z

si trovano le seguenti radici seste di 1:

| % 2%
V1 = {cos(%) n isin(%), k=0,1,2,3,4,5}
1 V3 1 3 1 V301 3
PR A I SNPGRS SRR C AN SAC A
2 T Ty 2 T Ty
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2.14
40
2
Calcolare (g (1+ z))

Soluzione. Il numero complesso z =
zione trigonometrica

S

2

5 (1 + 1) ammette la rappresenta-

7T+, . T
Z = Cos — +isin —.
4 4

Quindi, per la formula di De Moivre,

240 = (COS(40%) + isin(40%)) = 1.

2.1.5

Determinare le soluzioni delle equazioni 2" =21z n=1,2,....

Soluzione. z = 0 e soluzione dell’equazione. Sia z # 0. Moltiplican-
do entrambi i termini dell’equazione per z si trova z"t2 = 2771 |z|?. Dalla
rappresentazione trigonometrica di z = p(cosf + i sin ) si trova che

pn+2 _ p22n71 p= 2"771’
- 2km
cos((n+2)f) —isin((n+2)0) =1— 0 = +2,k=0,...,n+ L.
n

2.1.6

Determinare I'insieme dei punti del piano complesso definiti dalle relazioni:

i) |2 — 3] < 2; i) Re- ! —p; i) Tm ™" — o,

zZ—1 zZ—1

iv) [z—=1|+|z+1=4; v)|lz—1—|z+1||=4; vi)n/6<arg(z—1i)<m7/4

vii) |z| — Re(z) = 3; viii) |z| < argz + 7; ix) Rez < Imz.
Soluzione.
i) {zeC:|z-3i| <2} ={(z,y) e R?: /22 + (y — 3)2 < 4} ¢ il campo
circolare di centro (0, 3) e raggio 2.

ii) Si ha
z+i 2+ yr-1 2

R i LR (e § 2
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L’insieme richiesto e

z4+1
zZ—1

{z€eC—{i} :Re 0} = {(z,y) € R* —(0,1) : 2* + 9> = 1}

che corrisponde al cerchio di centro l'origine e raggio 1, privato del punto
(0,1).
iii) Dall’ esercizio ii) segue che

{zEC—{i}:ImZ—i_Z::0:{(9:,y)€R2—(0,1)::E:0}

Z—1

cioe l'asse delle y privato del punto (0, 1).

iv) I punti z € C che soddisfano 1" equazione ||z 4+ ¢| + |z — ¢|| = 2a con
a,c € Rea>c>0, costituiscono i punti di un’ellisse con i fuochi nei punti
(—c,0) e (¢,0), di semiasse maggiore a. Con le opportune manipolazioni si
ottiene ’equazione

Quindi

) A 2,$2 y2_
{ZGC'|Z_1|+|Z+1|_4}—{($,Q)GR .Z+§—1}.

v) I punti z € C tali che ||z —¢| — |z +¢||=2acona,ceRec>a>0
costituiscono i punti di un’iperbole di equazione

22'2 y2

a? c2 — g2

In questo esempio perd ¢ = 1 < 2 = a. Dimostriamo che 'insieme ¢ vuoto.
Dalla disuguaglianza

<] = |wl| < |¢ —w|
si ottiene
]z =1 —|z+1||<|]z—1—-(24+1)|=2< 4

Quindi
{zeC:l|lz=1]—|z4+1|| =4} =0.

vi) Siha z —i =2+ i(y — 1). Quindi

-1
T

x = |z—i|cosarg(z—i); y—1=|z—i|sinarg(z—i) — tanarg(z—i) =
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Dato che la tangente & monotona, crescente e invertibile nell'intervallo (—7 /2, 7/2)
si ottiene

—1 1 -1
<74 —= — <4

V3 x

< 1.

/6 < arg(z—i) < m/4 <= m/6 < arctan Y

Quindi 'insieme cercato e

X

V3

T

V3

{(z,y) € R?: 2 >0, <y—l<a}u{(z,y) ER*:z<0,x<y-1<

1.

vii) Posto z = x + iy si ha

1
|z2]| —Re(2) =3 <= Va2 + 2 =3+1 <= xzé(y2+2y—9)

che rappresenta un parabola con asse parallelo all’asse x, vertice in (—5/3, —1),
che incontra 'asse y nei punti —1 4 1/10.

viii) Se z = p(cosf +isinf), 6 € (—m, ], si ha
|z| <argz+7m <= p<O+m.

Studiamo l'equazione p = 6 + w. Al variare di § € (—m,m), p cresce da 0
a 27 descrivendo una spirale che interseca 1'asse = nei punti (7,0) e (2m,0)
e interseca l'asse y nei punti (0,7/2) e (0,37/2) (vedi figura 1). L’insieme
cercato e la parte di piano interna alla spirale.

_

Figura 1: Graficodi p=n+6, 0 € (—m,7].

ix) Se z = x + iy, I'insieme cercato &

Rez < Imz <= z <uy.
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2.1.7

Stabilire il comportamento delle successioni

" (=)™ n’+in

I

n n+i n241

. . e N . .
Soluzione. La successione {*-} ¢ infinitesima dato che

o 1
lim |—| = lim — = 0.
n—oo | N n—oo 1
(=1)"n n’ (="
R = (=" = (=" —
en—l—z ( )n2—|—1 (=1) n?+1

che non ammette limite, mentre

) n_ =D 0.
n+i n?+1

n’+in
2+1

La successione { } converge a zp = 1. Infatti

n?+in 1 n 1 1/2
li — 1|l =1L ) =1 —_ =0
nl—{go nZ+1 ‘ n—{{olo n2+1+2n2+1‘ n1—>r{010(n2+1)
2.1.8

Verificare che le seguenti funzioni non soddisfano la condizione di Cauchy-
Riemann:

Soluzione.
fR)=z=z—-1y — fotif,=1+i(—i)=2#0
f(z)=%(z> y — fotif,=i#0
f()=R(z) =2 — fotif,=1%#0.
2.1.9

Verificare se le seguenti funzioni soddisfano la condizione di Cauchy-Riemann:
f(z)=22+1iz; g(2) =22+52; h(z) =e +¢°.
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Soluzione. Nessuna delle tre funzioni soddisfa la condizione di Cauchy-
Riemann. Infatti

fla,y) = (x+iy)’ +ile —iy) — fo+if, =25

g(z,y) = (v —iy)® + 5(x — iy) — g» +ig, = 10 + 4z — 4iy;
h(z,y) = 2e" cosy — h, + ih, = 2¢*

2.1.10

Sia A C C un campo connesso e sia f olomorfa in A. Dimostrare che se f
assume solo valori reali allora f & costante.

Soluzione. Se f(z) = u(z,y) € H(A) allora il sistema di Cauchy-
Riemann diventa

u,=u, =0 in A — wu(x,y) = costante.

2.1.11

Sia A C C un campo connesso e sia f olomorfa in A. Dimostrare che se f
ha modulo costante in A allora f e costante.

Soluzione. Sia f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y). Se |f| = 0 ¢ banale. Sia
|fI? =u?+v*=m > 0. Si ottiene:

Uty +vv, =0; uwuy+vv, =0
cioe, per il sistema di Cauchy-Riemann,
Uty —VUy =0; uuy +vu, =0.

Dato che u? +v? = m > 0, le due equazioni sono tra loro compatibili se e
solo se u, = u, = 0 da cui segue v, = v, = 0. Essendo A connesso ne segue
che u e v sono costanti.

2.1.12

Dimostrare che se f(z) € H(A), con A C C aperto connesso, e f'(z) = 0
identicamente in A allora f(z) ¢ costante.

Soluzione. Dato che f'(z) = f.(2) = u.(2) + iv,(2) = 0 si ha u,(z) =
vz(z) = 0. Dal sistema di Cauchy-Riemann si ha anche u,(z) = v,(z) = 0.
Poiche le funzioni reali u e v sono entrambi costanti e quindi anche f = u+v
e costante.
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2.1.13

Dimostrare che f(z) = |2*| non ¢ olomorfa in C.
Soluzione. Si ha f(x,y) = 2*> + y?. Non ¢ verificata la condizione di
Cauchy-Riemann poiche

fo=2x, f,=2y; fo+ify=2=0 <+ 2z=0.

2.1.14

Dimostrare che se f(z) € H(C) allora f(z) € H(C).
Soluzione. Se f(z) = u(z,y) + iv(z,y) allora
fZ) =ulz,y)+iv(z,y);  f(2) = ulz, —y) —iv(z, —y) = Ulz,y) + 1V (z,y).
U(xz,y) e V(x,y) sono differenziabili in C perche lo sono u(z,y) e v(z,y).
Inoltre, per 'olomorfia di f(z),
Us(,y) = a2, —y) = vy(2, —y) = V(z, y);

Uy(z,y) = —uy(z, —y) = vo(x, —y) = =Va(z,y)
cioe U e V soddisfano il sistema di Cauchy-Riemann.

2.2 Campi di olomorfia e integrali curvilinei
2.2.1

Dimostrare che .
§|ey —e Y <|sinz| < §|ey +e7Y|

Soluzione. Combinando la definizione
eiz _ e—iz
sing = ————

21

e la disuguaglianza triangolare
lw| = ¢l < Jw = ¢ < w+[¢] ¥V w,eC
si trova
D[l = e || < [sin ] < = 1] + e
2 - 2

Dato che |e”*| = e e |[e”¥| = e¥ si ha la disuguaglianza cercata.
Quindi

elvl
|sinz|~7 per y — +00

cioe sin z ¢ illimitato in C.
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2.2.2

Determinare | sin z|%.

Soluzione. Dalla definizione
eiz _ e—z’z
sinz = -
21

e da

e” =¢%e ¥ =eY(cosz +isinx); e ¥ =e e =eY(cosx —isinx)

si trova
: eV—e! eV 4eV | . :
sinz = cosx ———— +isinx ———— = sinx cosh y + i cos x sinh y
21 21
Quindi

|sin z|? = sin? z cosh? y + cos? zsinh® y = sin® z + sinh? y.

Questa formula implica che

sinz =0 <= sinx =0;sinhy =0 < y=0,x =kn,k€Z < z=kmn,k € Z.

2.2.3

Determinare insieme di definizione, insieme di continuita e campo di olomor-

fia delle seguenti funzioni:

sinz+1_ 1 1 1

1

i+32 " coshz+4+e*" 14e* e*+cosz’ e —e

Soluzione. Detti I4.f I'insieme di definizione, /..,; I'insieme di continuita

e O il campo di olomorfia di f, risulta:

:z:—log(\/§)+i(g+kw),k€Z}
2= i(2k+ 1), k € Z}

z:(g+k:7r)—|—ilog\/§, keZ}

f(z)zsjl_i—;; Lieg = Ieos = O = C — {2z = —i/3}
f(z):mi Lgep = Leot = 0 =C —{z
f(z)zl_:ez : Laey = Leoy = 0 =C —{z
f(z):mi Tieg = Ieoms = O = C — {z:
f(z) = 1_ : Laep = Teons =0 =C—{z

cz=2kmi, k € Z}
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224

Determinare tutti i valori di

2Log (1 —i); Log (V3 +i); Log (4i); Log (4 — 4i); Log 5.

Soluzione.
o z=1—i=|z| =2 Argz = -5 +2km, k€Z; argz=—7.
Quindi

2 Log (1 —1i) = 2(log \/§+i(—%+2kw)) — 10g2+i(—g+4lm) k€ Z;

2 log(1 —i) =log2 — zg determinazione principale.
Calcolando, invece

=12 =-2i=|z| =2, Argz’= —g+2k‘ﬂ'7 kelZ, argz= —g

si trova
s
Log (1 —i)* = log2 + i(—§ +2km), k€ Z;

log(1 —4)? =1log2 — zg determinazione principale.

o 2=\3+i=|z|=2; Argz =5 +2km, k€Z; argz=g.
Quindi

Log (V3 +1i) = Log z = log || 4+ iArg z = log 2 + z(% + 2km), k€Z;

log(vV3+4 1) =log z = log 2 + z% determinazione principale.

o x=4i= 2| =4 Argz=75 +2km, kecZ; argz=7.
Quindi
T

Log(4i)=log4—|—i<2

+2k77>, ke

log(4i) = log4 + zg determinazione principale.
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o 2 =4 —4i=|z| =4V2; Argz =7 +2kn, ke€Z; argz=—7.
Quindi

Log (4 — 47) = log(4v/2) + i (—% + 2l<:7r> ke

log(4 — 4i) = log(4v/2) — z% determinazione principale.

e z=5=|2|=5;, Argz=2kw, k€Z;, argz=0.

Quindi
Logh =logh + 12km, k€ Z;

Log 5 = log 5 determinazione principale.

2.2.5

Determinare tutti i possibili valori che la potenza (—1)~% puo assumere al
variare della determinazione dell’argomento.

Soluzione. Per definizione si ha
(_1>71 — efiLog(fl).
Dato che
Log (—1) =log 1 + iArg (—1) = i(m + 2kn), keZ

si ottiene

(_1>7i _ e(ﬂ'+2kﬂ‘) ke,

Y

La determinazione principale della potenza si ottiene scegliendo la determi-
nazione principale del logaritmo. Quindi

log(—1) =darg(—1) =ir = (—1) " =¢" determinazione principale.
2.2.6
Determinare il valore di arctan(2 — ).

Soluzione. Le funzioni inverse della funzione tan z sono le seguenti:

1 1+4
Arctan z = —Log + Z,Z,
21 1—1z

z # *+i.
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Si assume come principale, e si indica con arctan z, quella che corrisponde
alla determinazione principale del logaritmo cioe

1 141z
arctan z = % log
i

—, z # +i.
1—1z

Quindi
1. 14i(2—1)

: 1 :
arctan(2 — i) = % log == =3 log(—1 +1).

Dato che log(—1 + i) = log v2 + i37 si trova

1
(log\/§+i§7r) _om ilog V2.

tan(2 — i) = —
arctan(2 — 1) 5 1 3

2.2.7

Determinare il campo di olomorfia delle seguenti funzioni:

1+ 2
log 2*; V22— 4 V4 — 22 log< + 12);

1— 2z

5 _ | —
log (—Z>, V14222 f/l—l—z—z,; log(—1+ V1 + 23)
2+ 2z z4+1

dove si e scelta la determinazione principale del logaritmo e della radice.

Soluzione. Detti I4.; I'insieme di definizione, ., I'insieme di continuita
e O il campo di olomorfia di f, risulta:

o f(2)=logz*:
lieg =C—{2=0}; ILow =0 =C—{z:[Re(z)| = [Im(2)[}
o f(z)=V22—-4:
laey = C; Ieot = C—{{z : Re(2) = 0}U{z : Im(z) = 0, [Re(2)| < 2}};
O=C—{{z:Re(z) =0} U{z:Im(2) = 0,|Re(z)| < 2}};
o f(z)=iVvd—22:
laef = C; Ieot = C— {2z : Im(2) = 0, |[Re(z)| > 2};

O =C—{z:Im(z) =0;|Re(2)| > 2}.
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e f(z)=log (%) :

Ly =C—{z= i%}é Lo =0 =C —{z:Re(z) =0,|Im(z)| > =}

DN | —

e f(z) =log (gjrj) :

lieg =C—{2=%2}; Ions =0 =C—{z:Im(2) =0,|Re(2)| > 2}

o f(2)=+V1+222:

Lief =C; Iony = C—{z:Re(z) =0, |Im(z2)| > %},
1
O =C—{z:Re(z) =0, |Im(2)| > E}

o« f2) =1+
Lieg = C—{z=—i}; Low =C —{z:Re(z) = 0,—1 < Im(z) < 0};
O =C—{z:Re(z) =0,—1 < Im(2) < 0}
o f(2) =log(—1+V1+23):

Studiamo inizialmente la funzione g(w) = log(—1 + /w). Si ha per la
g(w):

licg =C—{w=1}; Ileon =0 =C—{w:Im(w) =0, Re(w) < 0}.

Quindi per la funzione log(—1 + /1 + z3) si ottiene:

Ly =C—{2=0}; Lo =0=C—{z:Im(1+2%) =0, Re(1+2%) <0} =
=C —{{z:Re(2) <0,Im(z) = 0} U {2z : Re(2) > 0,V3Re(2) = |Im(2)|}}

2.2.8

Calcolare, applicando la definizione,

/ zZdz
+v

dove v e la circonferenza di centro l'origine e raggio 2, percorsa nel verso
antiorario.
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Soluzione. Usando la definizione di integrale curvilineo complesso si ha

i f(z)dz:/ f(z(t)) 2'(t) dt, +y={z=2(t), a <t < b}

In questo caso f(z) = ze +y = {z = 2¢€", 0 <t < 2r}. Applicando la
definizione si ottiene 8ms.

2.2.9

Calcolare

/ idz
+’yz

dove +7v ¢ costituita dalla semicirconferenza |z| = 1 con Imz > 0 e dal
segmento dell’asse x compreso tra —1 e 1, percorsa in verso antiorario.

Soluzione. Sia +v = v, Uy, dove

n={z=¢e" 0<t<n} semicirconferenza
vo={z=t, —-1<t<1} segmento (—1,0) — (1,0).
Si ha
™ 3mi 1 2
/ idz_z'/ eIt it = ° =5
m Z 0 3 3
1
/ Zd» :/ dt = 2
v # -1
Quindi
4
/ idz—/ idz+/ Cdr ==
+v z 71 z Y2 z 3
2.2.10
Calcolare

/ﬂ(z —2)%dz

dove v ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1,0) e (0,1) percorso nel verso antio-
rario.

Soluzione. Sia +v = v, Uy, U y3 dove
m={z=t 0<t<1} segmento (0,0) — (1,0)
Yo={z=(1-t)+it, 0<t<1} segmento (1,0) — (0,1)
v3={z=1i(l—-1t), 0<t<1} segmento (0,1) — (0,0)
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Dato che (z — 2)? = (2iImz)? = —4Im®z si ha

/ (z — 2)*dz =0 dato che z = z su yy;

Y1

/%(Z—Z)de =—4(-1+1) /Othdt = %(1 — )

/Vs(z —2)%dz = — 4(—i) /01(1 —t)%dt = %z.

Quindi

/ﬂ(z—z)%zz:/%(z—z)QdH/W(z—z)QdH/%(z—z)?dz:g.

2.3 Teoremi di Cauchy
2.3.1

Calcolare, con i teoremi integrali di Cauchy, i seguenti integrali:

) / %7 4: dove D={:eC: [Re(2)| < 3: |Im(z)| < 3}
+

3D2—7Ti/2
ii) [&-8D Z(C;S—(E)S) dz, dove D={zeC: |Re(z)| <2;|Im(z)| <2}
2
d d D = Dzl < 2%
iii) /+8D on 51 0% dove {zeC:|z|<2}

Il verso positivo di percorrenza e quello antiorario.

Soluzione.
i) Siapplica il secondo teorema integrale di Cauchy alla funzione f(z) = e™?,
olomorfa in C, nel dominio D = {z € C: |Re(2)| < 3; |Im(2)| < 3}:

1 e ”

e ¢ =
21t Jyop 2 — G

dz, (€ D-—aD.

Per ( = mi/2 si trova che

e—Z
——dz = 27.
/+8D2—77i/2 : "
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ii) Siano

=3

Dato che f € C°(D)NH(D\0D), possiamo applicare il secondo teorema
integrale di Cauchy nel dominio regolare D:

€ H(C—+2v2i); D = {z € C: |Re(2)| < 2; [Im(z)| < 2}.

f’(C)—i/+ 12 4. ¢cep_op.

2 Joop 2 —C

Assumendo ¢ = 0 si trova che

/ cos(z) o
op 2248 T d

iii) Siano f(z) = z/2, olomorfa in C, e D = {z € C : |z]| < 2}. Possiamo
applicare il secondo teorema integrale di Cauchy alla funzione f nel
dominio regolare D:

Q—i/ 22 . CeD—aD.
.

2 21 Joopz—C

Assumendo ¢ = —1/2 si ottiene che

z )
/ dz = ——.
+8D 22 + 1 2
2.3.2

Sia D = {z € C: |z] < 2}. Calcolare

h
/ oS 4(z) &
+dD  #

Il verso positivo di percorrenza e quello antiorario.

Soluzione. Si applica la formula integrale di Cauchy per le derivate alla
funzione f(z) = cosh(z), olomorfa in C, nel dominio D:

f<3><o—3—!/ /(z) dz, € D—aD.
+

2mi Jyap (2 = Q)

h
=
+oD <

Per ¢ = 0 si trova che
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2.3.3

Sia f una funzione olomorfa in un aperto connesso A, tale che
If2—1] <1.
Dimostrare che Re(f) ha segno costante in A.

Soluzione. Siano u(z) = Ref(z) e v(z) = Imf(z). Supponiamo, per
assurdo, che esistano z1, 2, € A tali che u(z ) > 0, u(z2) < 0. Poiche A ¢
connesso, 3 zg € A : u(zy) = 0 cioe f(z9) = iv(z). Per ipotesi deve essere
|f2(20) — 1] = [v*(20) + 1] < 1. Assurdo.

2.3.4

Calcolare, con i teoremi integrali di Cauchy, i seguenti integrali:
2

i) / (Ze—l-l) z, dove ~v: |z—1]=3/2;
)

sin(mz)
ii dz, dove ~: |z—1|=1;
R

z A=z
iii) / %dz, dove ~: |z] =1;
+ <

eZ
i dz, dove sz 41 =3.
v) [ﬂ (z— 1)(z + 3)2 < ve v |z |

Il verso positivo di percorrenza e quello antiorario.

Soluzione.

i) Siano f(2) = ¢ /(z4+ 1) e D = {2z € C: |z — 1| < 3/2}. Dato che —1
non appartiene a D, possiamo applicare il secondo teorema integrale di
Cauchy a f nel dominio regolare D (f € C°(D)N H(D \ 9D)):

J‘(C):i/+ &dz, ¢eD\oD.

2wt Jyop 2 —C

Assumendo ¢ = 0 si trova

2

eZ
——— dz = 2mi.
/ﬂ D)
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ii) Si applica la formula integrale di Cauchy per le derivate alla funzione
f(z) = sin(m2)/(z + 1)? nel dominio D = {z € C: |z — 1] < 1}, dato
che —1 non appartiene a D e f € CY(D)N H(D \ 9D):

f’(C)—i/+ 1) 4. cep\op.

27 Jyop (z = Q)
Per ¢ =1 si ottiene

/ siél(wz) dz:—ﬁ—%.
+v (Z - 1)2 2

iii) Si applica la formula integrale di Cauchy per le derivate alla funzione
f(2) = e* — e * = 2sinh(z), olomorfa in C, nel dominio D = {z € C:
|2 < 1}:

(3) _3_! f(z)
f3(g)_2m,/+aD (z_<)4dz, ¢eD\oD.

Assumendo ¢ = 0 si trova

Z _ a2 2
/ ¢ 4e dz = -ma.
+y % 3

iv) Siano D; = {2z € C : [z = 1| < €}; Dy = {z € C: |z + 3| < ¢},
0<e<leDy={zeC:|z+1] <3}. Applichiamo il primo teorema
integrale di Cauchy alla funzione f(z) = e*/((243)*(z—1)) nel dominio
D = Dy — (Dy U Ds) (D non include i punti —3 e 1):

/ e*dz B / e*dz . / e*dz
vop (24+3)*(z=1)  Jyap, (2 +3)*(z—=1)  Jyop, (2 +3)*(2 —1)
dove l'orientamento positivo su 0D e 0Dy € quello antiorario.

Successivamente applichiamo il secondo teorema integrale di Cauchy
alla funzione f1(z) = €*/(z + 3)? nel dominio D; (D; non include il
punto —3):

_ f(2)
fl(C)%/_;aDl (Z_de, (€ Dy \0D;.

Per ( =1

z

° . mie
/wm e o T Al = 5
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Applichiamo la formula integrale di Cauchy per le derivate alla funzione
fa(2) = €*/(z — 1) nel dominio Dy (D5 non include il punto 1):

£(¢) = L/ fol2) dz, (€ Dy\0Ds.
+

270 Jyop, (2= ()
Per ( = —3

51

e® -  5mi
/+aD2 Croreon BT = e

Concludiamo che il valore dell’integrale iniziale e

/ﬂ (z—l)e(zz—i—3)2 == %(“%

2.3.5

Calcolare i seguenti integrali

/ o8 = dz, n=0,1,2,...
+

7z—27r

dove 7 ¢ la circonferenza di centro l'origine e raggio 8, percorsa nel verso
antiorario.

Soluzione. Applichiamo il primo teorema integrale di Cauchy alla fun-
zione f(z) = cos" z, olomorfa in C, nel dominio regolare D = {z € Z : |z| <
8}. Quindi, vy = 0D e

1 n
fem) = — TE S O 2 g —9mi,n=01,2..
2me Jyy 2 =27 4y 22T
2.3.6
Calcolare

2
1
/ Ll
+ 2(2_8)

dove v & la circonferenza, percorsa nel verso antiorario, di centro (3,0) e
raggio

Soluzione. La funzione f(z) = 2L & olomorfa in C — {z = 0, z = 8}.

— 2(2-8)
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a) Sia D; = {z: |z — 3| < 1}. Dato che f € C°(D;) N H(D; \ dD,), per il
primo teorema integrale di Cauchy:

2
1
/ s dz = 0.
+0D1 Z(Z - 8)

b) Sia Dy = {2 : |z — 3| < 4}. D, include z = 0 ma non z = 8. Quindi, per
il secondo teorema integrale di Cauchy applicato alla funzione g(z) =
2L (g e C%(Dy) N H(Dy \ dDs)), si trova

(2—8)
2 1 ;
1y 2(z—8) +0Dy % 4

c) Sia D3 ={z: |z — 3| <6}. D;sinclude z =0 e z = 8. Siano
Di={z€C:|z]|<¢}; Dy={z€C:|z-8|<e},0<e< 1.

Applichiamo il primo teorema integrale di Cauchy alla funzione f(z) =
(22 +1)/(2(z — 8)) nel dominio D = D3 — (D; U Dy) (D3 non include
i punti 0 e 8):

2241 241 2 4+1
dz = ———dz + dz
+0D3 Z(Z - 8) +0D, ’Z(Z - 8) +0D> Z(Z - 8)

dove l'orientamento positivo € quello antiorario.

Successivamente applichiamo il secondo teorema integrale di Cauchy
alla funzione fi(z) = (22 4+ 1)/(z — 8) nel dominio D; (D; non include
il punto 8):

L[ A,
fl(C)_Qﬂ'i/i_aDl (Z—C)d 5 CEDl\aDl.

Per ( =0

2241 T
dz =2mifi1(0) = ——.
LaDl z(z —8) 1(0) 4

Poi applichiamo il secondo teorema integrale di Cauchy alla funzione
f2(2) = (22 + 1) /2 nel dominio Dy (Dy non include il punto 0):

_ 1 fa(2)
f2(Q) = %[ram =0 dz, ¢ € Dy \ ODs.

Per ¢ =8

(z —8) 4

2
1

/ G dz = 471,
+0D3 Z(Z—8)

241 1
b dz = 2mify(8) = —77r2'.
+0Ds #

Concludiamo che
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2.3.7

Calcolare

2241
[ e=Fe®

dove 7 ¢ la circonferenza |z| = 3, percorsa nel verso antiorario.

Soluzione. La funzione f(z) = % ¢ olomorfa in C — {£1}.
Fissato 0 < € < 1, definiamo

Dy={2€C:|2|<3},D1={z€C:|2+1| <€}, Dy ={2 € C: |2—1| <¢€}.

Applichiamo il primo teorema integrale di Cauchy alla funzione f(z) nel
dominio D = Dy — (D1 U D3) (D non include i punti +1):

/ 2 +1 d / 2241 d+/ 22 4+1 d
z = 2 z
top (2 =13 (2 +1) +op, (2 =13 (2 +1) vop, (2 =13 (2 +1)

dove l'orientamento positivo sulla frontiera di Dy e Dy ¢ quello antiorario.

Successivamente applichiamo il secondo teorema integrale di Cauchy alla
. 2 .. . .

funzione fi(z) = (z_ﬁg, nel dominio D; (D; non include il punto 1 e f; €

C°(Dy)NH(D; \ 0Dy)):

_ 1 fi(z)
fi(¢) = Q—M.LQDI =0 dz, (€ D;\0D,

Per ( = —1

2241 T
—omifi(1) = — -1
/ml Go1pgn @Al =3

Poi applichiamo la formula integrale di Cauchy per le derivate alla funzione

fa(2) = ZZQT*ll nel dominio Dy (Dy non include il punto —1 e fo € C°(Dy) N

H(DQ \ 8D2))

@/ _ 2 fo(2)
2 (C)_ 27i /;-8D2 (Z—<)3 dZ, CEDQ\aDQ-

Per ( =1

2241 (2) T
dz = 271 1) = —.
/+8D2 CENECES mife (1) = 3

Concludiamo che il valore dell’integrale iniziale ¢ 0.
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2.3.8

Dati A, B,C € C, calcolare i seguenti integrali:

dz, n=20,1,2..
ZTL

/ A+ Bz+C2?
+v

dove v ¢ la circonferenza |z| = p > 0, percorsa nel verso antiorario.

Soluzione. Sia n = 0. La funzione integranda f(z) = A+ Bz + C2% ¢
olomorfa in C. Per il primo teorema integrale di Cauchy

/ (A+ Bz +Cz%) dz = 0.
+y

Sia n > 1. Per la formula integrale di Cauchy per le derivate, applicata alla
funzione intera f(z) = A+ Bz + C2%in D = {2 : |z| < p} si ottiene

2miA sen =1

A+ Bz + C2? F=(0) 2riB sen =2
dz =2mi—= = .

oy 2" (n—1)! 2miC sen=3

0 sen >4

2.4 Integrali

24.1

Calcolare il seguente integrale:

+oo
/ exp(—ax?) cos(bx)dz, a > 0, b > 0.

Suggerimento: Integrare la funzione exp(—az?) lungo la frontiera del rettan-
golo
D={zeC: —R < Re(z) <R, 0§Im(z)§2—}.
a

Soluzione. Applicando il primo teorema integrale di Cauchy alla fun-
zione f(z) = e %" nel dominio D = {z € C: —R < Re(z) < R; 0 < Im(z) <
b/(2a)} si ottiene:

) R ) b/(2a) .
/ e ¥ = / e dx +i/ oo fity) dy+
+0D -R 0
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R ' ) b/(2a) -
_/ e—a[m+zb/(2a)] dr — Z/ e—a[—R—l—zy] dy —0
—R 0

ovvero
R , b/(2a) L , R .
/ e “dr + 2/ e e sin(2aRy)dy = € /4“/ e e dy (1)
—R 0 -R
Si ha:
b2a)
lim e e sin(2aRy)dy = 0.
R—+o00 0
Infatti

b/(2a) 2 2 b/(2a) 2 2 b 2 2 R—4o00
‘ / e ey Sin(2aRy)dy’ < / e MW dy < 2—eb [(a)gmal® FZ2ER0 ()
0 0 a

Quindi, passando al limite per R — +o0 in (15), si ha

+oo o
[ entdn = [ et cos(hn) — isin(er) o

[e.e] [e.e]

I1 primo membro & proprio /(7/a) (Integrale di Gauss). Separando parte
reale e parte immaginaria si ottiene:

teo 2 ™ b2 4
/ e~ cos(bx)dr = | = eV /4a,
oo a

Per £ € R, calcolare

2.4.2

+o00o
F() = / o2 =7 Iy

(e}

Suggerimento: Integrare la funzione exp(—2z?) lungo la frontiera del rettan-
golo di vertici —R, R, R+ £, —R 4 i&.

Soluzione. Siha F'(0) = /7 (Integrale di Gauss). Sia { > 0. Applicando
il primo teorema integrale di Cauchy alla funzione f(z) = e¢** nel dominio
D={z€C:—-R<Re(z) <R; 0<Im(z) <} siha

f(z)dz = 0.
+0D

Quindi

R 13 R 3
/ e dx + z/ o~ (BHit) gy _ / o~ (@O g0 _ z/ e~ (CRFiID? g —
-R 0 R 0
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che puo scriversi, in maniera equivalente,

R 3 R ,
/ e dr + 2/ e~ =) gin(2Rt)dt — / e+ gy = 0.
—-R 0 -R

Si ha

€
Jim =) gin(2Rt)dt = 0.
— 100 0

Infatti

3 3
‘ / e*(R27t2) sin(2Rt)dt‘ < / ei(R27t2)dt < efRQe@g ijo 0.
0 0

+oo ) +oo o
/ e dr = / e~ @+ gy

+00 2 2 +OO 2
/ e dr = et / e T e 2
—o0 — o0

F(¢) =y
Se £ < 0, dato che F(=¢) = F(§), si trova
F(&) =eVr, VEER.

OSS. In realta il calcolo di F'(€) si puod immediatamente ottenere dall’esercizio
precedente osservando che

Quindi si ha
OVVero

Ne segue che

F() = /+00 cos(26z)e ™ da.

[e.9]

2.4.3

Calcolare i seguenti integrali:

+oo
L(a) = / e <0329 o5 (22 sin(20v) ) d;
0

+oo
L(a) = / " cos(2a) sin(z?sin(2a))dr, 0 < a < 7/4.
0

. . _,2 . .
Suggerimento: Integrare la funzione e *" lungo il contorno di un settore
circolare di ampiezza « e centro 0, situato nel primo quadrante.
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Soluzione. Sia D = {z = pe?’ : 0 < p < R; 0 < 6 < a}. Si considerino
le curve di equazione parametrica:

+1:z=z, 0<x <R;

+'yg:z:Rew, 0<0<a;

—v3 1 z = (cos(ar) +isin(a))z, 0 <z < R.

Si ¢ assunto come orientamento positivo su 7;, 72, 72 quello subordinato
dall’orientamento positivo su 0D.
Per il primo teorema integrale di Cauchy:

f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz =
+0D +n +72 +73

Quindi
R o
/ e—x2 dr + / e—R2 cos(29)e—7jR2 Sin(?e)iReiadQ _
0 0

R
/ o cos(20) o= sin(20) (005 () + i sin(a) ).
0

Risulta

fe!
. _R2 —iR2si . i
lim e R cos(29)e iR sm(29)ZReu9d0 = 0.
R—+o0 J

Infatti, con il cambio di variabile p = 7/2 — 26,

26) ,—iR?sin(26) i6  R2cos(26 L[ RZsi
‘ / R2 cos( et sin( zReZ d@‘ / e cos( )de _ _/ e Sln(@)d@.
0 2 Jr/2-2a
Dall’essere 5
. @ m
> —, 0<p< =
sinp) = —, 0@ <3

si trae

o ' . 4 w/2
’/ e—R2 cos(29)e—zR2 sm(29)iRe19d9’ < 1/ e_RQQ%dSD =
0

T/2—2c

—(1-4 2 _p2
( a/m)R* __ e R R oo
4 R?
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Si ha quindi che
/+OO o cos(20) g —ia® sin(2a) (cos(a) + isin(a))dx = g
0
Separando parte reale e parte immaginaria:
cos(a) I1(a) + sin(a) Ix(a) = g;

sin(a) 1 (a) — cos(a)(a) I =0

da cui segue che

244

Determinare tutte le funzioni g(z) tali che u(z,y) = g(x)e? ¢ la parte reale
di una funzione f(z) olomorfa in C. In corrispondenza di una scelta di g(x),
determinare f(z) olomorfa in C tale che Ref = u.

Soluzione. Cerchiamo g(x) tale che u(z,y) ¢ una funzione armonica.
Dato che

Aot = gy + uyy = (9" (7) + g(2))e”

segue che u(z,y) & armonica se e solo se g(x) ¢ soluzione dell’equazione
differenziale

g"(x)+g(x) =0 — g(x) =asinz + becosz, a,be C.
Quindi u(x,y) = (asinx + beos z)e?. Le funzioni olomorfe sono
f(z) = (asinx + beosx)e’ + i v(x,y)
con v(z,y) armonica coniugata di u(z,y):
v, = —eY(asinz +beosz), v, =e’(a cosz —bsinx).
Si trova che v(x,y) = e¥(a cosz — b sinx) + ¢. Quindi

f(z)=(b+ai)e ™ +c, ceC.
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2.4.5

Sia u(z,y) = e®(2sin? x—1). Verificare che u & armonica in R? e determinare
una funzione v armonica coniugata di u.

Soluzione. Si ha u(z,y) = —e? cos(2z). E’ immediato verificare che
Asu = 0 in C. Le funzioni v e v tali che f = u + v e olomorfa devono
verificare il sistema di Cauchy-Riemann, cioe deve essere

v, = —u, = 2e% cos(27), v, = u, = 2e* sin(2z).
Si trova facilmente che v(z,y) = e? sin(2z) + ¢. Quindi
f(2) = —e® cos(2z) +ie® sin(2x) +c = —e 2 +c.
2.4.6
Determinare per quali valori del parametro a € R la funzione
u(z,y) = cosx (e +e7Y)
e la parte reale di una funzione olomorfa f(z). Trovare tali funzioni f.

Soluzione. u ¢ la parte reale di una funzione olomorfa in C se e solo se
u € armonica cioe

Aot = Ugy + Uyy = (a> = 1)e®™cosz=0inC <<= a==*l.
Assumiamo a = +1. Le funzioni olomorfe sono
f(z) =cosz (e™ +e7Y) +iv(x,y)

con v armonica coniugata in u:

vy = —uy, = —cosz(ae™” —e ™), v, =u, =—sinx (e +e7Y).
Si riconosce che v(z,y) = —sinz (ae®™” —e ) + ¢, a = +1. Quindi
f(z) =cosz (e +e ) +isinx (ae™ —e )+, a==+1.

Se a =1 si ottiene
f(z) =€’ (cosx+isinz)+e ¥ (cosx—isinz+c=e+e *+c=2cosz+c.
Invece, se a = —1,

f(z) =2e¥(cosx +isinz) +c=2e”* +ec
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2.4.7
Determinare per quali valori del parametro a € R la funzione
u(z,y) = e cosy siny
¢ la parte reale di una funzione olomorfa f(z). Trovare tali funzioni f.

Soluzione. Cerchiamo i valori del parametro a tale che u(x,y) = e**sin(2y)/2
¢ armonica in C. Si ha

Agu = (a® — 4)e* cosy siny =0 <= a = £2.
Assumiamo a = £2. Le funzioni olomorfe sono
f(z) = e™sin(2y)/2 + iv(z,y),
con v armonica coniugata di w:
Uy = —uy = —e* cos(2y) v, = u, = aesin(2y)/2.

Si riconosce che v(z,y) = —e* cos(2y)/a, a = £2. Se a = 2:

1 .
f(z) = Ee% sin(2y) — %eh cos(2y) +c= _%e% +c

1 ; .
f(Z) = 56721 Sin(Zy)/2 + %eih COS(Zy)/Q +c= %e*QZ +ec.

2.4.8
Determinare per quali valori del parametro a € R la funzione
u(z,y) = ar? +y?
e la parte reale di una funzione olomorfa f(z). Determinare tali funzioni.
Soluzione. Cerchiamo i valori di a per i quali v € armonica cioe
Aou=2a+2=0 << a=—1.
Quindi u(z,y) = —x? 4+ y%. Le funzioni olomorfe cercate sono
fla,y) = =2 + y* +iv(z,y)
con v coniugata armonica di w:
Up = —Uy = —2Y, Uy = Uy = —2.
Si riconosce che v(x,y) = —2zy + c¢. Quindi

f(z)= -2+ —2zy+c=—2*+c
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2.4.9

Calcolare 'integrale

/(625 +72%) dz

.
con ~ una curva regolare del piano complesso di punto iniziale 1 + i e punto
finale 2 — 1.

Soluzione. La funzione integranda f(z) = 62° + 72° ¢ intera quindi
I'integrale non dipende dal percorso scelto. Dato che una primitiva di f in
C ¢ F(z) = 25 + 27 si ottiene

/(6z5 + 728 dz = F(2— i) — F(1+1) = —403 + 1.
Y

2.5 Serie
2.5.1

Studiare il comportamento delle seguenti serie di potenze nella chiusura del
loro campo di convergenza:

+o0o gk +00 9 +00 .
z (K)? (z +3)
—; b . =T
a) ; 2k’ ) L (2]{?)'2 ) C) kX; (]{? + 1)2kz’
2 gV Lk X (—1)ko2k 2k too o4k
3V 2 klz
d) Z k ; ¢) Z £) ?;
k=1 k=1 k=1
+o0 +00 400
k— 2)lzF
SRRy S ok 1) Yo <asl
k=3 k=1 k=0
Soluzione. a) La serie di potenze
+oo Zk
> o
k=0

ha raggio di convergenza

R = (maxlim j_ ¢/|ax|) ™ =

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz €
{z € C: |z| < 2}, converge totalmente in {z € C: |z] < p},0 < p <2e
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non converge se z : |z| > 2. La serie non converge in alcun punto z : |z| = 2
perche non e verificata la C.N. per la convergenza delle serie:

klim lap2®| =1 # 0.

b) La serie di potenze

+oo
(M)?
—~ (2k)!
ha raggio di convergenza
2 1)(2 2
R = lim L lim (2k + 1)(2k + ):4.
k—oo Af+1 k—oo (l{ + 1)2

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz &€
{z € C : |z| < 4}, converge totalmente in {z € C: |2|] < p},0 < p <4de
non converge se z : |z| > 4. La serie non converge in alcun punto z : |z| =4
perche non e verificata la C.N. per la convergenza delle serie. Infatti, se
2| =4,

(. lax2| = Tim O ((2k>!\/E)f = VT 00 = oo

dato che, per la formula di Wallis,

, (2k)! R
lim R W o
koo (2% — D)IVE  k—too (2k) Wk VT

c) La serie di potenze

X (24 3)F
} : k
—~ (k+1)2

ha raggio di convergenza

R = (maxlim o ¢/ |ax]) ™ = <l'm

-1
m — =2.
SPK <k+1>>

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz €
{z € C: |z+3| < 2}, converge totalmente in {z € C: |z+3| < p},0<p <2
e non converge se z : |z + 3| > 2.
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Con il cambio di variabile w = (z + 3)/2 ci riconduciamo alla serie di
potenze

—+00
wk

(k+1)

(]

(2)

k=0
con raggio di convergenza R = 1. Dato che la successione {1/(k + 1)} \, 0
possiamo applicare il Teorema di Picard. Quindi la serie (7) converge unifor-
memente in ogni insieme chiuso contenuto in {w : |w| < 1}, non contenente
il punto w = 1. Nel punto w = 1 la serie diverge.

Quindi la serie iniziale converge uniformemente in ogni insieme chiuso
contenuto in {z € C : |z + 3| < 2} e non contenente il punto z = —1. Nel
punto z = —1 la serie diverge positivamente. Se z : |z + 3| = 2, la serie
diverge assolutamente (cioe diverge la serie dei moduli).

d) La serie di potenze
+oo 3\/E,Zk

k

k=1

ha raggio di convergenza

\IVE

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz €
{z € C: |z| < 1}, converge totalmente in {z € C: |z] < p},0<p<1le
non converge se z : |z| > 1. La serie non converge in alcun punto z : |z| = 1.
Infatti non e verificata la C.N. per la convergenza delle serie dato che

VR
R = (maxlim j_oo v/|ax|)” hm - = 1.

gvk
hm lap2®| = hm — = +o00.
e) Se effettuiamo il cambio di variabile w = —(22)? nella serie di potenze
oo k22k 2k

M

k=1
ci riconduciamo a studiare la serie di potenze

+oo k

w
Z 2k (3>
k=1
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Ha raggio di convergenza R = 1. Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie
(8) converge assolutamente Vw € {w € C : |w| < 1}, converge totalmente
in {fwe C:|w <p},0<p<1enon converge se w : |w| > 1. Dato che
la successione {1/(2k)} \, 0, possiamo applicare il Teorema di Picard e dire
che la serie (8) converge uniformemente in ogni insieme chiuso contenuto in
{w € C: |Jw| < 1} e non contenente il punto w = 1. Nel punto w = 1 la
serie diverge positivamente. Se w : |w| = 1 la serie diverge assolutamente
(diverge la serie dei moduli).

Ricordando il cambio di variabile iniziale deduciamo che la serie di po-
tenze iniziale ha raggio di convergenza R = 1/2. Per il teorema di Cauchy-
Hadamard la serie converge assolutamente Vz € {z € C : |z| < 1/2}, con-
verge totalmente in {z € C : |z] < p},0 < p < 1/2 e non converge se
z @ |z| > 1/2. Inoltre la serie converge uniformemente in ogni insieme chiuso
contenuto in {z € C : |z|] < 1/2} e non contenente i punti {z = +i/2}.
Nei punti z = +i/2 la serie diverge positivamente. Se z : |z| = 1/2 la serie
diverge assolutamente.

f) La serie di potenze

X 1k

k.k
k=1

1\ *
:l}Lrgo<1+E> =e.

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz €
{z € C: |z] < e}, converge totalmente in {z € C: |z| < p}, 0 < p <e, e non
converge se z : |z| > e. La serie non converge in alcun punto z : |z| = e perche
non ¢ verificata la C.N. per la convergenza delle serie. Infatti, se |z| = e, si
ha

ha raggio di convergenza

R = lim

k—o0

Qf+1

klek Klek
Nel calcolo dell’ultimo limite usiamo la formula d1 De Moivre-Stirling:
| ok
lim Me =2

g) La serie di potenze
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ha raggio di convergenza

Qf+1

R = lim

k—o0

= lim 1+ k+1
_k—>oo k k’—l

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz &€
{z € C: |z| < e}, converge totalmente in {z € C: |z| < p}, 0 < p < e, e non
converge se z : |z| > e.

Verifichiamo che la serie converge totalmente in tutto il disco {z € C :
|z| <e}. Infatti, se |z| <e,

’ (k —2)12%

— Nk
- <(k‘ 2)le

S 1k

e la serie numerica
(o) o0

k=3 3 )

converge per il criterio dell’ordine di infinitesimo. Infatti

xk\/E

) (k—1)(k—2) ) k2
) 1 = G TR —2) var
L3/2

e la serie
+oo 1
> wn
k=3

converge.

h) La serie di potenze

P == — Ok 2" Ok = 1+ 2%k dispari

ha raggio di convergenza R = 1/2. Infatti

7 1——<'\“/W<2\/1+—<2\/_

da cui segue che

1
klim \k/|ak|:2:>R:§
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Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz €
{z € C: |z| < 1/2}, converge totalmente in {z € C: |z| < p}, 0 < p < 1/2
e non converge se z : |z| > 1/2. La serie non converge in alcun punto
z @ |z| = 1/2 dato che non ¢ verificata la C.N. per la convergenza delle serie.
Infatti si ha

lim |a2"| = hm la] _ = 1.
k—o0

k—oo 2k

i) La serie di potenze

“+o0o
2
Z a2k 0<a<1
k=0
ha raggio di convergenza

R = (lim a*)™" = +o0.

k—o00

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente Vz € C
e converge totalmente in {z € C: |z| < p}, p > 0.

2.5.2

Studiare il comportamento delle seguenti serie di potenze nella chiusura del
loro campo di convergenza:

+o00 +oo N1k
T 2% [(k+1)(2z +1)]"
@) kzzo{l_cos [2(k+1)}}z 0 g == v
+oo o]
(_1)kz2k ( 1)k 4k
2 P loa(h)’ ) D Gmig ER
“— k= log(k) =~ 3k +2
Soluzione. a) La serie
f {1 — cos [L] }z%
—~ 2(k+1)
ha raggio di convergenza
1 — cos [ } s
R = hm = hm pen 2k+1) 2k+2) k + 2 =1.
k—oo | Q41 k—o0 m 1 — cos |:2 s ]k+1
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Inoltre la serie di potenze converge totalmente nel disco {z € C: |z| < 1} .
Infatti si ha

7 ™
eos [ T Y] 1 e[ T ] s
‘{ cos D) 2| < cos 2+ D) z: 2| <
e la serie a termini positivi
+00 -
> (1o [z
= (k+1)
converge per il criterio dell’ordine di infinitesimo dato che
' 1 — cos [m} 2
lim T = —
A s
e la serie
2
i (B 1)
converge.
La serie di potenze non converge se |z| > 1.
b) La serie
“+o00 N1k +00 HE k
[(k+1)(22 +4)]* 2°(k+1) 19k
= =2 (/2
k=1 k=1
ha raggio di convergenza
R = (lim /]ax])™' = (2 lim(l—i-l) ! ) _ 1
k—o00 k k—o00 k wk/ k2 2 ’

Inoltre la serie converge totalmente nel disco {z € C : |z 4+ /2| < 1/2}.
Infatti si ha

28(k + 1)k

kk+2_(2 +i/2)" (k + 1)

= TR

zi|z+14/2] <1/2

e la serie a termini positivi

>
k—

—_
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converge per il criterio dell’ordine di infinitesimo dato che

(k+1)k 1 k +00 1
kh—{EO k;j = kll_g)lo (1 + E) =e, w2 converge.
k=1

La serie di potenze non converge se |z +1i/2| > 1/2.
c¢) Consideriamo la serie

+00 (_1)kz2k

—— ,a € R
—~ ke log(k)
Se effettuiamo il cambio di variabile ¢ = —22 ci riconduciamo a studiare la
serie
+o00o Ck
——— a€R. (4)
kz:; k> log (k)
La serie (9) ha raggio di convergenza
R=1lm |2 -1  aecR
k—oo | Qg1

Quindi

e se a > 1: la serie (9) converge totalmente nel disco D = {¢ € C: |(] <
1} dato che in D

¢k 1 =1
S S I — <
ke log(k)| = k@ ; o =
e non converge se || > 1;

e sc 0 <« < 1: per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie (9) converge
assolutamente V¢ € {¢ € C: || < 1}, converge totalmente in {¢ € C:
IC| < p}, 0 < p < 1, non converge se |¢| > 1. Dato che {m} N\ 0,
per il Teorema di Picard la serie (9) converge uniformemente in ogni
insieme chiuso contenuto in {¢ € C : |¢| < 1} e non contenente il punto
(¢ = —1; in ( = —1 la serie diverge positivamente ; la serie diverge
assolutamente se ¢ : || = 1;

e se < 0: per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie (9) converge
assolutamente V¢ € {¢ € C : || < 1}, converge totalmente in {¢ €
C:|¢| <p},0 < p < 1, non converge se || > 1. La serie (9) non
converge in alcun punto ¢ : || = 1 perché non é verificata la C.N. per
la convergenza.
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Possiamo concludere che

e Se a > 1: la serie iniziale converge totalmente nel disco {z € C : |z| <
1}; non converge se |z| > 1;

e se 0 < a < 1: per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie iniziale
converge assolutamente Vz € {z € C : |z] < 1}, converge totalmente
in {z € C:|z] <p},0 < p < 1, non converge se |z| > 1. Per
il Teorema di Picard la serie iniziale converge uniformemente in ogni
insieme chiuso contenuto in {z € C: |z| < 1} e non contenente i punti
z = 4i; in z = =i la serie diverge positivamente ; la serie iniziale
diverge assolutamente se z : |z| = 1;

e se a < 0: per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie iniziale converge
assolutamente se z € {z € C : |z| < 1}, converge totalmente in {z €
C:|z| < p}, 0 < p < 1, non converge se |z| > 1. La serie non converge
in alcun punto z : |z| = 1.

d) Consideriamo la serie

+°<> k LAk

Z 3ka+2 @ cR.

k=0

Se effettuiamo il cambio di variabile ¢ = —z* ci riconduciamo a studiare la

serie
+0o0 k
¢

Y ——— a€eR (5)
£ 3k +2

La serie (10) ha raggio di convergenza

R = lim |-

k—oo

=1, a € R.

Qp+1

e Se a > 1: la serie (10) converge totalmente nel disco {¢ € C: |¢| < 1}
dato che
el <3

< V(¢ <1
3k +2| = 3k + 27 Coldl=

Mg

3k”‘+2

k=0

converge per « > 1; la serie (10) non converge se |(| > 1;
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se 0 < a < 1: campo di convergenza C' = {¢ € C : |(| < 1}; per il
teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente se € C,
converge totalmente in {¢ € C : |(| < p}, 0 < p < 1, non converge se
|| > 1. Dato che {m} N\, 0 per il Teorema di Picard la serie
converge uniformemente in ogni insieme chiuso contenuto in {¢ € C :
|C| < 1} e non contenente il punto ¢ = 1; nel punto ( = 1 la serie
diverge positivamente; la serie diverge assolutamente se ¢ : |(| = 1;

se @ < 0: campo di convergenza C = {¢ € C : |{| < 1}; per il
teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolutamente se € C,
converge totalmente in {¢ € C : |z| < p}, 0 < p < 1, non converge se
|C| > 1. La serie non converge in alcun punto ¢ : || = 1 percheé non &
verificata la C.N. di convergenza:

1

li Bl Hm —— = =
Jm JapCh| = lim s =5

Possiamo concludere che

2.5.3

se a > 1: la serie converge totalmente nel disco {z € C : |z] < 1}; non
converge se |z| > 1;

se 0 < a < 1: per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge
assolutamente Vz € {z € C: |z| < 1}, converge totalmente in {z € C :
|z| < p}, 0 < p <1, non converge se |z| > 1. Per il Teorema di Picard
la serie converge uniformemente in ogni insieme chiuso contenuto in
{z € C:|z| <1} e non contenente i punti {z = z, k =0, 1,2,3} dove
ZE = COS (W) + 7 sin ((%Zl)”); nei punti 2z, k = 0,1,2,3 la serie
diverge positivamente; la serie diverge assolutamente se z : |z| = 1;

se a < 0: per il teorema di Cauchy-Hadamard la serie converge assolu-
tamente Vz € {z € C : |z| < 1}, converge totalmente in {z € C: |z]| <
p}, 0 < p < 1, non converge se |z| > 1. La serie non converge in alcun
punto z : |z| = 1.

Determinare I'insieme di convergenza e la somma delle seguenti serie:

S Y )

k=0 k=0
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Soluzione. Consideriamo la serie

S ()

k=0
Con il cambio di variabile w = = ci riconduciamo alla serie geometrica
o0
k 1
E w' = —— se lw| < 1. (6)
1—w
k=0

Quindi I'insieme di convergenza e
C={z€C:|z|<|1+z|} ={2 € C:Re(z) > —-1/2}

elasommain Cel+ z.

Consideriamo la serie
“+o00

Z<1—522)k'

k=0

Con il cambio di variabile w = ci riconduciamo alla serie geometrica

z
1+ 22
(11), che converge se |w| < 1. Quindi 'insieme di convergenza &

C={z€C:|z| <[1+22]} = {z € C: (Re*(2)+Im?(z))*+Re*(2)+1 > 3Im?*(2)}

1 2
e la somma in C ¢ L
1422 -2
2.5.4
Sia

+oo
f(z) = Z k(k+1)2".
k=2
Determinare il campo di olomorfia di f. Determinare f(i/2).

Soluzione. La serie di potenze

+oo
> k(k+1)2"
k=2

ha raggio di convergenza R = 1. La sua somma f ¢ olomorfa nel campo di
convergenza C' = {z € C : |z] < 1}. Osservando che, in C, si ha

— : _k:O Ny Cdzl—z (1—2)?
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e, quindi,

1 2
Zk -z Zkk+1 _d221—z_(1—z)3

si ha:

:z[gk(m 1)2’6—1} - z[gk(m )21 —2} :z[ﬁ —2].

Quindi

i ( i>3 1]_62'—11_ 88 + 109:
2—11i 125

2.5.5

Dimostrare che la serie geometrica
oo
>
k=0
1 : r. . . :
converge a t— per ogni z € B = {z : |2| < 1}; converge uniformemente in
D, ={z:|z] <r}, 0 <r <1 ma non converge uniformemente in B.

Soluzione. La serie geometrica ha raggio di convergenza R = 1 e la

somma
o
=>4

k=0

¢ una funzione olomorfa in B = {z : |2| < 1}. Dato che

L :ix’“, —l<z<l,

le due funzioni 1/(1 — 2) e f(z), olomorfe in B, coincidono sull’intervallo
(—1,1) della retta reale. Per il secondo principio di identita delle funzioni
olomorfe

f(z)zli—z, z € B.

Per il teorema di Cauchy-Hadamard la convergenza ¢ totale (e quindi unifor-
me) nel disco D,, con 0 < r < 1.
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Se la serie convergesse uniformemente in B allora

1 n
lim su — 2kl =0.
k=0
Ma
1 S 1 1—2z" 2" |z|™
sup — Z¥| = sup — = sup > sup = +00.
z2€B -2z Z z2€B -2z 11—z z2€B -z zGB]-_|Z|
2.5.6

Prevedere i valori dei raggi di convergenza dello sviluppo in serie di Taylor
di f di centro 2y, nei seguenti casi:

) S =1 =3 i) fE) =5 =0

) f(z)z%, 2o = 1; ) f(z)= (z—l)l(z—Z)’ 2o = 0;
2z z

W Je =2 = v F6) = Ty o=

vi7) f(z)zz—, 2o = 0.

(z—1)(z—2)
Trovare effettivamente gli sviluppi in serie e confermare le previsioni fatte.

Soluzione. i) Il raggio di convergenza ¢ R = dist(zp, 0A) = dist(zg,1) =
2. Si ha, per z: |z — 3| < 2,

1 1 1 1= P Y (2 —3)k
oo etV ) SR

i) 1l raggio di convergenza ¢ R = dist(zg, 0A) = dist(z0, £v/2) = V2. Si
ha, per z : |z| < V2,
1 1 = 2%

T GV A

k=0
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iii) Il raggio di convergenza ¢ R = dist(zp, 0A) = dist(zp,0) = 1. Si ha,
per z: |z —1| < 1,

1 1 =< .
gzng(—l) (z —1)%

iv) Il raggio di convergenza ¢ R = dist(zo, 0A) = min{dist(zo, 1), dist(20,2)} =
1. Si ha, per z : |z] < 1,

1 1
(z—l)(z—2):1—z 21—2/2 Z ZQk Z( 2k+1)

v) 1l raggio di convergenza ¢ R = dist(zg, 0A) = dist(z9, —1) = 4. Se
z: |z — 3] < 4, dall’essere

224+3=2(2-3)+9;

1 1 1 1 <= z—3\k (z—3)

-3 =1L (F) =X
41 4l+(2-3)/4 4 i AR+

segue che

9 s — +00 _o\k+l +00 ok
41 241 — AR+ e AR+

9 [, (=DM (1) h_ 9 s (=) h
=+ [2 i +94h+1](z—3) b R DGR

ﬁ.‘
—_
ﬁ
—_

vi) Il raggio di convergenza e R = dist(zg, 0A) = min{dist(0, 1), dist(0,4)} =
1. Decomponiamo f(z) in somma di funzioni razionali semplici:

£(2) z 1—2 1 +1+i 1
z) = = .
(z4+1)(z —1) 2 z+1 2 z—i
Se |z| < 1:
Sy
k=0
1 . 00 o) N
i—i 1—1—22 ZZ Z( IS

k=0

iy
[e=]
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Quindi, per |z| < 1,

(z + 1)2(2 —1) - : ; i Z<_1)kzk_1 —QH Z(_i)kﬂzk - . ; i Z((_l)k_(_i)k)zk'

k=0 1

vii) Il raggio di convergenza ¢ R = dist(zg, 0A) = min{dist(0, 1), dist(0,2)} =
1. Decomponiamo f(z) in somma di funzioni razionali semplici:

22 4 1
:—:1—
/) (z—1)(z—2) 2—z+1—z
Se |z| < 1:
1 =
— =2
k=0
1 11 1 o= 2"
2—z 21—z/2 EZQk
=0
Quindi
(z—1)(z—2) 2 k1 2h—1
k=0 k=0 k=0 k=1
2.5.7

Scrivere lo sviluppo in serie di Taylor di f(z) = e* cosz intorno al punto
20 — 0.

Soluzione. Dato che

e cos z = (e + %) /2 si ottiene

1 : 1= (T+i)kek SN (1 —i)kek
z _ T (ali+D)z (1—i)zy _ —
e COSZ—Q(G +e )—2(5 0 +E — |

Si ha

k k
1+i= \/5((:08% + isin%) = (1+i)" = (\/5)'“((3OSZ7T + isin Iﬂ),
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k k
1 —j— \/5(0082 _ isin Z) — (1+0)F = (\/5)’“((305—7T —isin —W)
4 4 4 4
1 k
— S+ + (1)) = (\/E)kcosf.
Si ottiene VAN L
e® cosz = ( >k'COS4 2 zeC
k=0 '
2.5.8

Determinare lo sviluppo in serie di Taylor di f(z) = logz (determinazione
principale) in un intorno del punto z = —3 4 ¢. Determinare il raggio di
convergenza della serie cosi ottenuta.

Soluzione. La determinazione principale del logaritmo ¢ olomorfa in
A=C\{z:Imz=0,Rez < 0}. Quindi f(z) = log z ¢ sviluppabile in serie
di potenze di centro zy = —3 + ¢ nell’insieme {z : |z — zp| < dist(z9,0A4) =
Imzy = 1}. Osservando che in questo insieme log z ¢ una primitiva di 1/z ,
si ha:

1 N 1 1 [ 1
log z — log 2 : Cd( ZOC—ZO—FZodC o). 1_%@.

Dato che |zp — €| < Imzy < |2o| possiamo scrivere

1 7 = 20 —C F
1 —1 = — E .
og z — log 2y Zo/ ( = ) d¢

20 k=0

La convergenza della serie e uniforme lungo ogni curva regolare contenuta in
{z: ]|z — 20| < 1}. Quindi, per z: |z — 2| < I

k+1|?

IR WA E RSN oY ol ()
log = logzo—z—og/m( = ) dg_gzgﬂ 1

20

= Z %(z —2)*, 20 = -3 +1.

Si ottiene
(_ 1 ) k+1

NE

log z = log V10 +i arg(—3+1) +
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La serie di potenze

o0 1)k+1 .
3 —
D
k=1
ha raggio di convergenza
. Ak
R = lim |—| = v10.
k—oo | Q41

2.5.9

Determinare lo sviluppo in serie di Taylor di f(z) = vz + 1 (determina-
zione principale) in un intorno del punto z = 0. Determinare il raggio di
convergenza della serie.

Soluzione. La funzione f(z) = /1+ 2z € olomorfa in C — {z : Imz =
0,Rez < —1}. Quindi e sviluppabile in serie di potenze di centro 1'origine in
{z :]2|] < dist(0,0A) = 1}.

Consideriamo la serie di potenze

Z (122> oz <1 serie binomiale
k=0

che ha raggio di convergenza

<1/2)
. k
R = lim | ~——*—
k—o0 1/2
k+1
La somma g(z) € olomorfa in {z : |z| < 1}. Si ha g(z) = 1+ x per

—1 < x < 1 (serie binomiale in R). Per i principi di identita delle funzioni
olomorfe f(z) = g(z) Vz: |z] < 1 cioe

E41 |
koo | 1/2— K|

Vitz=>_ (122> 2 < 1
k=0

2.5.10

Determinare il campo di olomorfia della funzione f(z) = log 1= —= (determina-
zione principale). Sviluppare f(z) in serie di Taylor di centro 0. Determinare
il raggio di convergenza della serie cosi ottenuta.
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Soluzione. f(z) = log }jrj e olomorfa in C — {z : Imz = 0, |Rez| > 1}.
Quindi f(z) e sviluppabile in serie di Taylor di centro l'origine in {z : |z| <

dist(0,0A) = 1}. Dato che

d 1—2
—1 =2 2k <1
dz Ogl—i—z 1—22 Zz 2l

allora

0 2k+1

f(z)—f(O)zlogi_Z:/ QZkadw— 22/ w?* dw = 22

e il raggio di convergenza della serie ¢ R = 1.

2.6 Singolarita isolate
2.6.1

Sviluppare in serie di Laurent di punto iniziale zy = 0 la funzione

in{zeC:|z]<2}ein {z€C: |z >2}.

Soluzione. Si ha, per |z| < 2:
1 11 1 o
2—2 21—-2z/2 2 kz
La serie ottenuto derivando termine a termine
Sk
_Zdzgk: Zk+1)2k+2
k=0

ha lo stesso raggio di convergenza della serie iniziale. Inoltre

1 d 1 I d2F &

(z—2)2_52—z_§kzd_ kz 2k+2'

Si ha, per |z| > 2:

1 1 1 1 o= 2F ok
2—z__;1—2/z__;;g__;zk“

wl
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La serie converge totalmente in ogni compatto contenuto in {z € C : |z| > 2}.
La serie ottenuto derivando termine a termine

d 2k > ok
o Z dz 2k+1 = Z<k +1) Sk+2

k=0

converge totalmente in ogni compatto contenuto in {z € C : |z| > 2}. Quindi
in questo insieme si puo derivare per serie

1 o0
—_— (k+1)
(z —2)2 dz 2 -z Z; * zk+2

k=

2.6.2
Scrivere lo sviluppo in serie di Laurent della funzione

1
2z — 22

f(z) =

a) intorno al punto zp = 0
b) intorno al punto zy = 2.

Soluzione. a) Si ha, per z: 0 < |z| < 2,
+o0 k

1 11 1
22-2) 22—z 2z1—z/2 Z2k L 2R

b) Si ha, per z: 0 < |z — 2| < 2,

ﬁ%(?%) :%(2(1—1—(21—2)/2) +2iz)

— 2k — )k
- Z 22k+2 22-2 Z 22k+2

2.6.3
Sia
f(z) = exp(exp(z)).
Determinare il modulo di f e determinare per quali z tale modulo vale 1.

Soluzione. Si ha

f(Z) — exp(exp(z)) — eef”(cos(y)+isin(y)) — eefC cos(y)eiel sin(y).
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Quindi
FE)] =,
Sia ha
e W =] = e"cos(y) =0 <= y= g + km, k€ Z;Vx € R.
Quindi
lf(2)] =1 <~ z:x+i(g+lm),‘v’x€R, keZ.
2.6.4

Scrivere lo sviluppo in serie di Laurent della funzione

) z
z) = sin
f( ) (z + 1)
intorno al punto zy = —1. Che tipo di singolarita ¢ il punto zp = —17

Soluzione. Si ha, per z: [z + 1| > 0,

COS

Quindi, dall’essere

in () = sin (1= ) = sin(t)cos () = eos()sin ()
S1n = Sin — = S1n COS — CO 1n
z+1 i z+1 > z+1 S\ z+1

si ottiene

)ZZ:((;;)! +11)2k; sin <z—|—1> Z 2k+ z+1)2k+1

k=0 k=0

+oo
. z a_p
Sm<2+1) hz(z—l—l)
dove
(R (—1)k+
a—(2k) = W sin(1), a—(or+1) = mcos(l), k> 0.

Pertanto il punto zy = —1 ¢ una singolarita essenziale per f.
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2.6.5
Scrivere lo sviluppo in serie di Laurent della funzione

4+ 2
I(2) = 23 4+ 3 22

a) nell'insieme 0 < |z| < 3;
b) nell’insieme 3 < |z] < 0.
Soluzione. Per 0 < |z| < 3 si ha

4+ =z 1 n 1 1 i 1 1
2 +322 22 22(2+43) 22 3221+ 2/3

Per |z| > 3 si ha
4+ 2 1 1 1 1 1

Z3+322:Z2+Z3—|—322:§+Z31+3/Z
I 1K (=1)k3k 1 N L (—1)k3k

22 23 2k 22 ~k+3
k=0 k=0

2.6.6

Classificare l'origine come singolarita, sia calcolando lo sviluppo di Laurent,
sia utilizzando la via piu breve, nei seguenti casi:

) ) -

in(2Y) 1 — exp(— 1/ 1
sin(z*) exp(—z) exp(—1/z%) L sin( >
z z z z

Soluzione.

e Sia f(2) =

sin(z?)

. Si ha, se z: |z] >0,

. —+o00 +00
sin(z*) _ lz (_1)k LA2K+1) _ Z (‘1)k ,8k+3
7 = (2k + 1)! (2k +1)! '

I\

k=0

Pertanto zp = 0 ¢ una singolarita eliminabile per f(z). Si arriva alla
stessa conclusione osservando che

liII(l) f(z)z = liII(l) sin(z') =0 <= 2 =0 eliminabile.
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1 — —
e Sia f(z) = y. Si ha, se z : |z]| > 0,
1—exp(—z) 1/, < (—1)kzF 1R (—1)kzh X (=)F
_— = — 1— = —— = .
P z( ; k! ) z; k! ;(kﬂ)!z

Pertanto zy = 0 ¢ una singolarita eliminabile per f(z). Si arriva alla
stessa conclusione osservando che

liir(l) f(z)z= liir(l) [1 —exp(—2)] = 0.

—1/22
e Sia f(2) = M. Si ha, se z : |z]| > 0,
2
exp(—1/2%) _ 1§ (=D _ io (=D 1
z 2 [l B ekl
Pertanto zp = 0 € una singolarita essenziale per f(z). Si arriva alla
stessa conclusione dimostrando che non esiste hH(l] |f(2)|. Infatti
| el ep(fy)
lim | /()] = }CIE%T = 0; }/{%V(w” = ?I/L%T = +oo.
Quindi
limiglf |f(2)] = 0; limsup|f(z)] = +oo.
2= z—0

1
e Sia f(z) = z’sin (—) Si ha, se z : |z| > 0,
z

A AN o S G O LR S oV
= s <2) — }; (2K + 1)1220+1 ; (2k + 1)122—2"
Quindi zp = 0 & una singolarita essenziale per f(z). Si arriva alla stessa
conclusione dimostrando che non esiste lir% |f(2)]. Infatti

1
. T 3 . - —_0-
lim | /()| = lim [2”sin <x>| 0;

1; . 1; 3 . 1 3,€ 1y _ el/y
lim | f(iy)| = Jim, |y” sin (—)I = lm y’|——b—] =
_2/y 1 el/y 1 — e_2/y
— i 3. 1/y € 1 -
yoor ) © | 2 | et (1/y)? 2 oo
Segue che

liminf |f(2)| = 0; limsup|f(z)] = +oo.
z— 2—0
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2.6.7

Determinare e classificare le singolarita delle seguenti funzioni:

exp(z) —1 1 . ( 1 ) z
— — X —
2 a0 Pz sin(2)

1 1 1—
Cos (—) , Zsin (—) , tanh(z), —C,OS(Z)
z 2 exp(2iz) — 1

Soluzione.

exp(z) — 1

e La funzione f(z) = ¢ olomorfa in C\ 0. f hain zy = 0 una

singolarita isolata. Dall’essere
lim /(2) = = limfexp(z) — 1] = 0
segue che zg = 0 €& una singolarita eliminabile.
e Lafunzione f(z) = 1/2* hain zy = 0 una singolarita isolata. Dall’essere
i{rg) flz)zt=1
segue che zp = 0 ¢ una singolarita polare di ordine 4.

e La funzione f(z) = ¢'/** ha in 2y = 0 una singolarita isolata. Dimostro
che non esiste lim, o | f(2)|. Infatti

lim | f(2)] = lim exp(1/2?) = +o00; lim | f(iy)| = lim exp(—1/y?) = 0.
T— T— y— Yy—

Pertanto
limiglf |f(2)| = 0; limsup|f(2)] = +oc.
z— z—0

Quindi zp = 0 e una singolarita essenziale per f.

z

e La funzione f(z) = — B ha in 2z, = km, k € Z, delle singolarita
sin(z
isolate. Dall’essere
: .2
fi 12) 2 = Iy 5y =0

segue che zg = 0 € una singolarita eliminabile per f. Sia k # 0. Risulta

lim f(2)(z — 2z) = lim ; = (—1)Fz, #0.
Z—2Zk Z2—2k bln(z)_sul(zk)
Z—2

Ne segue che f ha in z; # 0 un polo del primo ordine.
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1
e La funzione f(z) = cos (—) ha in zp = 0 una singolarita isolata. Dimo-
z

stro che non esiste lim, o |f(z)|. Infatti lungo la direzione z = x non
esiste

1
li =li =)
lim | f(2)] = lim | cos(~ )]
Pertanto zy = 0 e una singolarita essenziale per f.

1
e La funzione f(z) = zsin (—) ha in zp = 0 una singolarita isolata.

Dimostro che non esiste lim, o |f(2)|. Infatti

lim | f(2)] = lim | sin(~)| = 0;
el/y — efl/y ]_ — 672/?/
1; . — — 1/y _
g M= gy [T | = i ve T =

Pertanto zy = 0 ¢ una singolarita essenziale per f.

e La funzione f(z) = tanh(z) = sinh(z)/cosh(z) ha in z, = (2k +
1)mi/2, k € Z, delle singolarita isolate. Fissato k € Z, 2, € uno ze-
ro del primo ordine per cosh(z) e sinh(z;) # 0. Pertanto z; ¢ uno zero
del primo ordine per 1/f e quindi ¢ un polo del primo ordine per f.

1—
e La funzione f(z) = L(Z) ha in 2z, = k7, k € Z, delle singolarita
exp(2iz) — 1
isolate. Fissato k € Z, z9p = 2km € una singolarita eliminabile per f.
Infatti
1—
lim f(z) = lim L(Z)
Z—2ok Z—29k exp(?zz) — ].
sin(z)

_ ladiDe L'Hopital) lim ——22)
(regola di De L'Hopital) Z_Ig;k 2iexp(2iz)

Fissato k € Z, zop41 € uno zero del primo ordine per exp(2iz) — 1 e
1 —cos(zap41) # 0. Pertanto zox41 € uno zero del primo ordine per 1/ f
e quindi ¢ un polo del primo ordine per f.

2.6.8

Se f(2) e g(z) hanno entrambe un polo per z = z, segue, in generale, che
f(2)g(z) ha un polo nel punto z = z,? Cosa si puo dire della funzione

f(2)/9(2)?
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Soluzione. Sia C'={z: |z — 29| < p} e siano f, g olomorfe in C' — {z}.
Supponiamo che f abbia in zy un polo di ordine n > 1 e che g abbia in zj
un polo di ordine m > 1. Allora, in C' — {2}:

f(z) = (zh—(z)o)”’ h(z) olomorfain C;h(z) # 0;
g(z) = e ]i(z()))m, k(z) olomorfain C;k(zy) # 0
Quindi, in C' — {z}:
f2)gle) = T

Ne segue che esiste finito

lim f(2)g(2)(z — 20)""™ = h(z0)k(z0) # 0

zZ—20

cioe zg € un polo di ordine n + m per fg.

In C' —{2}:
F&) G
g(z)  k(z) ’
Sem >n 12
g "

pertanto f/g ha in 2z, una singolarita eliminabile ( € uno zero di ordine m—n).

Semen £) _ hiz0)
. z 20
lim —= = —= #0
A9 T k) T
pertanto f/g ha in zy una singolarita eliminabile.

Sem <n
f(2)

lim 252 (2 —
20 g(2) S

pertanto f/g ha in zg un polo di ordine n — m.

o = M)

2.6.9

Se f(z) e g(z) hanno entrambe una singolarita essenziale per z = zj, segue,
in generale, che f(z)g(z) ha una singolarita essenziale in z = zy?

Soluzione. No. Si considerino, per esempio, le funzioni f(z) = e'/* e
g(z) = e"'?. Entrambe hanno in z, = 0 una singolarita essenziale; perd
f(2)g(z) =1 & olomorfa in tutto il piano complesso.
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2.6.10
Sia
d(w) = inf |exp(1/z) —wl.
0<|z|<1

Dimostrare che d(w) ¢ olomorfa in C.

Soluzione. d(w) € una funzione a valori reali. Le uniche funzioni a valori
reali che sono olomorfe sono le costanti. Dimostro che d(w) e costante.

Per ogni w € C fissato, la funzione f(z) = exp(l/z) —w hain z = 0
una singolarita essenziale. Infatti, lo sviluppo in serie di Laurent di f in un
intorno incompleto di zy = 0 e dato da

+00 1
f2)=(1—w)+) EIk
k=1 ’

Quindi, per i teoremi di caratterizzazione delle singolarita essenziali:

liminf lexp(1/2z) —w| =sup inf |exp(1/z) —w| =0,
2—0 r>0 0<|z|<r
cioe
inf |exp(l/z) —w|=0,Vr >0
0<|z|<r

e quindi d(w) = 0, Yw € C.

2.6.11

Siano f(z) e g(z) due funzioni intere, non identicamente nulle, tali che
If() <lg(2)], Vzel

Cosa si puo dire della funzione f(z)/g(2)?

Soluzione. Se g non e identicamente nulla, allora ha solo zeri isolati che
sono singolarita isolate per la funzione f/g. Dall’ipotesi si ha che

’f (2)
9(2)
Ne segue quindi che f/g ha solo singolarita eliminabili cioe 3 p(z), intera,
tale che

f(2)

ole) = 9(2)

© ¢ una funzione intera e limitata in modulo. Per il teorema di Liouville ¢
costante ovvero

<1 VzeC :g(z)#0.

VzeC :g(z) #0.

f(z)=cg(z) VzeC.
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2.7 Singolarita isolate 2
2.7.1
Siano f(z) e g(z) olomorfe in A e sia zy € A, con g(z) # 0. Dimostrare che la

. . z . . R .
funzione razionale —— ha in zy un polo oppure una singolarita eliminabile.

9(z)
Soluzione. Se g(zy) # 0 allora esiste finito lim ) = @. Quindi
=0 9(2)  g(20)

/() ¢ olomorfa in zp.
9(z)

Se zg € uno zero di ordine m > 1 per g e f(zy) # 0 allora 2y € un polo di
ordine m per f(z) Infatti, dall’essere

9(2)

9(2) = q1(2)(z = 20)™, 2 € L,, con gi(z0) # 0

segue che esiste finito e non nullo

Sia zg uno zero di ordine m > 1 per g i.e.

9(2) = (2 = 20)"1(2), con g1(z) # 0

e sia uno zero di ordine n > 1 per f i.e.

f(z) = (2 = 20)" f1(2), con fi(zo) # 0.

Se m < n, zy € una singolarita eliminabile per fEZ; . Infatti esiste finito
g(z
0 sen>m
lim ) = lim @(z —20)"" < fi(20)

#0 sen=m

=0 g(2) 2 () 91(20)

f(2)

. Infatti esiste finito
9(2)

Invece se m > n, zy € un polo di ordine m — n per

e diverso da zero

m-n _ 1im fl(z) — fl(z(])
= e Rl e R
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2.7.2

Dimostrare che se f(z) ha in z = 2 un polo, allora la funzione e’ (*) ha in 2,
una singolarita essenziale.

Soluzione. Supponimo che l'ordine del polo sia m > 1. Quindi, in un
intorno incompleto di 2y, si ha

fi(2)

(z — 20)™’

f(z) =

z2:0<|z—2| <0

con fi(z) olomorfa in {z : |z — 2| < 6}, fi(z0) = a—, = A # 0. Poniamo
A =|Ale". Siha lim e fi(z) = |A| #0.
z—20
Dimostriamo che non esiste lim |e/®)| ciod z, & una singolarita essenziale
2—20

per e/ (),

Introducendo un sistema di coordinate polari z = z, + pe' si ottiene, per
O<p<del<O<2m,

f(z) = f(z0+ pe) = fi(z)p e ™ = p" (e e ™) f1(2),

Consideriamo la direzione l; : z = 2z + pem/ ™ Si ha

; , A
lim f(z) = lim f (2 + pe'®/™)e " p™™ = u = 400.
Zz_€>lz10 p—0 ot
Quindi
lim e/ = 400.
Z€l10

Consideriamo la direzione Iy : z = 2 + pe'@+™/™ Si ha

lim f(z) = lim fy(zg + pe'l*+m/m) et
ZEIQO p—0
— i(atm)/my —ia —m _ Al
= }g%fl(zo—i—pe Je " pT = o =

Si ottiene che

lim |e/®)] = 0.
z2—20
z€la
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2.7.3

Studiare il tipo di singolarita delle seguenti funzioni e, nel caso di singolarita
isolate, calcolarne i residui:

1
i) () = 3 i) 1) = g
i) () = = ) f(2) = =5
1 az

VIE) = vi) f(2) = 1o e R

1 4

vit) () = £ vii) f(z) = (WEEL

z 1

- , — cot S

ir) f(2) o (;1) x) f(z) = cotg(z) .

1 1

x7) f(z):m; xit) f(z) = zcos <z—|—l)

2 1/(z=1)
wiii) f(z) = Sin’j - viv) f(z) = ez —

Soluzione.
i) Sia f(z) = % f ha in z = 0 una singolarita isolata. Lo sviluppo di

Laurent di f in un intorno incompleto di z = 0 & proprio

1 0 0 1 0
_:,,,+_4+—3—|——2+—+0—|—02+..--
22 z z z z

Pertanto z = 0 & un polo del secondo ordine e Res(f,0) = 0.

i1) Sia f(z) = ZQi T I punti z = +i sono singolarita isolate per f. Risulta

lim £(2)( — i) — % Clim f(2)(z +1) = %

zZ—1 Z——1

Pertanto i punti z = £i sono poli del primo ordine per f e Res(f,i) =
Res(f, —i) = 1/2.

. I punti z = 44 sono singolarita isolate per
Gri2G—q2 P & P

iii) Sia f(z) =
f. Risulta

lim £() (= = i) = = lim f(2)(z +3)? = -

(&}
z2—1 4e’ Zz——1 4
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Pertanto i punti z = 44 sono poli del secondo ordine per f e

Res(f,i) = limi [f(z) (z — 2)2] - —

z—i dz 2¢’
Res(f, —i) = Zlirr_li diz [f(z)(z + Z)Q] = 0.

-1
iv) Sia f(z) = © -—- # =0 & una singolarita isolata per f. Dall’essere
z

lim f(z) 2* =1

z—0
segue che z = 0 e un polo del secondo ordine per f. Pertanto

o d . efz—e" 41 1
Res(f,0) = hm_[f(z) Zz] Sk

2—0 dz z

v) Sia f(z) = ———. I punti z; = km, k € Z, sono singolarita isolate per
zsin z
f. Si ha
z
li 2 =i =1
) f(z)z ) sin(z)

Segue che zy = 0 ¢ un polo del secondo ordine per f e

sin(z) — z cos(z)

. d 2 :
Res(f,0) = ili% - [f(z) z ] = llir(l) Sn( ) 0.
Inoltre, dato che, per k # 0,
. . 1 1 (=D*
z—2z)
: : : : : —1)*
i punti z; sono poli del primo ordine per f e Res(f, zx) = T
™

oz

vi) Sia f(z) = %, a € R. Tpunti z;, = (2k+1)7i, k € Z, sono singolarita
eZ
isolate per f. Si ha

e ek
1 — —_= i _— = — X2k
lim f(2)(2 —z) = Iim = = - = —e
2=z

Quindi i punti zx = (2k + 1), k € Z, sono poli del primo ordine e
Res(f, z) = —e“**.
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vii) Sia f(z) = cos(m2) . z = —1 ¢ una singolarita isolata per f. Dato che
(z+1)*
limlf(z)(z +1)* = —1,
z = —1 & un polo del quarto ordine per f e
1B a1 .. &
Res(f,—1) = 3 Zlirgl pEd [f(z) (z+ 1) = 3 Zlirgl e cos(mz) = 0.
N (log 2)* . . .
vitg) Sia f(z) = e La funzione f ¢ olomorfa in C — {{z : §(z) =
z
0, R(z) < 0} U{zxi}}. I punti z = +i sono singolarita isolate per f.
Risulta
_ o (log(i)t  wt L (log(=i)*
lim f(2)(2—1) = === = =350 lim_f(2)(a40) = —o= = 550,

Quindi z = +¢ sono poli del primo ordine per f e

4 4
Res(f,i) = —;T—z'; Res(f, —i) = §—2z
iz) Sia f(z) = —Z . La funzione f & olomorfa in C — {{zx = -1+
sin z+1
1/(km), k # 0} U{zo = —1}}. I punti z; sono singolarita isolate per
f. 20 = —1 non e una singolarita isolata dato che klim 2L = Zp.
——+00
Dall’essere
lim f(2)(z — 2,) = lim © = — Z’fl -
k k sin (2_}4) —sin (T{Fl) [E S1n <Z+1)] .
Z2—2z)
km—1
& = (D) (o 17 = (1P
-1 cos( 1 ) k37
(Zk-l-l)2 zp+1
i punti z; sono poli del primo ordine per f e Res(f, zx) = (—1) 153
T
z) Sia f(z) = cotg(z) — 1/z. I punti zx = km, k € Z, sono singolarita isolate

per f. Se k # 0,

: o cos(z) 1 B
Zhjglk f(2)(z—2z) = Zlgl;lk (—Sin(z)_sin(Zk) — ;(z — zk)) =1.
z—2k
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Quindi i punti z, k£ # 0, sono poli del primo ordine per f e Res(f, zx) =
1. Dato che

[cos(z)

sin(z)

—@:0

lim f(z)z = lim

z—20 z—20
il punto zy = 0 & una singolarita eliminabile per f e Res(f,0) = 0.

R B 1
zi) Sia f(z) = =1

per f. Risulta

. I punti 2z = 2kmi, k € Z, sono singolarita isolate

lim f(z) 2% = 1.

Z—20

Quindi zg = 0 & un polo del secondo ordine per f e

. d . e —1—ze 1
Res(f,20) = lim 72 [£()2°] = Jim === =5
Se k #£ 0, si ha
1 1 1 7
I — ) = i _ b
Ziglk &)z =) ZLHZlk 2 €= ikk 2p€%* 2 2km

Pertanto i punti zi, k # 0, sono poli del primo ordine e Res(f, z;) =
0

2kr

1
zii) Sia f(z) = zcos pors
f. Dall’essere, per |z + 1| > 0,

o8 <z i 1) =2 ((;ilz;! (= +11)2h

h=0

1). Il punto z = —1 ¢ una singolarita isolata per

si ottiene il seguente sviluppo di Laurent di f in un intorno incompleto
di z=—-1:

f(z):(z+1)cos<zi1> —COS<2i1> =

(D" 1 G LR T
(2R)! (z 4 1)1 % (2R)! (z 4 1)%k _kz_l (z+ 1)k

i
o

dove ag, = (—=1)"1/(2R)!; agn_y = (=1)"/(2h)!, h > 0. Quindi z = —1
1

¢ una singolarita essenziale per f e Res(f, —1) = —5
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22
viii) Sia f(z) = —— La funzione f & olomorfa in C — {{z, = —1 +
1/(km), k#0}U {zo —1}}. I punti z; sono singolarita isolate per f.
2o = —1 non ¢ una singolarita isolata ma ¢ un punto di accumulazione
per le singolarita {z;} dato che khm 2k, = zo. Dall’essere
—
2 2
lim f(2)(z—2)* = lim - 5 = %k 5
z—2zy z—2 ) ) ) 1 d - 1
sin <ﬁ> —sin (Zlcﬁ) [E Sin <Z—+1>:| e
Z—2Z
22 (km —1)?

= 5 = zz(zk + 1)4

1
(i cos (%))

i punti z; sono poli del secondo ordine per f . Quindi,

d (z(z—2) 2_. 2(z = ) dz(z_zk)
Res(f, zx) = hm—<—1> - hm2< 1 )dz sin -

a=adz \osin sin P

T bg6

Tenedo presenta l'esercizio iz),

kr —1 - dz(z—zk):

3.3 ]
k373 2—z dz  sin +1

Res(f, z1,) = 2(—1)*

ol/(z—1)
ziv) Sia f(x) =

La funzione f ¢ olomorfa in C\ {1,2}. Dato che

hné f(2)(z—2) = liIr%el/(Z_l) =e

z =2 & un polo del primo ordine e Res(f,2) = e.

Il punto z = 1 e una singolarita essenziale per f. Infatti non esiste

lirq |f(2)| dato che

1 | el/(z_l) 1 ! el/(a:—l)
| . o L .,
A @)l = i |75 = oo fim @) = Jim 1=

Per determinare il residuo scriviamo lo sviluppo in serie di Laurent di
f in un intorno incompleto di zyg = 1. Nel nostro caso

1/(z—1)
¢ Z e —1]>0;

1 1

z—2:_1_(z_1):—2(z—1)k, z—1] <1

k=0




Fravia LANZARA 87

e le serie convergono assolutamente. Il prodotto alla Cauchy delle due

1/(2—1)
serie ha per somma la funzione ¢ nell'insieme 0 < |z — 1| < 1:
Z J—
oo k o k 1
:_Zzhlz_l (z=1)" Zzh!(z_l)%—k
k=0 h=0 k=0 h=0
oo oo oo 1
_ _ k
——ZZM zhk——Z(Z—U _Zzh!(z_l)%—k'
h=0 k=h k=0 h=1 k=h

Dato che il residuo ¢ il coefficiente di 1/z, a noi interessano gli indici
h,k:2h —k =1 cioe k = 2h — 1. In tal caso

(e o]

Res(f, 1) Z = —e+ 1.

h=

2.74

Calcolare, con il metodo dei residui, i seguenti integrali:

d
a) /—Z, dove v: |z] =2;
1
+

2 _
’YZ

2
zZ
b dz, d : =3;
) / Frne_g dove 7:k

i 1
¢) / Mdz, dove ~: |z] =3;
+v Z(Z+1>

1
d) / ,(Z+ ) dz, dove 2| =3
4oy Sin(2 4 1)
e) / Z dz, dove 7: |z|=2
) V! -
+ry B+ 2)(2+1)
f) / - dz, dove |z =2
Y Vv -
+y (B 2%) (2 — 30)
9) / dz , dove |z — 2i| =2
+y &t
dz

Soluzione.
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a) Sia D = {z: |2| <2} esia f(2) = T I punti +1 sono dei poli del
Z —
primo ordine per f e appartengono a D — dD. Quindi, per il teorema

dei residui,

F(2)dz = 2mi[Res(f, 1) + Res(f, —1)] = 2l — =] = 0.
+6D 2 2

2
: . z
b) Sia D = {z: |z| < 3} esia f(z) = Er D=2
dei poli del primo ordine per f e appartengono a D — dD. Quindi, per
il teorema dei residui,

. I punti £7 e 2 sono

f(z)dz = 2mi[Res(f, 1) + Res(f, —i) + Res(f,2)]

+0D
) ) 4
— i %) = omi.
Tl Y ary T5 T
) Sia D = {z: |2 < 3} esia f(z) = 2TV 1 pinioe 1
C 1a = 12 ! |7 € Sla Z) = ———. until e —1 sono
- z2(z+1) P

singolarita isolate per f e appartengono a D—90D. 0 e un polo del primo
ordine per f mentre —1 ¢ una singolarita eliminabile (Res(f, —1) = 0).
Quindi, per il teorema dei residui,

f(2)dz = 2mi[Res(f,0) + Res(f, —1)] = 2miRes(f,0) = 2misin(1).
+0D

. . . o oz(z+1)
d) Sia D ={z:|z| < 3} esia f(z) )
sono singolarita isolate per f. Solo i punti zp = —1 e 2, = 7 — 1
appartengono a D — dD. z, ¢ una singolarita eliminabile (Res(f, zp) =
0), z1 € un polo del primo ordine per f. Quindi, per il teorema dei

Apunti zp =kn—1, k€ Z,

residui,
(2)dz = 2mi[Res(f, z1) + Res(f, z0)]
+0D
= 27miRes(f, z1) = 2mi[n(1 — 7)] = 27%[1 — 7]i.
2
e) Sia D = {z: |z] <2} esia f(z) = SIS punti —5 e —i sono

(5+2)(z+1)
singolarita isolate per f. —5 & D; —i € D — 0D ed & un polo del primo
ordine per f. Quindi, per il teorema dei residui,

: . 1 2mi T ,
o f(2)dz = 2miRes(f, —i) = 27m(2, — 5) =5 = 1—3(1 — 5i).
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ZZ

f) Sia D = {z: |z] <2} esia f(z) = 510G _3) I punti +v/5i e

3i sono singolarita isolate per f e non appartengono a D. Dato che
feC’D)NH(D - 0D), per il primo teorema integrale di Cauchy:

f(z)dz = 0.
+D

g) Sia D = {z:|z—2i] <2} esia f(z) = 1 Ipunti z, = (2k+1)7mi, k €
eZ
Z, sono singolarita isolate per f. Solo il punto zg = 7w € D — 9D ed ¢

un polo del primo ordine per f. Quindi, per il teorema dei residui,

f(2)dz = 2miRes(f, mi) = —2mi.
+0D

h) Sia D ={z: |z| <2} esia f(z) = . I punti 2, = &4, k € Z, sono

sinh(2z)
singolarita isolate per f. I punti 2y = §i,20 = 0,2y = =51 € D — 0D

e sono poli del primo ordine per f. Pertanto, per il teorema dei residui,

f(2)dz = 2mi[Res(f, z1) + Res(f, z0) + Res(f, z_1)]
+D

1

2| 1+1 ] :
=2mi|—=+ = — =| = —T7L.
2 2 2

i) Sia D = {z: |z| < 2} esia f(2) = tg(z). I punti 2, = § +km, k € Z, sono
singolarita isolate per f. zg = 7/2, 2.1 = —7w/2 € D — 9D e sono dei
poli del primo ordine per f. Quindi, per il teorema dei residui,

f(2)dz = 2mi[Res(f, z0) + Res(f, z_1)] = 2mi[—1 — 1] = —4mi.
+v

2.7.5

Calcolare i seguenti integrali:

exp(2)
/ Tk dz
1+8Q

al variare di k € Z, essendo @ = {z € C: |z| < 2};

/+aQ %dz
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al variare di k € Z, essendo Q = {z € C: |R(2)| < 4; |S(2)] < 4}.

Soluzione. Sia Q = {z € C: |z| < 2} esia fi(z) = explgz). Se k <0,

la funzione f; € olomorfa in tutto il piano complesso. Per il primo teorema
integrale di Cauchy:

fr(z)dz=0, k<0.
+0Q

Sia £ > 0. Il punto z = 0 ¢ un polo di ordine k per fi. Per il teorema dei
residui si ha

» 27
0 fr(2)dz = 2miRes(f,0) = o1 k> 0.
S0 Q = = € €1 R < 4 8 < 1) e sia () = 20 s

k < 0, la funzione f; e olomorfa in tutto il piano complesso. Per il primo
teorema integrale di Cauchy:

fr(z)dz=0, k<0.
+0Q

Sia k£ > 0. Il punto z = 7w ¢ un polo di ordine k per fj. Per il teorema dei
residui si ha

oo fr(2)dz = 2miRes(fy, m) == =

1 [ dk1

COS 2
dzk-1 }

Z=T

[ (=1)®D2cosm Kk dispari [ (=1)**V/2 [ dispari
N (—=1)*2sin7 k pari 0 k pari

2.8 Teorema dei Residui

2.8.1

Studiare che tipo di singolarita e il punto z = oco nei seguenti casi
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) z
a
2241
1 1
by 1— -+ —
) ot
C) 2281/2,
1
d
) 22417
6
e) ,
(z2+1)(22—4)
1
/) sinl/z’
Soluzione.
a) Sia f(z) = 221 T Per |z| > 1 si ha
1 1 1 & >
f(z)_zl—Fl/ZQ_Zk ; 2k+1

Quindi nello sviluppo di Laurent in un intorno incompleto di z = oo
si ha Q. (z) = 0 (parte singolare). Ne segue che z = oo & un punto
regolare e si ha Res(f,00) = —1.

1 1
b) Sia f(z) =1 — -+ —. Quindi nello sviluppo di Laurent in un intorno
z oz

incompleto di z = oo si ha la parte singolare Q.(z) = 0 e la parte

regolare

1 1
Poo(z):1—z+§, |Z|>O

Ne segue che z = oo & un punto regolare e si ha Res(f, o00) = 1.

c) Sia f(z) = z%eY*. Per |z| > 0 si ha

21/z —
Zklzk 3~ +Z+Z h_|_2lzh

Quindi nello sviluppo di Laurent in un intorno incompleto di z = oo si
ha la parte singolare Q. (z) = 2% + z e la parte regolare

hzo h—|—2 lzh’



92 Esercizi di Analisi Complessa con Soluzioni

Ne segue che z = oo ¢ un polo del secondo ordine e si ha Res(f,00) =

1

6

. Per |z| > 1si ha

d) Sia f(z) =

2241

1 1 —1)*
0= Brrim =2

Quindi nello sviluppo di Laurent in un intorno incompleto di z = oo
si ha Qx(z) = 0 (parte singolare). Ne segue che z = oo ¢ un punto
regolare (¢ uno zero del secondo ordine) e Res(f,00) = 0.

26

°) Sia f5) = )
la natura del punto ¢ = 0 per la funzione ¢(¢) = f(1/¢). Si ha che

. — i CG
%13(1) Ce(¢) = %E% CO(C2+1)(1 —4¢?)

. Per studiare la natura di z = oo studiamo

—140.

Quindi ¢ = 0 e un polo del secondo ordine per . Ne segue che z = 0o
e un polo del secondo ordine per f. Per calcolare il residuo, scriviamo
lo sviluppo di Laurent in un intorno incompleto di z = co. Si ha

28 a2y 12+ 1322 342 1 n 64
(22 4+ 1)(22 — 4) (22 +1)(22 — 4) 5(22+1)  5(22—4)
1 1 64 1 o= (—1)F 64 o 4F
=34 34224 —
T2 51— 0T TS 2;; TR L

lem 1
=342+ 5 Z S2k+2 ((=1)F +4%*9).
k=0

Quindi Res(f, 00) = 0.

1
) Sia f(z) Sni/z La funzione ¢(¢) = f(1/¢) e ha in ( = 0 un
polo del primo ordine, dato che
g%woczx

Quindi z = oo € un polo del primo ordine per f.
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2.8.2
Calcolare
/ 3z+1
——dz,
+v Z(Z - 1)3
con 7 : |z| = 2 orientata nel verso antiorario,

a) applicando il teorema dei residui in domini limitati ;
b) applicando il teorema dei residui in domini illimitati.

Soluzione. 5 .
a) La funzione f(z) = (2——+_1)?) ¢ olomorfa in C\ {0, 1}. Il punto zp =0
z(z —
e un polo del primo ordine per f e si ha
3z+1 3z +1
Res(—————,0) = lim ———— 2z = —1.
es(z(z — 1) ) 00 z(z—1)3 :

Il punto z; = 1 € un polo del terzo ordine per f e si ha

3z+1 1 d?  3z+1
T Y S lm (2T
Res(z(z—l)?” ) 201 d22(2(2—1)3 (2

—1®*) =1
Posto D = {z : |z| < 2}, si ha 29,2, € int D. Applicando il teorema dei
residui alla funzione f in D si trova

AaD Z(Bj—jll)ii dz = 2mi(Res(f,0) + Res(f,1)) = 0.

b) Applichiamo il teorema dei residui alla funzione f nel dominio illimitato
D={z:]|z| > 2}:

3z +1
——  dz = 2miRes(f, 00).
J i1 f2<)

B+
(1—=¢)
Quindi z = oo e uno zero del terzo ordine per f. Il valore del residuo negli
zeri di ordine superiore al primo & zero: Res(f,00) = 0. Quindi

3 1 3 1
/ Lgdzz_/ Lgdzz()‘
4y 22— 1) vop (2 — 1)

¢ = 0 & uno zero del terzo ordine per la funzione ¢(¢) = f(1/() =
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2.8.3

Calcolare

3
z
= g,
[r7224+1

con v : |z| = 1 orientata nel verso antiorario,
a) applicando il teorema dei residui in domini limitati ;
b) applicando il teorema dei residui in domini illimitati.

3
Soluzione. a) La funzione f(z) =

Si ha

TATT ¢ olomorfa in C\ {z* = —1/2}
2z

a_ V1 ionm L %m0 1.9.3,

TAR= 0

2 2 2

Quindi f e olomorfa in C\ {2, 21, 22, 23}. I punti 2,k = 0,1, 2,3 sono poli
del primo ordine per f e si ha

3 22 (2 — 2) 1 3z 1
[ — = lim ——~ = de ’'Hopital = li —— — ] = —.
Res(gsigoa) = lim 5 = de PHopital = lim (2 82 ) 8

Posto D = {z : |z| < 1}, si ha 2z, € intD, k = 0,1,2,3. Applicando il
teorema dei residui alla funzione f in D si trova

3 3
z 1
dz=2riY R —Omid= =i,
L8D224+1 z wzkzo es(f,z) =2mi g =i

b) Applichiamo il teorema dei residui alla funzione f nel dominio illimitato
D={z:]z| > 1}:

3
z .
/+8D 5T 1 dz = 2miRes(f, 00).

= 0 & uno zero del primo ordine per la funzione p({) = f(1/() = #

Quindi z = oo € uno zero del primo ordine per f. Il valore del residuo negli
zeri del primo ordine ¢ dato da
f(1/¢) S 1

Rt ) = = i S92 = g L =l ==

Quindi

23 23
———dz = — dz = mi.
[ﬂ224—|—1 [Fap224+1
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2.8.4

Calcolare

1/(z-1)
/ ° dz,

con v : |z| = 4 orientata nel verso antiorario,
a) applicando il teorema dei residui in domini limitati ;
b) applicando il teorema dei residui in domini illimitati.

ol/(z-1)

Soluzione. a) La funzione f(z) = ha nel dominio D = {z : |z| <

4} due singolarita isolate nei punti z =1 e z = 2. Applicando il teorema dei
residui nel dominio D si ha

ol/(-1)
/ dz = 2mi(Res(f, 1) + Res(f,2)).
4yop % —2

Nell’esercizio 7.3 abbiamo calcolato
Res(f,1) = —e+1; Res(f,2) =e.

Quindi, dato che +v = 40D,

ol/(z—1)
/ dz = 2m1.

b) Il punto z = oo & uno zero del primo ordine per la funzione f(z) =
/(1)

dato che ¢ = 0 ¢ uno zero del primo ordine per ¢(¢) = f(1/¢)

(e/(1=0)

ﬁ. Il valore del residuo negli zeri del primo ordine ¢ dato da

Resrio0) = = i 6)2 =~y 080 =~ -

Quindi, applicando il teorema dei residui nel dominio illimitato D = {z :
|z| > 4} si ottiene

ol/(z-1)
/ dz = 2miRes(f,00) = —2mi.
+op % — 2

L’orientamento +0D e quello orario. Dato che —9D = ++ si ritrova quindi
che il valore dell’integrale richiesto ¢ —2m .
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2.8.5

Calcolare il seguente integrale:

/+oo cos(az) — cos(bx)

12

dx; a,b> 0.

elaz _ bz

Soluzione. Si consideri la funzione f(z) = esia D, p={z €

2
C: r<|z| <R, Im(z) >0}, 0 <r < R. Per il primo teorema integrale di

Cauchy
/ f(z)dz = 0.
+6D’I‘,R

D’altra parte questo integrale ¢ uguale alla somma degli integrali lungo i seg-
menti [—R, —r]; [r, R] e le semicirconferenze C, = {z € C: |z| = r,Im(2) >
0}eCr={z€C:|z| = R,Im(z) >0} . Posto

R _iax _ ibx —r iar __ ,ibx
Li(r, R) =/ %dw; [2(r,R):/R %dﬂf;

™ eiaReiG . ez‘bReiG ' ™ eiaRew o eibRei‘)
I3(R) = f(2)dz = — Rie'dh = : idb;
RZ 201 R 10 )
+Cp 0 € 0 €

0

T iaret? ibret? T ,iare ibret?
e — e L e — e X
[4(7’) = (Z)dZ = / Tmede = / 72619
+C, 0 r<e 0 re

(l'orientamento positivo su C,. e Cg & quello subordinato dall’orientamento
positivo su 0D, g) si ha

Li(r,R) + Iy(r, R) + I3(R) — I4(r) = 0. (7)

Risulta

cos(ax) — cos(bx) s

R
Il(T,R>+IQ(T,R):2/T 1‘2

2
Inoltre, dall’essere |I3(R)| < % segue che Rlim I3(R) = 0. Posto

——+00

iare’® __ibret?

o(r,0) = i,r>0; #0,0)=b—ua

ret
la funzione ¢(r, 8) & continua in [0, 0] x [0, 7], ¢ > 0, e si ha

lim 6(r.6) = 6(0,6) = b—a, 6 € [0, ].
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Per la continuita delle funzioni definite da integrali:

lim I,(r) = I4(0) = /Oﬂ ¢(0,0)d0 = (b —a).

r—

Quindi, da (7), per r — 0 e R — +00,

[ ) et (e
0 2

12

2.8.6

Calcolare il seguente integrale:

/+oo d!L‘
o (@24 1)
1

(22 41)2
0}, R > 1, applichiamo il teorema dei residui a f nel dominio Dg. Si ha

Soluzione. Posto f(z) = e Dp = {2z € C: |z] < R]Im(z) >

/+8DR f(z)dz = 2miRes(f, i) = 2mi( — Z) =5

Parametrizzando 0Dg, si ottiene

R dx ™ Rie'
2 5+ 2.2i0 2d9:
_p (@2+1) o (R%e?0 +1)

bo|
—~
oo
~—

Risulta

i Rieie 4 R 7TR R—oo
e 0] < ) = :
'/o (R0 1172 '-/0 R ST

Pertanto, per R — +o0 in (8),

/+°° dx .
e (2241227
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2.8.7

Calcolare il seguente integrale:

+o0 172
dx
/0 (22 4+ 9) (2% 4+ 4)?

ZQ

Drp = C : <
Erorae c PRl eCills
R,Im(z) > 0}, R > 3, per il teorema dei residui si ha (......)

Soluzione. Posto f(z) =

13 ™

/+ )i = 2rilRes(f, i) + Res(f,20) = 2772[%1’ — i = o

Parametrizzando 0Dpg, si ottiene

R 1'2 s R2 2160 0 T
d . . edl) = —.
/ @@ aE T /0 (2 4 0) (e + 4y e TR

Risulta
R2 2160 i
‘/ R2e219—|—9 R2€2w+4)2Rze o) <

7TR3 R—o0
/o (7 9><R2 "= m gm0

Pertanto, per R — +o0 in (9),

400 ]32 1 e $2 T
de = - de = —.
. @2 9@ 42 T2 @@+ 427 T 200

2.8.8

Calcolare il seguente integrale:

+o0 2
o r*+1

22

g Pr=1{eC:lzl < Rim(z) 2
0}, R>1, z0:<1+i)/\/§ezl (— 1+Z)/\/_, per il teorema dei residui si

Soluzione. Posto f(z) =

. ] . _
[raDR f(2)dz = 2mi[Res(f, z0) + Res(f, 21)] = 2m[4—ZO + 4_21] _ E
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Parametrizzando 0Dpg, si ottiene

R 1,2 s R326219 T
d ——df = —. 1
/Rx4—|—1x+/0 R 17~ 2 (10)

Risulta

T R3je%? T R3 TR R
——df| < df = )
|/0 Riet0 4 1 ’_/0 RA—1 RY—1 0

Pertanto, per R — o0 in (10),

+o0 I2 1 +o0 I2 T
1 de = - dr = ——=.
o rt+1 2/, a*+1 21/2

2.8.9

Calcolare il seguente integrale:
/‘+oo dx
e T2+ 1

1
2. Pr= {z€C:|z] < R,Im(z) >

0}, R>2ez = (—14+/3i)/2. Per il teorema dei residui si ha (

Soluzione. Siano f(z) =

/H)DR f(2)dz = 2miRes(f, z1) = 2mW — %

Parametrizzando 0Dg, si ottiene

R dr T R 0 o
_ 4 . df = —. 11
/_Rx2+x+1+/0 R2e20 + Ret 4+ 1 V3 (11)
Risulta
T R TR R—00
d| < df = 0.
‘/ R26229+Re’9+1 ’_/0 RR—R-1 RR—R-1

Pertanto, per R — +oo in (11),

/+°° dz _ 2n
o 2+l 3
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2.9 Ancora Integrali
2.9.1

Calcolare il seguente integrale:

/271' do
o 4cosf+5

0

Soluzione. Con la sostituzione z = e, si ottiene

/27r _ f(2)dz
0

4cosf+5 - Sy
7

22245242
Per il teorema dei residui applicato a f del dominio D = {z € C: |z| < 1},

dove +7 : |z| = 1 orientata nel verso antiorario e f(z) =

, —1 2
Av f(z)dz = 2miRes(f, 7) =3

2.9.2

Calcolare il seguente integrale:

/27r do
o (cosf+2)2

Soluzione. Con la sostituzione z = e?, si ottiene

2T do
/0 (cosf+2)2 /., (2)dz

. . . 4i z
dove +7 : |z| = 1 orientata nel verso antiorario e f(z) = T
z z

Per il teorema dei residui applicato a f del dominio D = {z € C : |z| < 1},

—22') B 47

f(2)dz = 2miRes(f, —2 + V/3) = 27Ti< 35

+v 3\/§

2.9.3

Calcolare il seguente integrale:

+o00 2ix
e
/ dx
oo 1422
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e Dp ={2 € C: |z]| < R/Im(z) >

21z

Soluzione. Siano g(z) = 1122
z

0}, R > 1. Per il teorema dei residui applicato a e**¢(z) in Dg,

-2

/ e*?g(2)dz = 2miRes(e*?g(2),1) = 2m<e_'> ==
+0Dpg

Parametrizzando +0Dpg ('orientamento positivo e quello antiorario),

/R n +x2d:v—|—/0 e g(Re™)iRe" df) = = (12)
Risulta
" 2iRei? 00 1210 TR TR po
Re")iRe™df| < df = — 0.
[ e gmeyinetin) < [ s -

Pertanto, per R — +oo in (12),

400 e?ia: T
de = 5
oo 14z e

294

Calcolare il seguente integrale:
“+oo
/ cos T .
oo P21

1
Soluzione. Siano g(z) = 2 ¢ Dr ={2€ C:|z| < R/Im(z) >
z
0}, R > 1. Per il teorema dei residui applicato a e”*g(z) in Dg

-1

/ eg(z)dz = 2miRes(e"g(z), i) = 2m<e_> B
+0DRr

T
21 e

Parametrizzando +9Dpg ('orientamento positivo ¢ quello antiorario),

f eix d " iRe? 10 z@de T
T T+ i e g(Re")iRe = (13)

Risulta

TR R—o0

" iRe' i0\ ;10 "R
R Re*dl| < df = — 0.
|/Oe g(Re")iRe \_/0 71 71
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Pertanto, per R — 400 in (13),

+oo T
e s
dr = —.
/_Oo 1+ 22 e

Separando parte reale e coefficiente dell'immaginario, si ottiene

/+°° cos T T
de = —.
_ox2 41 e

[e.9]

2.9.5

Calcolare il seguente integrale:

400 )
/ e sin(2z)dz.

o T2—4x+5
—2
Soluzione. Siano g(z) = ﬁ e Drp={z€C:|z]| < R/Im(z) >
22 — 4z

0}, R > 3. Per il teorema dei residui

—2+44

/ e**g(z)dz = 2miRes(e**g(z),2 + 1) = 2m’( ) = e 2T,
+8DR

Parametrizzando +0Dpg (’orientamento positivo e quello antiorario),
R . . .
/ g(z)e* dx + / g(2)e**dz = me 2Ty (14)
—R +Cr

dove Cp = {2z € C: |z| = R, Im(z) > 0}. Dall’essere

R + 2 R—oo

< -tz
maxlgC)l < m—ap—1 0

per il lemma di Jordan

lim / e**g(2)dz = 0.
+Cr

R—+o00

Pertanto, da (14),
+o0o
/ g(x)e* dr = me~ 24,

oo

Separando parte reale e coefficiente dell'immaginario si ottiene

+00 )
/_ ;ﬁfTM sin(2zx)dx = e% cos(4).

o
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2.9.6

Calcolare il seguente integrale
00 Lin2
/ sin®(mz) di.
e T2 A1
Soluzione. Si ha

+00 L3142 +o0 +00 400
/ sin (mg)dx _ 1/ dx _1/ cos(27r:z;)dx _ E_l/ cos(2mzx) .
_ x2+1 2 ) o 2241 2 x2 41 2 2/ 2 +1

o0 —00 o0

) e27riz
Sia f(z) = e

residui si ha:

esia Dp ={z € C:|z| <R}, R> 1. Per il teorema dei

/ F(2)dz = 2miRes(f, ). (15)
+0DRr
z =1 e un polo del primo ordine per f e sia ha
1
N o .

Parametrizzando +Dpg (l'orientamento positivo ¢ quello antiorario), (15)

diventa n et
eQﬂ'i ™ 8271’1' e ZRie i T
d ——df = —. 16
/_Ra:2+1 x+/0 R2e%0i 41 e2m (16)

Risulta

™ e2wiRe8iRieei ™ R TR o
|/0 reei 1 4 S/0 oW o "

Pertanto, per R — +o0 in (16),

“+o0o eQﬂ'i T
——dxdr = —.

241 e

—00
Separando parte reale e coefficiente dell’immaginario, si ottiene
/ 0 cos(2mx) m
e 12 +1 e2m :

Pertanto

/*“M@_g_L:z@_L)

o 241 -
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2.9.7

Calcolare il seguente integrale

/0 (1j——x)2 dr, —1< a <1 (Trasformata di Mellin)

Soluzione. Supponiamo che a non sia intero (o # 0). Siano R(z) =

1
(S e f(z) = R(2)2* con z® = e¢*°8% Assumiamo come determinazione
2
del logaritmo quella tale che

Logz =log|z| + iArgz, 0 < Argz < 2.

La funzione f(z) ¢ olomorfa in D = C\ {z : Imz = 0,Rez > 0}. In questo
dominio abbiamo

«

f(x+i0)—f(m)—m>0 (x > 0);
f(x—iO):f(a:)eizmzm >0 (x> 0).

Per applicare il teorema dei residui consideriamo il contorno I', p formato
dai cerchi v, : [z =p>0e'g: |2 = R > 0, dal segmento [p, R] che giace
nella parte di piano z > 0,y > 0 e dal segmento [p, R] che giace nella parte
di piano z > 0,y < 0 (vedi figura 2). Se assumiamo R > 1 e p < 1 tutti
i poli della funzione R(z) cadono all'interno del dominio limitato D, r con
frontiera 0D, rp = I', . Per il teorema dei residui:

ZOé
I = _C _dz=274iY Res(R(2)z"
p,R /I—Fp,R (1+z>2 z WZZ eS( (Z)Z )

dove la somma ¢ estesa a tutti i poli di R(z) e I'orientamento positivo su I', p
e quello antiorario.
La funzione R(z) ha un polo del secondo ordine nel punto —1 e si ha

d a ) )
Res(R(z)z%,—1) =1 © (z41)? = lim —2% = ael@ ™ Dim = _gevim,

ANzt 2)?
Si ha

Za

R p

—(1—ei2”°‘)/Rde—|—/ Ldz—l—/ =g
a , (1+a) g (142)? oy (L2200
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T

Figura 2: Curva I', g

Dimostriamo che

2% z¢
lim ———dz = 0; lim ———dz=0.
w0 ), T+ 2p Sy .

Infatti, dato che o > —1,

ZOC
dz
IR

e, dato che a < 1,

@ a+1
g/ Ldszg%r p ﬂ>0;
’Yp( 1

Quindi, per p — 0e R — o0,
(1-— eﬂm)/ (56—2 dr = 27i(—ae*'™)
0

da cui segue

/°° x® gp— T
o (14+z)27"  sin(ar)’

2.9.8

Calcolare il seguente integrale

oo a—1
/ (1::—2)2 dr, 0 < a <4 (Trasformata di Mellin)
0 xZ

S |z’a ch—i—l Reoo
/+rR (1+2)? ‘ e (2] = 1) (R—1)?
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1
e f(z) = R(2)2%7! con 227! = el@~Dloe= Agsumiamo come determinazione
del logaritmo quella tale che

Soluzione. Supponiamo che « non sia intero. Siano R(z) =

Logz =log|z| + iArgz, 0 < Argz < 2.

La funzione f(z) ¢ olomorfa in D = C\ {z : Imz = 0,Rez > 0}. In questo
dominio abbiamo

a—1
f(x+i0):f(x):(1::—x?)2>0 (z > 0);
f(z —i0) = f(z)e?™eD) = w >0 (x > 0).

(1+22)?

Per applicare il teorema dei residui consideriamo il contorno I', p formato
dalle circonferenze v, : |2| = p > 0eI'p : |2| = R > 0, dal segmento [p, R]
che giace nella parte di piano x > 0,y > 0 e dal segmento [p, R] che giace
nella parte di piano =z > 0,y < 0 (vedi figura 2). Se assumiamo R > 1 e
p < 1 tutti i poli della funzione R(z) cadono all’interno del dominio limitato
D, g con frontiera 0D, p = I', g. Per il teorema dei residui:

a—1
z . a—1
I r= /+FP,R REwSIE dz=2mi 5 Res(R(2)2%7")

dove la somma e estesa a tutti i poli di R(z) e 'orientamento positivo suI', g
e quello antiorario.
La funzione R(z) ha poli del secondo ordine nei punti ¢ e —i e si ha

d Za—l d za—l a—2 .
a—1 lim — lim — _ iam/2
Res(f(2)2"", 1) = lim dz (1+ 22)2 Ty i dz (2 1 i) T
d a1 d zo1 a—2 ..
asl o i a  z 1 a _ 3iam/2
Res(R(z)2" =) = lim, GG = o =

Si ha
R sa—l P sa—1
I, :/ fx—H'Od:v—l—/ —dz—l—/fx—z’de—l—/ s dz
pn = J S | e S | ey

(1 — ei2m) /R g +/ A +/ T
=(1-e ————dx ———dz ——dz.
p (14a2)? 1y (14 22)? oy (14 2%)2

Dimostriamo che

Za—l Za—l

lim ————dz =0 lim ————dz = 0.
=0 )4, (1+2%)? R—oo [ip, (14 2%)?
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Infatti, dato che o > 0,

Za—l
——dz
/ T+ 22

e, dato che a < 4,

Za—l |Z‘a—l ]%a oo
——dz| < ——ds, <2 0.
/ (1+22)? ‘—/ (2P =12 " =T (r =1y

Quindi, per p —0e R — o0

|27 P p—0
< [ G mpds <o 0
5 (1= [2[%)? (1—p?)?

2 © a! o —2 iam iam . iam
(1—e™ )/O mdazszzT(e 24 e3iom/2y — mi(a—2)e' ™ cos(am/2)

da cui segue

/°° ol I — (2 — ) cos(onr/Q)‘
o (14 22)? 2 sin(an)

2.9.9

Calcolare il seguente integrale

/°° z= 2 log x
———dx.
0 1+ 22

: o 2 '?Logz . o
(Suggerimento: Si consideri f(z) = 1y ¢siassuma la determinazione
z

del logaritmo e della radice tale che 0 < Argz < 27. Si integri come nella
trasformata di Mellin......)
Soluzione. E un integrale della forma

/OOO 7 (logz)™ R(x) dx (17)

conm=1a=1/2e R(z)=1/(1+ 2?).
Siano R(z) = 122 e f(z) = R(2)z7Y?Logz con 272 = el=1/2)Losz,
z

Assumiamo come determinazione del logaritmo quella tale che

Logz =log|z| + iArgz, 0 < Argz < 2.

La funzione f(z) € olomorfa in D = C\ {z : Imz = 0,Rez > 0}. Se
z=x+10, (r >0), Argz=0e

z/?logx

fla+i0) = f(z) = B
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se z =z —1i0, (x >0), Argz =27 e

: 1 Y2 (log x + 2mi)
a0 — o(—1/2)(log x+27i) : _
f(x—1i0) =e s (log$+2m)1+x2 = e :

Consideriamo 'integrale

—1/2L
ATon 142

dove I', ¢ il contorno formato dai cerchi v, : |2 =p>0el'g:|2| =R >0,
dal segmento [p, R] che giace nella parte di piano z > 0,y > 0 e dal segmento
[R, p| che giace nella parte di piano z > 0,y < 0 (vedi figura 2). Se assumiamo
R >1e p<1tuttiipoli della funzione R(z) cadono allinterno del dominio
limitato D, r con frontiera 0D, rp = I', . Per il teorema dei residui:

—1/2L
I,r :/ S L 27TiZR€S(R(Z)Za71)
+Fp,R

dove la somma e estesa a tutti i poli di R(z) e I'orientamento positivo su I', g
e quello antiorario.
La funzione R(z) ha poli del primo ordine nei punti i e —i e si ha

2~ Y2Log 2 2~ 1Y2Log » 2 Wlogz 7w _,
It = BASR W, SN = A A i 2 Yer N —im /4,
Res( e ’Z>_1zlg% T2 (2 Z)_EE 1 —1° ;
2~ 1?Log z 2 12Log » 2" Y?Log z 3
L Ve N et =Nl : c Yo~ 97 —Bin/4
Res( 1+22 7 Z)_zlgr—lz‘ 1422 (Z—i_z)_zll»n—li c—i 4. '
Si ha
R —1/2L p —1/2L
]p,R:/ f(:zc+i0)dx+/ #dz—l—/ f(x—iO)dx+/ wdz
+rp Ltz R e LHZ

1/2] R _.—1/2 —1/21, -1/27,
:2/ _Ozgﬂfdﬂzwi/ z 2dm+/ Z_OngdH/ v "logz g,
o 1+ , 1+ 4rp L1tz +y, L1+2z

Dimostriamo che

—1/2L
lim % dz = 0; lim 5
P01y, 142 Rooo Jip, 142

Infatti

/ 1/QLog .
+Yp L+ 22

[2]""*[Log 2| p'%(|log p| +2m) p0
ds, <2 0;
/ 1— 2‘2 % = AT 1—p2
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e

—1/2L -1/2 L 1/2 L 2 o
/ 2 02gzd ‘S/ |2] 2| og 7| d3Z§27rR ( ozgR—i- T) R 0.
v, 142z e 221 R? -1

Quindi, per p — 0e R — o0

0 .—1/2] oo .—1/2 . 3 .
2/ T 08T 27m'/ ’ dx = 27?2'(Ee_”r/4 — —We_?’”/4)
0 1+ 22 o l+a? 4 4

da cui segue, separando parte reale e immaginaria,

© =12 ]og x 2
st - T,
/0 T =V

oo ,.—1/2
/ * dr = z\/5
0

14 a2 2
2.9.10
Calcolare il seguente integrale

> ]
ﬂdm, a> 0.
0 a®+x?

Soluzione. E un integrale della forma (17) conm =1, o =1 e R(z) =

1/(2? + a?).
Sia f(z) = a2 dove assumiamo la determinazione del logaritmo con

22 +a
0 < Argz < 2. La funzione f ¢ olomorfain D = C\{z : Rez > 0,Imz = 0}.

Se z=x+1i0, (x >0), Argz=0¢e

Log 2

. log x
f(x +i0) :f(x):m;
se z=x—1i0, (x> 0), Argz =27 e
. L1 (log x + 2m1)
f(a:—zO):(log:c—l—Zm)l_i_ﬁ: Tz

L’integrazione lungo il contorno I', i di figura 2 non porta al calcolo dell’inte-
grale richiesto (provate!). Cio perché av = 1 € un intero. Cambiamo cammino
di integrazione.

Dato che la funzione R(z) € pari ed ¢ priva di poli sull’asse reale, possiamo
integrare f lungo la curva C, i costituita dalla semicirconferenza v, : |z| =
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AN AL

Figura 3: Curva C,

p,Imz > 0, dalla semicirconferenza vg : |z| = R,Imz > 0 e dai segmenti
[p, Rl e [-R,—p] con 0 < p < R (vedi figura 3).

Applichiamo il teorema dei residui a f(z) nel dominio limitato D, g che
ha C, r come frontiera. Se R > a allora

/+C f(2)dz =271 S Res(f(2))

. - 1 . .
dove la somma e estesa a tutti i poli di o che cadono all’interno di
22 +4a
D, r. La funzione ZQJFLGQ ha poli del primo ordine nei punti ai e —az ma solo
at ¢ interno a D, i e si ha

Logz . . Logz ~  loga+im/2
Ry = Moot - ="y
Per il teorema dei residui
L 1 /2 2
/ 20g2’2 dz:Qwi—Oga+,27r/ = zlogCL—i—z'7T—.
o, 40t ai a 2a

Osservando che

1
flz+10) = f(z) = 1(?5;;2 per z > 0;
_ log |x| + im
f(.]?"—’LO):W per x <0

si ha

L R L 1 '
/ 082 s = / L / 082 ot / loglal *im /
+o,p 2-ta p TPt a +cp ¥4t a _rR T*+a I

Log 2
5 Sdz.
c, Z-ta
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Gli integrali lungo le semicirconferenze tendono a zero per R — oo e p — 0
dato che

Log z |Log z| R(logR+27) Rooo
/ 2 2dz S/ ﬁdszg%r 2 _ 2 0;
vop Pt a op |22+ a?| R2—a

L
JE—E
o, 27t a

Quindi otteniamo

ool 01 . 2
/ ﬂdﬁ/ log |z 4 im ) Mgt i
0 a 2a

2+ a? 2 + a?

[ sl g s o)
c, |22 4 a?| a? — p?

—00

da cui segue che

2/"0 log x dr i /°° dx ™ +,7r2
——dr+im ——— = —loga+i—.
0 T2+ a? 0 T24a® a & 2a

Confrontando parte reale e immaginaria

/°° log x d ™ /°° dx 0
r = —loga; —_—=
o 12+ a? 2 &% 0o T2+az  2a

2.9.11
Determinare il numero di radici dell’equazione 27 + 526 — 32° + 112241 =0

in{zeC:|z] <1}

Soluzione. Siano A = {z € C : |z| < 1}, f(z) = 1122 e g(z) =
2T+ 52532+ 1. f ha 2 zeri in A. Infatti 2 = 0 & uno zero di f di
molteplicita 2. Risulta

1f(2)| =11, z€0A; |g(2)] < |z +5[2° + 3|z + 1 =10, z € IA.

Dato che
9(=)] S 10 <11 = |f(2)], =€ DA,

per il teorema di Rouche f e f + g hanno lo stesso numero di zeri in A cioe
2.
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2.9.12

Fissato n € N, determinare il numero di radici dell’equazione e* + 32" = 0
in {ze€C:|z| <1}

Soluzione. Siano A ={z € C:|z| <1}, f(2) =3z"eg(z) =¢*. 2=10
e uno zero di f di molteplicita n. Quindi f ha n radici in A. Risulta

1£(2)] =3, 2 € 04; |g(2)] = ) <e < 3, 2 € DA(quindi—1 < Re(z) < 1).

Dato che
9(2)] <3 =1[f(2)], z€ A,

per il teorema di Rouche f e f + g hanno lo stesso numero di zeri in A cioe
n.

2.9.13

Sia f olomorfa in un aperto A contenente D = {z € C : |z] < 1} e sia
|f(2)] <1, Vz:|z| = 1. Determinare il numero di radici dell’equazione

f(z)+82%—2=0

inD—0D.

Soluzione. Siano A = {z € C : |z] < 1} e g(2) = 82* — 2. I punti
21 =1/2 e zp = —1/2 appartengono ad A e sono zeri di g. Risulta

f(2) <1, 2€04; |g(2)] > 8|z)* —2=6, z€dA.

Dato che
1f(2)] <1<6<g(2)], z€dA,

per il teorema di Rouche g e f 4+ g hanno lo stesso numero di zeri in A cioe
2.
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2.10 Prodotti Infiniti
2.10.1

Dire se i seguenti prodotti infiniti convergono assolutamente:

0 T k)

1
Soluzione. a) Posto uy = S risulta ug # —1 e la serie

o0 o 1
2wl =2 5
k=1 k=1
converge. Quindi il prodotto infinito ¢ assolutamente convergente.

b) Posto u, = —
Vk+1

risulta uy # —1 e la serie

Z' ’“|_ k+1

diverge. Quindi il prodotto infinito non ¢ assolutamente convergente.

k —1)k
c¢) Posto uy = Coslgz ) = ( k;2) risulta u; = —1 . Quindi il prodotto
infinito € nullo. Dato che la serie

Sl =Y
k=1 k=1
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converge allora il prodotto infinito & assolutamente nullo.

12

d) Posto uy = 8124

risulta ug # —1 e la serie

- . | sin’ k| |sin?k| 1
= 0< < —

converge. Quindi il prodotto infinito e assolutamente convergente.

e) Posto uy, = risulta ug # —1 e la serie

1
k logk

oo oo o0 1
Zuk :Z|uk| - Zk log k
=2 k=2 k=2

diverge. Quindi il prodotto infinito non & convergente ne assolutamente
convergente.

f) Risulta

_/{:3—1 B 2
1+Uk_k3—+1 = uk——k3+17é—1 k> 2.

Dato che la serie
OITTEE) PEESIE)
k=2 k=2 k=2

converge allora il prodotto infinito ¢ assolutamente convergente.
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2.10.2

Dire se i seguenti prodotti infiniti convergono assolutamente e, in caso affer-
mativo, calcolarne il prodotto:

= 2
0T
s k(k+1)
3 (14 k)2
) 1+ 2k 1
k=1
i) o K+ 2k
117 —
2
P k?+3k+2
, |
iv) T
k=3
k24 k-2
v) kot k2
k=2
i) S k(k 1)+ (1+4)
Pty E(k+1)+ (1—1)
. . 2 . )
Soluzione. i) Posto u; = —m, risulta up, # —1, k > 2, e la serie

IN

> > 2 2 2
Sl =Y gy D SR
P —~ k(k+1) k(k+1) = k2

converge. Quindi il prodotto infinito converge assolutamente. Calcoliamo il
prodotto infinito

s 2 (Pt E-2\ - 1D(k+2)
g(l_k(kJrl))_g(k(kJrl))_g EUES
Si ha " )( )
k—1)(k+2
P":g k(k+1)
_1-4 2.5 3-6 (n—3)n (n=2)(n+1) (n—=1)(n+2) 2+4n
23734745 " X(n—2)(n—1)>< (n—1)n 8 nin+1)  3n
Quindi
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ii) Risulta

(1+ k1?2 1

1 = = uy=
L T Tkt 2)

Dato che uy # —1 e la serie

Ul =
Z| Kl = Z (;C +2)
converge, il prodotto infinito converge assolutamente. Si ha

PN R0 JUERL))
" L2k~ L k(k+2)

k=1
2:2 3-3 4-4 5-5 n-n (1+n)* 2(n+1)
= X X X X ... X X =
1-3 24 35 4-6 (mn—1)(n+1) n(n+2) n+ 2
Quindi
o1 (L4 E1)2
H(1+2k>1—hmPn:
e 1T e
iii) Risulta
L+ k® + 2k PN K —k?—k—2
Uy = ——— Up =
TR 43k +2 TR 43k 4 k2)
Dato che
k3 —k?—k—2
lim u, = lim =00

k—o0 k—oo k2 4+ 3k + ]{?2)

non e verificata la condizione necessaria per la convergenza dei prodotti
infiniti.
iv) Risulta

k* — 4 3

Dato che uy # —1 e la serie

Z k% —1
k=3 k=3

converge, il prodotto infinito converge assolutamente. Si ha

n

(k= 2)(k+2)
Fu= H 2-1 gk D(k+1)
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1 5 2. 6 (n—4)n (n—=3)n+1) (n—2)(n+2) n+2

T2473 5 -3 -1 m-2n (n-Dm+1) 4dn—1)
Quindi

(e}

K24 1
Pl A=y
k=3
v) Risulta
|+ _k:2+k—2<:> _ 2
U T R TRk D)

Dato che uy # —1, k > 2, e la serie
Dl =D raT Ty~ g
k=2 k=2 =2

converge, il prodotto infinito converge assolutamente. Si ha

E+k—2 kE+2)(k—1 2+n
H H( +2)( )

k + k2 o k(k+1) o 3n

Quindi

vi) Risulta

1+u_/€(]€+1)+(1+i) PN 2i
£ / TR k10

k(k+1)+(1—1)

Dato che uy # —1 e la serie

; ;|k2+k+1—1| kZ;\/(k2+k+1)2+1
converge, il prodotto infinito converge assolutamente. Posto

B + (1+14)
_H +(1—49)

k:O

NE
T

i
[}
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si ha

1+i

P =

T 1
1+ 22

p=t2
1—22
1+ 32

py= 2
1-—3
1+44

p=-
1—4s

Si dimostra per induzione che

b ThE+D)+(1+9) 1+ (n+1)i
LG D+ (=) T 1= (D)
Quindi
hk+1)+ (1+4) B
ey — o=
2.10.3

Discutere in quali insiemi di C i seguenti prodotti infiniti convergono assolu-
tamente

o0

iy JJa+2

k=1

) ﬁ <1+Z—T)

k=1

k=2

Soluzione. i) La condizione necessaria ¢ verificata per |z| < 1. Dato che

la serie
o0

Yol <t

k=1

converge, la serie converge assolutamente nel campo circolare {z : |z| < 1}.
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ii) La serie
o |k
>
k!
k=1
converge per ogni z € C. Quindi il prodotto infinito converge assolutamente

in ogni punto del piano complesso.
iii) La condizione necessaria & verificata per ogni z ma la serie

2]

z
k

WE

bl
||
I\

diverge per ogni z # 0. Quindi il prodotto infinito converge solo in z = 0.

2.10.4

Dimostrare che, se |z| < 1, il prodotto infinito

[e.e]

[T+

k=0

converge assolutamente. Dimostrare che il prodotto e 1
—z
Soluzione. Se |z| < 1 la serie

e
P
k=0

converge dato che |z[2" < |z|* . Quindi il prodotto infinito converge assolu-
tamente nel campo circolare {z : |z| < 1}.
Scriviamo i prodotti parziali

211

Pozl—l—z:z,zk
k=0

22-1
P1=(1+z)(1+22):1+z+22+z3:sz
k=0
29—1
Po=1+2)1+20+2Y=14+2+22+2 422+ 4+ 20427 = 2F
k=0
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Dimostriamo, quindi, per induzione che i prodotti parziali di ordine n
Sono

n k Z2n+1
2
k:O
Infatti si ha
P0:1+Z;
1_ 2n+1
Pn:; -
1—=z2
n 1-— Z2n+1 n+1 1-— 22n+2
P,.1=P,(1 2t =— (1 2 =
=P = () =
Segue che
= 1
[10+2*) = 1im B, =
2.10.5

Dimostrare che il prodotto infinito

()

converge assolutamente in tutto il piano complesso. Determinare il prodotto

f(2).

Soluzione. La serie
Z |2]?

converge assolutamente in ogni punto del piano complesso e totalmente in
ogni insieme chiuso e limitato di C. Quindi la funzione prodotto f(z) e
olomorfa in C. Ricordando il prodotto infinito

00 2
sinhz = z H (1 + ]{Zjﬂ'g)
k=1

si trova

st 22 sinh(7z)
142 ) = ST
H ( - k:2) Tz

k=1



