Funzioni olomorfe

FILO ROSSO Il teorema fondamentale dell’algebra

Un polinomio complesso di grado 1 € un esempio
particolarmente semplice di una funzione complessa
definita in tutto il piano complesso:

f:C—-C, ZHZsz (an # 0).

Analogamente al caso reale, esiste la derivata com-
plessa di f in ogni zo € C:

( —f(zo) —1

= Z kay z .
In questo capitolo vedremo che le funzioni derivabi-
li in senso complesso, anche dette funzioni olo-
morfe, hanno una struttura molto particolare. A Li-
vello insiemistico I’insieme C coincide con R? e
percio si potrebbe interpretare una funzione da C n
C come una funzione reale ma vettoriale da R’ in
R* (identificando z=x+iy con (x,y) e
flx+iy) =ulx,y)+iv(x,y) con (u(x, y),
v(x, ¥))). Ma contrariamente a R”, C & anche un in-
sieme numerico ed & esattamente la strutiura nume-
rica che serve se vogliamo definire la derivata com-
plessa: per definire il rapporto incrementale di f
dobbiamo dividere un numero complesso per un al-
tro! '

Le conseguenze di questa osservazione elemen-
tare saranno sorprendenti e, come vedremo, porte-
ranno a una teoria matematica di notevole eleganza.
Infatti le funzioni olomorfe godono di proprietd
molto particolari. Per esempio, vedremo che la deri-
vata di una funzione olomorfa € a sua volta una fun-
zione olomorfa, ovvero una funzione derivabile in
senso complesso & automaticamente di classe C™°
(ovviamente questo non vale per le funzioni reali:
f(x) = x/x ¢ derivabile in R ma la derivata secon-
da non esiste in x = 0).

Un’altra proprieta notevole ¢ il teorema di
Liouville, dimostrato nell’Esercizio 18.11:

f'(zo) = lim

Z—Z0

ogni funzione olomorfa e limitata in C
é costante in C

(f & limitata in C se [f(z)| < M per ogni z € C). 1l
risultato evidentemente non vale per le funzioni rea-
li: f(x) = 1/(x* + 1) & di classe C*(R), & banal-
mente limitata (0 < f(x) < 1 per ogni x € R), ma
non ¢ costante. Si noti che in questo esempio abbia-
mo usato la proprieta che il polinomio x* + 1 non
ha zeri reali. Viceversa, si puo utilizzare il teorema
di Liouville per dimostrare il teorema fondamenta-
le dell’algebra;

un polinomio di grado n > 1 ha n zeri complessi
(contati secondo la loro molteplicita), ovvero si
scompone in fattori lineari.

La cosa non banale da dimostrare ¢ che esiste al-
meno uno zero, z; (infatti, poi si mette in evidenza
il fattore z — z; e si considera il polinomio rimanen-
te di grado n — 1, che a sva volta ha uno zero, 25,
eccetera). Dimostriamo quindi che

flz) =a.z - PRl el A
ha almeno uno zero complesso. Ragionando per as-

surdo, supponiamo che f(z) # 0 per ogni z € C.
Allora la funzione razionale

g(z) = 1/f(2)

¢ definita in C e, analogamente al caso reale, ¢ con-
tinua e olomorfa in C. Inoltre |f(z)| — +oo per
|z| — 4o0, ovvero [g(z)] =0 per |z]| — +c0.
Percio, essendo continua, z — |g(z)| € limitata:

lg(z)] < M per ogni z € C.

Ma allora, per il teorema di Liouville, g ¢ costante;
quindi anche f & costante, che ¢ assurdo se 7 > 1.
Esistono dimostrazioni diverse del teorema fon-
damentale dell’algebra: per esempio, nel testo ne
presentiamo una che, pur molto simile a quella ap-
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pena descritta, fa uso del principio del massimo an-  altre di tipo algebrico, anche se per adesso nessuna

ziche del teorema

di Liouville (si wveda sembra poter fare totalmente a meno del concetto di

I’Esercizio 18.10). Alcune sono di tipo topologico, continuita.

—

Per la lettura di questo
capitolo non sono neces-
sarie le nozioni fornite
nei Capitoli da 13 a 16.
Alcune prime applicazio-
ni della teoria delle fun-
zioni olomorfe sono di-
scusse nel Capitolo 19
(trasformata di Laplace)
e nella seconda parte del
Capitolo 20 (trasformata
diFourier).

ESEMPIO 18.1

(Intorni e limiti in CJ

18.1 Derivata complessa; funzione olomorfa

Dato un insieme aperto A C C, una funzione f : A — C puo essere considerata co-
me una funzione di una variabile complessa,

z+ f(z)

oppure, identificando gli elementi z =x+iy € C e f(z) = u+iv € C rispettiva-
mente con (x, y) € R? e con (1, v) € R?, come una funzione (vettoriale) di due va-
riabili reali,

(x, y) = (ulx, y), v(x, y))-

Sef(z) =1/zperz € C\ {0}, si ha che
1 X —iy X .,y

x+iy - (x +iy)(x —iy) x2+4)2 7Ix2+y2

flx+iy) =

quindi u(x, y) = x/ (x> + %) ev(x, y) = —y/ (& +?) per (x, y) € R\ {(0, 0)}.

Identificando C e R?, si definiscono gli intorni sferici di z € C,
Bi(zo)={z€C:l|z—z0| <7}
e il concetto di limite: dato zg = xq + iyg € C, punto di accumulazione per dom f,

lim u(x,y)=Ref
(2 ¥)—(x0 Yo)

lim  v(x, y) =Im¢{.
(x5 y)— (X0, o)

limf(z) =£cC&
Z—Zn

Se f & definita in zg, f si dice continua in zg se f(z) — f(zg) per £ — zo. Inolire,
per definire limiti per z — 00, si identifica I'insieme C U {00} con R* U {oo} (si ve-
da il Paragrafo 10.2.3): quindi, per esempio,

{ li}n u(x, y) =Ref
~x5)1 —a

li =felCe
zg]élo‘f(z) lim v(x, y) =Im¥

(x,y)—+o0

lim f(z) =oco & lim  (u2(x, y) +v*(x, y)) = +oc.

Z—Zo (2, ¥)—{x0, ya)
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Utilizzando 1’esempio precedente si verifica facilmente che

L’insieme dei numeri complessi C ha, oltre alla struttura vettoriale di R?, una struttu-
ra algebrica grazie all’introduzione del prodotto in C. In particolare ¢ ben definito il
quoziente e possiamo quindi dare una nozione di derivabilitd in senso complesso
modellata su quella di funzioni da R in R.

Sianof : A —» C, A C Caperto e zy € A. Se esiste finito (in C) il limite

) e

Z=240 Z=20

f si dice derivabile in senso complesso in z; ¢ f'(z¢) si dice la derivata complessa di f in
Zo. Se f ha derivata complessa in ogni z € A, f si dice olomerfa in A. Una funzione olo-

morfa in C si dice anche intera.
A= 5 4

Come nel caso di funzioni reali di una variabile reale, una funzione é derivabile in
senso complesso in zg se e solo se

f(z) = f(z0) +f'(20)(z — 20) + 0]z = 20]) per z — zo. (18.1)
Il seguente risultato & notevole, in quanto indica che il concetto di derivabilita in sen-

so complesso ¢ pit forte della differenziabilita delle parti reali e immaginarie u(x, y)
ev(x, y).

TEOREMA 18.2 )

Siano A C C aperto, f : A —C, u(x, y) =Ref(x+iy) e vix,y) =Imf(x +iy) per
x +iy € A. Allora f é derivabile in senso complesso in 7o = xo + iyo € A se e solo se u
e v sono differenziabili in (xq, yo) e

{ ty (X0, Yo) = vy (%o, Yo) (18.2)
ty (X0, yo) = —Vx(xo, Yo)-

9 4
Le condizioni (18.2) prendono il nome di condizioni di Cauchy-Riemann e sono un

primo esempio della particolaritd della teoria delle funzioni complesse detivabili.
Ponendo

Fe(z0) : = ux(x0, yo) + ivi (%o, yo), fy(z0) : = uy(x0, Yo) + ivy(x0, yo) (18.3)

le (18.2) si possono riscrivere come

f'(z0) = falz0) = —ify(z0) |- (18.4)

Si osservi prima che la differenziabilita di u e v in (xo, ¥¢) ¢ equivalente a
u(x, y) = u(xo, yo) + tx(x0, yo)(x — xo) + uy(x0, yo)(y — yo) + 0(|z — 2o])
v(x, ¥) = v(x0, yo) + vx(Xo, Yo) (x — xo) + v (X0, Y0)(¥ — ¥o) + o(|z — zo|)

per z — Zg, ovvero, ricordando le (18.3), a

ESEMPIO 18.2

(" Condizioni di
Cauchy-Riemann

1
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f(z) = ulx, y) +iv(x, y)
= f(z0) + fe(z0)(x — x0) + £,(z0)(y — ¥0) +0(|z — 20])

per z — Zo. Supponiamo ora f derivabile in zy. Allora, riscrivendo la (18.1) come

f(z) = f(z0) +f'(z0)(x — x0) + if "(z0)(y — yo) + 0(|z — z0|) per z — z, ‘

la (18.5) ¢ verificata con f;(zo) = f'(z0) e fy(z0) = if'(z0). Quindi u e v sono dif-
ferenziabili in (xo, yo) e vale la (18.4), che ¢ equivalente alle condizioni di Cauchy- |
. Riemann.

Ripercorrendo al contrario questi passi, ¢ altrettanto facile mostrare che la (18.2) ‘
e la (18.5) implicano la (18.1).

ESEMPIO 18.3 (La fanzione f(z) = 2% & olomorfa in C. Per verificarlo si puo usare la definizione di f'(z):

2 2

4 .
f'(zp) = lim 20— im (z + z0) = 220,

=20 T — 20 Z—Zn

(18.5)

oppure si possono verificare le condizioni di Cauchy-Riemann: f(x + iy) = x> — y* + 2ixy,

quindi u : = x> — y* e v : = 2xy sono differenziabili in R” e per ogni (x, y) € R? .
34

u(x, y) =2x = Vy(xa y)’ Lty(x, y) =2y = —v:(x, y).
ey )

ESEMPIO 18.4 La funzione f(z) = |z| non ammette derivata complessa in alcun punto z € C. Infatti

< &

i flx+iy) =+/x*+y2, ovvero u(x,y)=+/x2+y? e v(x,y) =0, quindi, per
| x

{(x, ¥) # (0, 0) (nell’origine u non ¢ differenziabile), u,(x, y) = —\/7:’ #vy(x, y) se .
x4+ ye ’
x £ 0euy(x, y) = ——— # —v.(x, y) sey £ 0. d
x2 + yZ

' ESEMPIO 18.5 q\lel caso complesso la funzione esponenziale ¢° & definita come |

é

Y . — ¢*(cosy +isiny) | perx+iy€C.

_ La definizione di ¢? & compatibile con la notazione €% = cos w4+ 1sin ¢ (si veda la (1.25));
i ( Esponenziale J inolire, ponendo y = 0 ritroviamo la funzioni reale e*. Segue dal Teorema 18.2 che la fun-
complesso zione e & intera e che

(e8)=¢"| perzeC.

Infatti
flz)=e¢" =u(x, y)+ivix,y), u=¢e"cosy, v=esiny,
u e v sono differenziabili in B? e
U, =€ cosy=v, € u=—¢siny=—v, in R

Inolire, ricordando che f'(z) = fi(z) = u.(x, y) + ive(x, ¥) si oftiene che

f'(z) =€ cosy +ic“siny = e,

S A

teoremi riguardanti la derivata di funzione composta e della funzione inversa. Le di-
mostrazioni sono completamente analoghe al caso delle funzioni reali.

Continuano a valere anche nel caso complesso le principali regole di derivazione e i
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TEOREMA 18.3 Algebra delle derivate 2

Siano f, g: A — C, A C C aperto, zo € A. Se f e g sono derivabili in senso complesso

in zq, allora lo sono anche of + 3¢ (o, 8 € C), fz e, se g(zo) #0, {? Inoltre
(af + g)'(z0) = of '(20) + B¢ (20)
(fg)'(z0) = £"(20)8(z0) + f(20)g (20)

N, f'(z0)g(z0) — F(20)8'(20)
(5) e (8(z0))’ |

TEOREMA 18.4 Derivata di funzione composta 2)
Sianof : A — Ceg:B— A, A, B C C insiemi aperii. Se g é derivabile in senso com-
plesso in zo € B e f lo é in wy = g(zo), allora la funzione compostafog: B — C é de-
rivabile in zg €

(fog) (z0) =1'(g(z0))g’ (z0)-

|/

TEOREMA 18.5 Derivata di funzione inversa

Siaf: A —C, A CC aperio. Se f é invertibile e olomorfa in A e se f'(zy) # 0, allora
la funzione inversa di f, FL, é derivabile in wy = f(zy) e

(F) (fleo) =

Fhlza)

Per esempio, segue da queste proprieta che se n € N

(z")=nz"'| perzeC e |(z")=-nz""| perzeC\{0}(n+#0).

(Nel caso complesso le funzioni sin z e cos z sono definite come w

) efz —e ~iz eiz 1z
sin z ::T, cosz:=

per z € C.

Essendo ¢? intera (con derivata e), lo sono anche sin z e cos z, € segue dalla regola della ca-
tena che

(sinz) = cosz, (cosz) =—sinz| perzeC.

éi osservi che se z = x € R si ritrovano le funzioni reali sinx e cosx.

(‘Siano
A={x+iyeC: x>0}, flz)=z" perz€A.

Allora f & iniettiva, quindi invertibile, nel semipiano A e il dominio della funzione inversa
£~ & I'immagine di f, ovvero il piano complesso meno il semiasse negativo, che per brevita
indicheremo nel seguito con la notazione €\ (—oo, 0]:

dom (f)=C\ (~oc, 0] :=C\{xeR: x <0}

(si veda la Figura 18.1). Infatti

ESEMPIO 18.6

Funzioni
trigonometriche
complesse

ESEMPIO 18.7

Valore principale
di/z
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z=pe?cA & p>0epc (—i, 1)
272
quindi 2> = p*e¢** e
€A & |2 =p">0earg(z’) =2¢ € (—m, m).
La funzione inversa, f~!(z) = +/z, si dice valore principale di ./z; per il Teorema 18.5,
/7 & olomorfain CY (—oo, 0] e
_ 1 1
(VZ) == - per z € C\ (—oc, 0]. (18.6
/D ~ 273 ' )
Figura 18.1
A
[}
i A
1
: f@=2 (=2, 0]
i T A
sy >  mEmm=m—-—-— e oL T
i
1
1
1
I
i
e B

ESEMPIO 18.8

Valore principale
del logaritmo

)

Figura 18.2

/Sia
fiz)=¢ perzeA={x+iy:xeR —-r<y<a}

Allora f & invertibile in A e il dominio di /' & 'immagine di f:
dom (1) = C\ (=00, 0]
(si veda la Figura 18.2). Infatti
z=x+iyeAd & xeRe —m<y<nw
quindi €% = eV = e¥ee
zeA & |efl=e¢">0 e arg(ef)=ye (—mm).

La funzione inversa, f~!(z) = z, si dice valore principale del logaritmo ¢ si indica con
Log z. Per il Teorema 18.5, Log z & olomorfain C \ (—oo, 0] e

g 1 ,
(Log z) = per z € C\ (—o0, 0]. (18.7)

Inoltre vale che
Logz =Log |z| +iargz dove argz|<mezeC\{xeR:x<0}|.  (18.8)

Infatti, dati w=x+tiycA e ze€C\(-o0,0, z=Logw & z=¢" &
z=¢e(cosy+isiny)&|z|=ecargz=y e x=Log|zl,argz =y.

A

T ’ - Cx (=, 0]

_______ H
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La funzione f(z) = z° (a € C), detta valore principale di z%, & cosi definita:
7%= €M% per 7 € C\ (—o0, 0].
Per il Teorema 18.4 z% & olomorfain C Y (—co, 0] e

(Zﬂ)f = (eaLog z)r - lae,(tLog ;(Log Z).’ = azﬂil per z € G:\ (—-OO, 0}_ (18.9)

Si noti che i valori principali di 1/z, del logaritmo e di z° coincidono, rispettivamen-
te, con le funzioni reali \/x,logx e x“ per x € (C\ (=00, 0]) "R = R" = (0, +00)
e per a € R. In particolare Log |z| coincide con il logaritmo naturale di |z|.

/Provare che la funzione
flx+iy)=¢e"cosy+aiesiny (acR)

¢ derivabile in senso complesso in xg +iyo € R se e solo se a =1 (ovvero se e solo se
kf(x +iy) = ")

ESEMPIO 18.9

Valore principale
di z*

Calcolare, se esistono, le derivate in senso complesso delle seguenti funzioni complesse:

’ 1 ;
) £(2) = (32 +2)% 9 FD = (@ # )
b) f(z) = sin*(2z);
D) = ) D £l = 2P
"Determinare I'immagine delle seguenti funzioni:
a) x— e x & R (al variare di yg); ¢) z— e, |Imz| < m;

b) y = ey € [ (al variare di xp); d) 21 &, |imz| < %ﬂ_.

/a) Mostrare che

Log (") =2Logz sez€C\(—oc,0], |agz| <g
e che, invece,
Log (z*) #2Logz sez € C\ (—oo, 0], %<|argz\ <

b) dire se

(Log {z — 3} = 2%3 sz € &\ (=00, 0].

18.2 Significato geometrico della derivata
complessa

Una curva in C & una funzione continua da un intervallo f € R in C,

v(t) = x(t) +iy(t), tel.

La nomenclatura stessa, e 1’uso del grassetto, sottolineano che in questo contesto si
sta identificando C con R?: il punto x(f) +iy(f) € C corrisponde al punto
(x(2), y(r)) € R?. Attraverso questa identificazione si definiscono i concetti di curva

( Curve in C J
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Figura 18.3 Le curve
| t—y(t) et fy(D)).

Figura184f . A—C
. definisce una trasforma-
{ zione conforme.

/

|

rettificabile (con lunghezza L(vy)), curva semplice, chiusa e di Jordan, curva di
classe C' (a tratti), regolare (a tratti) e il concetto di curve equivalenti (con lo
stesso verso 0 Verso opposto). In particolare la curva ¢ regolare se
Y () :=x(1) +iy'(t) £ 0 (& (x'(8), y'(£)) # (0, 0)) per ogni t € I. Siano A C C
aperto, -y una curva regolare contenuta in A, e f : A — C continua in A e derivabile
in senso complesso in zo = (%) (fp € I). Allora -y passa per zg € la curva

t—w(t) :=f(y(1), tel

passa per wy = f(zy) € C. Nella Figura 18.3 abbiamo indicato vy’(#;), identificando
il numero complesso y'(ty) =x'(tp) +1iy'(t) e il vettore (x'(f), y'(%)). Se
f'(zo) # 0, dalla regola della catena si ottiene che

w'(to) = f'(z0)v'(t) # 0.

Si noti inoltre che

arg w'(to) = arg f'(z0) + arg v’ (%), (18.10)

OVVvero

argw'(t)) —argy'(fp) non dipende da y ma solo da f'(zo) #0|. (18.11)

S
s v
7/

w=fe¥
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| In particolare, se y; € Y, sono due curve regolari passanti per Zo, allora le curve
. t (v, (1)) et f(v,(7)) passano per f(zo) €, se f'(z0) # 0, I'angolo § indicato
- nella Figura 18.4 & preservato dalla trasformazione indotta da f.

~

—

Una funzione f : A — C, A C C aperto, si dice trasformazione conforme se preserva gh '
angoli (in ampiezza e orientazione) fra i versori tangenti di ogni coppia di curve regolari in |

{un loro punto di intgrsezione. )

Abbiamo quindi visto che

[jf:A—»(CéolomorfainA ef’(z)%Operze?] (18.12)

allora f & una trasformazione conforme.

(sia flz) =€ =& =& (cosy +1i siny) per z=x+iy € C. Fissato zo € C, s@
v, (£) =t +iyo e Y,(t) = xo + it Tispettivamente fa retta orizzontale e la retta verticale (in
C) passanti per zo. Allora f(z) = €° trasforma la retta orizzontale nella semiretta uscente
dall’origine di coefficiente angolare tg yg © la tetta verticale nella circonferenza di raggio
&%, percorsa infinite volte in senso antiorario. Chiaramente 1’angolo retto é preservato dalla
trasformazione indotta da f (si veda Figura 18.5).

Figura18.5
'Yz \-\\ T B
S, 9
e
- n ~ iyt B
“ 2 v erur o
i — () = @t .
; o '_Zo:xu+j)"u f@)=e
/—\ ¥ .
) S— 0 g"':
0
A
|

. )

Siano zg # 0 e f(z) = z2. Determinare 1'immagine rispetto a f della circonferenza di centro |
0 e raggio |zo| e della semiretta 7 — "% pert > 0; verificare che la trasformazione indot- !
ta da f preserva 1’angolo retto tra la circonferenza e la semiretta nel punto zg. |

18.3 Integrali curvilinei di funzioni complesse |

Siano A C C aperto, f : A — C continua ¢ v : [4, b] — C una curva di classe &t
contenuta in A. Per definire 1integrale curvilineo di f su -y procediamo in modo simi-
le a quanto fatto nel Paragrafo 12.2. Data una suddivisione D = {fg, t1, ..., tx} di
la, b] con

a=lh<ti<b - -<lp=>b

si ottengono n curve v : [fi-1, ;] — C di estremi v(t;i1), v(t;). Per ciascuna di esse,
si sceglie arbitrariamente 7; € [ti1, #;]: ¢i0 individua un punto v(7i) sul sostegno di
~; (si veda Figura 18.6).
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Figura 18.6 Partizione
del sostegno di vy.

Y(B)
(1))
/ v(1;)
va) (5
Dati D e I'insieme dei punti {7; }, si definisce la somma di Riemann
S(D, {n}, f) : Zf Y(T)) (v(&) — v(ti-1))- (18.13)

Secondo il seguente risultato le somme di Riemann convergono a un numero com-
plesso J, I’integrale di f lungo vy, “per n — +00”; le parti reale e immaginaria di J
possono essere identificate come integrali curvilinei (reali). Per formularlo si usera la

notazione
b b b
/g(t)dt:/ u(t)dt+i/ v(z) dt, (18.14)

doveg:[a, b] — C, gt u(t) +iv(1).

TEOREMA 18.7 B

Siano A C C aperto, f : A — C continua e vy una curva contenuta in A di classe C*. Sia
S(D, {7}, f) la somma di Riemann definita dalla (18.13). Allora esiste un unico nume-
ro complesso, detto integrale di f sulla curva -y e indicato con

/~, fl2)dz

tale che per ogni ¢ > 0 esiste ¢ > 0 tale che per ogni suddivisione D= {f,..., t,} di
ampiezza minore di § e per ogni scelta dei punti 7; € [t;_1, t;] risulta

SO, {n}, f) - /f(Zsz <8
Inolire
b
[1@a= [ raowoa| (18.15)
L 2
Si noti che, posti y(t) = x(t) +iy(t) e f(x + iy) = u(x, y) + iv{x, y), siha
Fy@O)y'(6) = ulx(e), y(£)x'(£) — v(x(2) y'(t)

+ iu(x (1), y(0)y' () + v( (f) y(t )x (1)).

Percio, segue dalle (18.14) e (18.15) e dalla definizione di integrale curvilineo
(reale!) di seconda specie che

/f (z)dz = /u(x y)dx — v(x, y)dy —H/ vix, y)dx +u(x, y)dy. (18.16)

v

In particolare, I’integrale dipende dall’orientazione di 4 ma non dalla sua parametriz-
zazione:
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/ (z)dg = / f(z)dz sey ey sono equivalenti con lo stesso verso,
5 (18.17)

/ flz)dz = / f(z)dz se+y e sono equivalenti con verso opposto.

La definizione di fv f(z) dz si generalizza facilmente a curve di classe C ! a tratti.

Poiché, per 1a disuguaglianza triangolare,

IS(D, {7}, )l =

3 ) (v(®) —v(-0)| € D 1F @) lv(e) — vt
i=1 i=1

< (max v ) 32 i) —vlo-n) < (mag v )£

si ha che

z)dz

< (max () ) 23) (18.18)

dove L(7y) éla lunghezza di vy.

(Lacorva vr(t) = Re", t € [0, 27, parametrizza la circonferenza di centro 0 e raggio R per) ESEMPIO 18.11
corsa una volta in senso antiorario. Calcoliamo i seguenti integrali:

' 1
jé zdz, zdz, — dz.
Tr YR YR Z

Si ha v (1) = iRe", quindi

. 27 27 2
jé zdz =R? / eiel dt = iR f e dt = iR? / (cos (2t) +i sin (2¢)) dr = 0.
Yr 0 0

0

A ; 1 1 .
Analogamente, poiché y,(f) = Re e ——=—e™",
= ve() R
2 27
%Zdz:sz e ”drﬂsz dr = 2miR? (18.19)
YR 0 0
g
1 2 2r
'?g —dz = / e df =i dr = 2. (18.20)
e € Jo 0
. E
r = = : . . a
Calcolare I’integrale curvilineo di f su y nei seguenti casi:
a) flz) =Z,y(t) =t{1+i),t €0, 1]; b) f(z) = &, y(t) =2t +it, t € [0, 2].

Siano Z il valore principale della radice quadrata, 0 <o <m e v,(f) =ig® pe;\

—ev < t < . Determinare

hm /7 dz.

Yo
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18.4 Teorema e formula integrale di Cauchy

Consideriamo la (18.16):

]f(z)dz— [udx—vdy+i/vdx+udy
Y vy g

dove v & una curva di classe C! a tratti con sostegno in un aperto A CC e
f = u+ iv & una funzione continua in A. Se f ¢ olomorfa in A segue dalle condizio-
ni di Cauchy-Riemann, (18.2), che u, = —v, e v, = u,, ovvero le forme differenzia-
li udx — vdy e vdx + udy sono chiuse in A. Percio se A é semplicemente connes-
so e se supponiamo anche che u e v siano di classe C'(A), per il Teorema 12.21
udy —vdy e vdx+ ydy sono esatte in A e, per il Teorema 12.17, I'integrale
J,,f(z) dz dipende solo dei punti iniziali e finali di vy.

n seguente teorema rende rigoroso questo nisultato senza utilizzare 1'ipotesi che u,
v € C(A). Tuttavia senza tale informazione aggiuntiva la dimostrazione chventa
considerevolmente pit complicata e la omettiamo.

TEOREMA 18.8 Teorema integrale di Cauchy

Sia A C C aperto e semplicemente connesso e sia f : A — C olomorfa in A. Allora, se
v e Ys sono due curve di classe C' a tratti con sostegno in A e con gli stessi punti ini-
ziali e finali, risulta

flz)dz = [ f(z)dz. (18.21)
Y1 Y2
In particolare
ff(z) dz =0 se vy & chiusa. (18.22)
4
- v

Come si & visto nell’Esempio 18.11, la (18.22) non vale se f non & olomorfa (si con-
sideri per esempio la funzione f(z) = Z e il risultato nella (18.19)) o se A non & sem-
plicemente connesso (per esempio A = C \ {0} nella (18.20)).

La seguente classe di curve comparira spesso nel seguito e conviene dargli un no-
me:

Sia A C C un aperto e B un sottoinsieme di C. Una curva di Jordan vy di classe C! a tratti si
dice camimino in A intorno a B se il sostegno di «y ¢ contenuto in A ¢ B ¢ contenuto nel-
Pinterno di 7.

Consideriamo la situazione rappresentata nella Figura 18.7: A C C & un insieme
aperto che ha al suo interno una e una sola lacuna, B, quindi A non ¢ semplicemente
connesso (per esempio A = C\ {zo} per qualche z, € C).

Siano v, e 7y, due cammini in A intomo a B orientati positivamente (cio¢ in sen-
so antiorario). Se f ¢ olomorfa in A, f f z)dze f f ) dz non valgono necessaria-
mente 0 (si veda la (18.20)), ma segue facilmente dal teorema integrale di Cauchy
che sono uguali:

dz= ¢ f(z)dz|. ;
ﬁf(ZJ z jng(Z) z (18.23)
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Figura 18.7 v, e vy, cir- |
condano la lacuna B.

S-
1 Figura 18.8
le
%1 |
[a
)
|

Infatti, siano ¥, e ¥, le due curve chiuse costruite come indicato in Figura 18.8.

Allora i .

) dz + / f2)dz = & f2)dz — ¢ F(2) dz.
Yi ¥ Y2 Yi

D’altra parte i sostegni di ¥, e ¥, sono contenuti rispettivamente in A, e A,, due sot-

toinsiemi semplicemente connessi di A; quindi, per il teorema integrale di Cauchy,
l_
g / flz)dz= [ f(z)dz=0

¥ ¥ '

i ¢ si ottiene a (18.23).

Poiché 1/z & olomorfa in C \ {0}, per la (18.20) e la (18.23) si ha che ESEMPIO 18.12 '

: 1 .
| jlgfdz:%n
‘ oy

per ogni cammine in € intorno all*origine orientato positivamente.

B

2 Dal teorema integrale di Cauchy segue la notevolissima formula integrale di
& Cauchy.

3 TEOREMA 18.10 Formula integrale di Cauchy 2)
- Siano A C C aperto e semplicemente connesso, f : A — C olomorfain A, zo €A ey
4 un cammino in A inforno a zy orientato positivamente. Allora

f(Zu)*L fige | (18.24)

2m Jy 2 —2a

g |
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La curva v,(t) = zo + re”, t € [0, 2] (che parametrizza la circonferenza di centro
A Zo € raggio 7, si veda la Figura 18.9) & un cammino in A intorno a zg per # sufficien-
temente piccolo. Allora, per la (18.23),
© .
z
g f&) dz—}lg—f(z) dz perr>0
v Z— 20 v, £ 20
¥
quindi risulta
Figura 18.9

f(z d liny ——f(z) d
Z = lim ?g z,

v £ —2o =0+ f, Z2— 2o

Per la (18.20),

% flzo) dz = 27rif(Zn) per ogni r > 0.
v, £ 20

Per giungere alla (18.24) basta allora provare che

flz
jgf ) dz=10
r#0+ Z— 2o

ma questo segue immediatamente dalla (18.18) e dalla limitatezza di
f Zo)

Z— 2o

in un intomo di zg:

jgf(z)f(zf))dz <M(@2r) -0  perr— 0.

Z— 20

T

La formula integrale di Cauchy mette in evidenza una proprieta peculiare delle fun-
zioni olomorfe: se 4 & una curva di Jordan di classe C! a tratti in un insieme sempli-
cemente connesso, il valore di una funzione olomorfa in A in un qualunque punto z
all’interno di y € determinato dai valori di f su y:

_ b f(w)

In particolare, scegliendo y(f) = z + re”, si ha che y'(z) = ire’ e
1 ' _
__% f(W) / fz+r U‘elrdf
2mi Jy w—z rett

n 2T

OVVvero

f(z) flz +re")dt |. (18.25)

:27“

La (18.25) si puo interpretare come un teorema di valor medio: se f ¢ olomorfa in un
intorno di z, allora f(z) € il valor medio di f su una circonferenza di centro z e rag-
gio sufficientemente piccolo.
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18.4 Teorema e formula integrale di Cauchy

(Siano R > 0 e Yr =¥1,rYY2,r U3,k dove vy g(f) =t per 0 <7< R, Vo, x(f) = Re"
per0 <t < %we"yLR(I) = (R—1fe™*per0 <t <R

a) Disegnare vy e utilizzare il Teorema integrale di Cauchy per calcolare | - e dz.

b) Dimostrare che

3 +o0 .
lim & = / et dr
Jo

¢) Dimostrare che
] ¢ ¥ dz —0 perR— +oo.
Y, R

d) Dimostrare che

L Al _%‘/5(1 ”)] (cos (#) —i sin (1)) dt.

0

e) Calcolare gli integrali di Fresnel

oo oo
] cos (%) dt e / sin (£) d¢

0 40

y . TR 1 . .
utilizzando la relazione / e’ di = > +/m (si veda il Paragrafo 14.4).
\ 0

Sia A C C aperto e connesso e sia in A, tale che per qualche zg € A
If(z)] < M :=|f(zo)| perzeA.

a) Utilizzando la (18.25), dimostrare che per r > 0 sufficientemente piccolo
1 27 .
M= grl ) |f(zo + re")|ds.
b) Utilizzare (a) per dimostrare che |f(z)| & costante in A.
¢) Utilizzare (b) e le condizioni di Cauchy-Riemann per dimostrare che f(z) ¢ costante in A,
d) Utilizzare (c) per dimostrare il seguente principio di massimo:

Sia A C C aperto, connesso e limitato e sia f olomorfa in A, continua in A
e non costante. Allora la funzione z +— |f(z)| assume il massimo su OA.

/

/Siap(z) = a,z" + ap_12"" + -+ 4 a1z + ap vn polinomio di grado 1 > 1 con coefﬁcien-\
ti complessi aq, ..., a, (@, # 0). Supponendo che p(z) # 0 per ogni z € C, si definisca

1
glz) = mpcr ogniz € C.

a) Dimostrare che lim |g(z)| = 0.
700
b) Dimostrare che esiste zg € C tale che

lg(z)| < |g(zo)| #0 perzeC.

¢) Utilizzare 1’esercizio precedente per concludere che p(z) = plzo) in C; dedurne I’assur-
do dell’ipotesi p(z) # 0 per ogni z € C e la seguente versione del teorema fondamenta-
le dell’algebra:

\Egni polinomio di grado n > 1 possiede almeno uno zero nel piano complessq.

F’rincipio di massimﬂ

(

Teorema
fondamentale
dell*algebra
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_ "f*’s'razuorif:‘iw

freorema di Liouvi!IeJ

18.5 Derivate di ordine superiore di
funzioni olomorfe

Siano f olomorfa in A, z € A e y un cammino in A intorno a z. Se y € orientato po-
sitivamente, allora, per la formula integrale di Cauchy, si ha

jgfz'
(w)

Per ogni w € + fissato, la funzione z — f , 2 # w, & derivabile rispetto a z e la
W

sua derivata rispetto a 7 &
fiw)
(w—2z)*

quindi, ricordando il teorema di derivazione sotto il segno di integrale
(Teorema 11.10), si ottiene che

1'(z) = l.jé(f(”’)z .

2mi w_z)

Ripetendo questo ragionamento risulta
2’?T 1 v (w — Z)

h’p‘ % f
2Tr1 &

n! flw
f(n) % — dw.
27Tl v Z) Hl

Da questo procedimento, che puo essere reso rigoroso, segue un altro risultato sor-
prendente: se f & olomorfa in A, ovvero se esiste la derivata complessa di f in A, al-
lora esistono tutte le derivate di ordine superiore di f in A.

TEOREMA 18.11

Sia f olomorfa in A. Allora f é derivabile infinite volte in A. Se z € A ey € un cammi-
no in A intorno a z orientato positivamente, si ha

T
f(’”(z):j'—%&dw per agnin=0,1, 2, ... |. (18.26)
v (w

2l 3 z)t:‘+1

7

Sia f una funzione intera (ossia definita e olomorfa in tutto C).
a) Utilizzando la (18.26), dimostrare che

If'(z)] < % ( max }f(w)!) per ogni R > 0 € per ogni z € C.

[w—z|=R

b) Dedurre da (a) che se f & limitata, ovvero se |[f(z)| <M per ogni z € C, allora
|f'(z)| = 0 per ogni z € C.

¢) Utilizzando le condizioni di Cauchy-Riemann, dedurre da (b) il Teorema di Liouville:



le

18.6 Funzioni primitive
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E Se f & intera e limitata, allora f & costante ‘
I E
d) Mostrare con un esempio che il teorema di Liouville non & valido per le funzioni reali, li-
mitate e di classe C*(I¥). ]

b

18.6 Funzioni primitive

Data una funzione f : A — C, una funzione G : A — C si dice primitiva di finA
se G & olomorfain A ese G'(z) = f(z) perz € A.

TEOREMA 18.12 Teorema fondamentale del calcolo integrale &
per funzioni complesse

Siano A C C aperto e connesso, [ : A — C continua e zo € A. Per ogni z € A, siay, .
una curva semplice di classe C' a tratti con punto iniziale zy e punto finale z.

(i) Se per ogni z € A e per ogni curva semplice ¥, . di classe C' a tratti con punto
iniziale zy e punto finale z si ha

L fmdn = j Fow) dw

P

allora la funzione

é una primitiva di f in A.
(i) Se G é una primitiva di f in A, allora

5 2

/S_ian:2,3,...e 3

f(z) = —;—} pet z # 0.

Allora G(z) = i 7! & primitiva di f in C \ {0} e per ogni curva regolare a tratti in

C\ {0} chevadazgaz siha

fldz— 1 (1 1
i " - n—1 2371 2.111—1 *

Se n = 1, la funzione ~ T ha primitive in C \ {0} (altrimenti, per il Teorema 18.12(ii),

1
/ —_ dz sarebbe stato uguale a 0 per ogni curva chiusa ). Per la (18.7), la funziene Log z
v

& primitiva di — nell’insieme semplicemente connesso C \ {x € R:x < 0}.
\ £ F

La seconda parte dell’esempio precedente mostra che per una funzione olomorfa in
A non esiste sempre una funzione primitiva in A. Se perd A ¢ semplicemente con-
nesso, segue dalla (18.22) e dal Teorema 18.12(f) che f ammette una primitiva.

(Funzione primitiva I

ESEMPIO 18.13
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COROLLARIO 18.13

Se A C C é aperto e semplicemente connesso e se f é olomorfa in A, f ha una primitiva
in A.

Concludiamo con un risultato che caratterizza le funzioni olomorfe in A come le fun-
zioni continue f : A — C il cui Pintegrale & “localmente indipendente dal cammino
di integrazione”.

TEOREMA 18.14 N

Stano A C C aperto e connesso, f : A — C continua in A. Allora f é olomorfa in A se
e solo se per ogni 7y € A esiste un intorno B.(zp) = {z € C : |z — 29| < 7} di 29 tale che

?( flz)dz=0

\per ogni curva di Jordan di classe C' a tratii y con sostegno contenuto in B,(zy). b

[ Utilizzare una primitiva per calcolare i seguenti integrali:

a) /(62i2+2271)dz, yunacurvadaOa l.
Sy

1 .
b) [jdz, (1) = e per0 <r<m
.'y4-

1 ;
c) [ ———idz, v una curva da 0 a 1 che non passa per L
Jy (3z —i) 3

18.7 Serie di potenze e funzioni olomorfe

Nel Capitolo 9 sono state discusse le serie di potenze reali, ma & anche stato osserva-
to che le loro proprieta piu importanti continuano a valere nel caso di potenze com-
plesse. Cominciamo ricapitolando i risultati piu significativi.

18.7.1 Serie di potenze complesse

o0
Una serie numerica complessa, ay (ap € C), si dice (semplicemente) conver-
2
k=0 L n
gente con somma s € C se le somme parziali s, : = > a; convergono a s:
k=0

n

A=l ) o =
k=0

in tal caso il “resto” tende a zero:

T
§—8, = Z ar — 0 pern— +oo.

k=n+1
o0
La serie si dice asselutamente convergente se ¢ convergente . |ax|. Convergenza
assoluta implica convergenza semplice. k=0

Siano {ay } una successione complessa e zo € C. La serie
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0

> ar(z - z0)"

k=0

si dice serie di potenze complesse. Ragionando come nel caso reale (si veda il
Capitolo 9), esiste r € [0 + oo, detto raggio di convergenza, tale che

oo
converge assolutamente se |z — Zo| <7
E ar(z — Zo)k { & | o

£ non converge se |z — zg| > #;

inoltre la serie converge totalmente e uniformemente in B(zo, p) = {|z — zo| < p}
per ogni p € (0, r), ovvero

o0
(convergenza totale) S |ak|p* ¢ convergente,
k=0
(convergenza uniforme)  sup | ar(z — z0)¥| — 0 per n — +oo.
z€B(zy,p) lk=n
Se esiste
&= klim /|ax]  (possibilmente L = +o00)
—+o0
oppure
Ay .
L= klim | ‘k ! |l (possibilmente L = +00)
—+co (@)

allora il raggio di convergenza &

r:f (r=0se L=+00;r=+occse L=0). (18.27)

TEOREMA 18.15 2

e ]
: k A 5 -
Sia 3 ar(z — zo)" una serie di potenze con raggio di convergenzar > 0 e con somma
k=0

f(z) :iak(Z—ZD)k se |z — zo| <7
k=0

Allora:
() fécontinuain B (zo) ={z€C:|z—zo| <r}

(i) (scambio di integrale e sommatoria) per ogni curva semplice di classe C' a tratti y
con punto iniziale 71, punto finale 7, e sostegno contenuto in B,(zo), risulta

L (:o a(z — zo)k) dz = gak (j; E=zr dz)

ovvero

.[Tf(z) dz = i ki—k i ((m e zu)k+'); (18.28)

(iii) (scambio di derivata e sommatoria) f ¢é olomorfa in B.(z0) e per ogni
n=1,2, ...laderivata f*)(z) é somma della serie delle derivate di ar(z — zo)":

f®(z) = ik(k —1...(k—n+Darlz —20)" sel|z—zo| <r. (18.29)

k=n

e £l
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La dimostrazione & in gran parte simile a quella del caso reale (si veda il Capitolo 9).
Si osservi che dalla (18.28) segue che éf(z) dz = 0 se v & chiusa, quindi (i), (ii) e

8
il Teorema 18.12 implicano che la somma f & olomotfa in B,(zp).

‘Determinare il raggio di convergenza delle seguente serie di potenze: 1

o% o 2k 2 4
K ; ) z b4 4
| a) Z(zz)’:1+zzézz—zz3+z4+---; C)Z(zjc)r:1+7+ﬁ+"" ‘
=0 k=0 g
=] i |
z 2, 1 3 |
b = _ =,
); =g o e ey |

18.7.2 Sviluppabilita in serie di potenze di
funzioni olomorfe

Ricordiamo che la somma delle serie di Taylor di una funzione reale di classe C*
non coincide necessariamente con la funzione stessa (si veda 1'Esempio 7.39).
Ancora una volta si nota la grande differenza tra le funzioni olomorfe e le funzioni

derivabili reali.

TEOREMA 18.16 =

Siano A C C aperto e connesso, 7y € A ¢ f olomorfa in A. Allora la serie di Taylor di
f centrata in z,,

50 (k)
Z)f J,;ZO) (z — 20)°
="

converge nel pin grande cerchio di centro zo contenuto in A alla somma f(z):

L
) = Z 7 (z —z0)" per ogni z € B,(zq) se B,(z0) € A.
= Y

Inolire, se in un intorno di zy risulta
= p
K
F@) = ax(z — 2)
k=0

allora

| s
= )

. J
Se zp = x¢ € R, le derivate in senso complesso di f in xo coincidono con le derivate
di f in xo pensata come funzione della variabile reale x. Quindi, le serie di Taylor
complesse con zo = x € R avranno gli stessi coefficienti delle serie di Taylor reali.
In particolare si ha che

ag

F
eﬁzjz per z € C
=0
et —iz ZS Zj Z?
sing = =7 — ... erz€C
7 % E—gr s T T PHE
ezz+e—iz Z?. Z4 ZG
cosz=———=1-"—4+"——"—4. .. perzecC
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1 2 = k
ﬁzl‘FZ‘FZ +"':E Z SG‘ZJ<1
k=0
1
—— =12t ... 1
T 247 — 4+ se |z] <
2 3 4
z Z 7
L l4+z)=7—— F — -4 ... 1.
og: (LT4+g)== st ot se |z| <

/Determinare la serie di Taylor centrata in 0 delle seguenti funzioni:
a) e % b) €.

[ oo
Utilizzando la serie geometrica Z wh =

1
*=0
centrata in 0 delle seguenti funzioni:
1 1
a : c 5
) l1+z ) Z—k
1 1
b) ——— d -
) 1—2? ) Z+3
N

- |w| < 1, determinare Ia serie di Taylor

1 1
22+5z+6 z+2 z+3
centrata in 0.

Sapendo che

224+5z+6

, determinare la serie di Taylor di

™

s

Siano A C C, aperto,a c A e
d(a, 0A) = sup{r € (0, co) : B,(r) C A}.
Sia f olomorfa in A con serie di Taylor 3. cz(z — a)*, (cx ! F® (a)).

=
=0
Utilizzare la (18.26) per dimostrare la seguente stima di Cauchy per c;:

M(r)
o

lex] < se 0 <r < d(a, OA)

dove

M(r) := max |f(z)|.

|z—al=r

18.8 Singolarita isolate: le serie di Laurent
Nel paragrafo precedente abbiamo visto che se f & olomorfa in B,(zg), allora
f(z) = Zafc(z —z0)"  sez € Bz
k=0

dove, per la (18.26),
| R 1 w
dp = Ff“)(ZO) = % () dw
; v (w

- i _ ZO)kl-l

per ogni cammino vy in B,(z,) intorno a zp.

( Stima di Cauchy J
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ESEMPIO 18.14

(Singolarité isolata J

Il seguente teorema pud essere interpretato come una generalizzazione di questo ri-
sultato al caso in cui f non & definita nel centro zq del cerchio, ovvero quando z; &
una singolaritd isolata di f.

TEOREMA 18.17 Sviluppo in serie di Laurent B\

Sia f olomorfa in B,(zq) \ {zo}. Allora

+oc

fRy= Y alz—zn)* se0<|lz=zl<r (18.30)
dove k=—cc
ck::_L_}ﬂiw)kHdw (18.31)
271‘[ ¥ (w — ZO)

e vy é un qualunque cammino in B,(zo) intorno a zy, orientato positivamente. Lo svi-
luppo in serie é unico, nel senso che se

+0o
flz)= Z di(z — Zo)k per 0 < |z—zg|l <7

k=—00
\allom dir = cp perognik € Z. )
Segue dalla (18.23) che la definizione dei coefficienti ¢, € consistente, ovvero non di-
pende dal cammino . £(z2)
Se f & olomorfa in B,(zo), cioé anche nel punto zg, la funzione (—T &
=20
olomorfain {z € C: |z — zo| <7} se k=—1,—2,—3, ...; quindi, per il teorema
di Cauchy, ¢, = 0se k= —1,—2,... eritroviamo lo sviluppo in serie di Taylor. La
serie
+00

G (A
Y alz—z0) =+ 2 o+ 1

(z -z (2—20)

+Co+C1(Z—Zo)+Cl(Z*ZO>2+"'

k=—00

si dice serie di Laurent di f centrata in zo.

' : 3 5 o

La funzione f(z) = "2 ¢ olomorfa in €© %\ {0} ed essendo sinz =z — LW M
risulta

72 31 5l

sin 7 1 z s z
2 ¢ B oa omr wmapl

La funzione f(z) = e7= & olomorfa in C \ {1} e la serie di Laurent centratain zo = 1 &
1 1 1 1 1

1
ez =1+ i e Fron
l-z 2 (1-2° 6 (1-2)°

o0 1 3 o (_1)14'\' &
; k(1 -z 2@
\ J

Una funzione complessa f ha una singolarita isolata in zy € C se f ¢ definita e olo-
morfa in

{zeC:0<|z—z0| <r} per qualche r > 0.
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Per esempio, le funzioni
sin z sin z it 1
e f

z ! 72 z— 23

2 ?

hanno una singolarita isolata in z = 0. La funzione Tr ha due singolarita isolate,

in z = +i, e la funzione ™= ha una singolarita isolatain z = 1.

e

I..,,i
| +00
Sia zo una singolarita isolata di f(z) esia > cx(z — 20)" la serie di Laurent di f centrata
in z. Il punto zp si dice k=—ca

(/) singolarita eliminabilesec; = Operk = —1,—2, .. ;
(ify polo diordinem > lsec_,, #0ecy =0perk < —m;
(iii) singolarita essenziale se ¢; # 0 per infiniti valori negativi di k.

sin z . . N . sin z
ha wuna singolaritd eliminabile iIn 0, ——

Per esempio, 7
1 1 . i : e
= 5+ hanno un polo di ordine 1 in 0, e'/% ha una singolarita essen-
z—20 z(l—z
ziale in 0 (si veda I’Esempio 18.14).

i ™
La funzione Bl ha due poli di ordine 1 in z = %i. Scriviamo per esempio la sua serie
z

di Laurent in B, (i), ovvero nel pitt grande intorno sferico di i che non contiene 1’altra singo-
larita —i:

L 1 1 1 1 1
241 (z+iz—8) z—i z—i+2 z—i i z—i 2i
+ -
2i
1 i 1 1 & i\*
T oz—i (E) L1 2 z—iz((z_t)?)
i) (—l)— k=0
2
I 1 1 2 i w3
e 2 (71 ——(z - ——=(z—9)°...
5 z—i( +—=(z—1) 4(4 i) S(z ) )

IR SR LIV Loy i i "*2( X
= — — e — — —_ SER, | e — — PR e — s -

2 7—-i 4°8° 16 Z\z) w71
Si noti che per scrivere la serie di Taylor abbiamo utilizzato la stima

o 1
2 =% = |z —i| < 1, che & vera se z € By (i).

2i 2
i p
Una funzione razionale (complessa) ¢ della forma
flz) = #;— con p e g polinomi complessi.
q(z

Le singolarita di f sono date dagli zeri di g. Essendo g un polinomio, esso ha un nu-
mero finito di zeri, quindi ogni singolarita & isolata. L ordine m di uno zero zo di g ¢
il numero intero positivo tale che

glz) = (e=—an) g1{z)

per un certo polinomio g; che verifica g;(zo) # 0. Allora possiamo scrivere

ESEMPIO 18.15
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; p(z)
Z)=—————m_ -
1 (z — z0)"qu(z)
La funzione 5 ((ZZ)) & olomorfa e quindi ammette uno sviluppo in serie di Taylor i
1

un intorno di zg:

pz) _
q1(z)

oG
Zak(z —zo)* per|z—zo| <1
k=0

Di conseguenza

o0

F2) = a(z — z0)™

k=0

e ci sono due possibilita: f ha una singolarita eliminabile in z, oppure un polo di or-
dine al pit 7. In altri termini

una funzione razionale non ha singolarita essenziali |.

Una funzione definita in un insieme aperto ¢ connesso A C C, olomorfa tranne in eventual
singolarita isolate, si dice meromorfa se le singolarita non sono essenziali.

/

Dungque, ogni funzione razionale & meromorfa in C.

Trovare le singolarita isolate delle seguenti funzioni e determinarne la natura:

) L c) sm(l)
a) ————; =
| * 224241 z

i sin z z
) d ;
\ ) 4+ 1023 + 25227 ) sin z )

{ Trovare la serie di Laurent centrata in 0 delle seguenti funzioni:

1 nz —
la) 2% sin —; ) &SZ;
i z z

1 cos (7z)
10) ) —
|2 72(1 —z2) ) z2

18.9 Singolarita isolate: il teorema dei residui

Siano A C C aperto e semplicemente connesso e f olomorfa in A\ {zo}. Per il
Teorema 18.17, f ¢ sviluppabile in serie di Laurent centrata in zg. Il coefficiente c_
riveste un ruolo particolare in quanto, per definizione,

- éf(w) dw

€1

dove v & un qualunque cammino in A intormo a zo orientato positivamente. Il coeffi-
ciente c_; si dice residuo di f nella singolarita isolata z, e si scrive
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¢y = Res f(zo) oppure c_; = Res f|__
Quindi
%f(z) dz = 2mi Res f|,__ .
v

Non & difficile generalizzare questo risultato al caso di piu singolarita isolate di f ap-
partenenti all’interno di .

TEOREMA 18.20 Teorema dei residui 7 — s

Sia  olomorfa nell’insieme aperto e semplicemente connesso A C C con leccezione .WQ,@,QM

delle singolaritd isolate z:, ..., z,. Sta v un cammino in A intorno a {zy,..., Z,}
orientato positivamente. Allora

%f(z) dz = 2mi iRes f|z=z;—'
¥ k=1
L =4

Per capire il teorema dei residui basta ripetere il ragionamento che & alla base della
(18.23), mostrando che

jgf(z)dz = i flz)dz

dove v, () = zx + pe”, t € [0, 27, con p > 0 cosi piccolo che: (a) ciascun 1y, & un
cammino nell’interno di A intorno a z; (b) i sostegni di y; sono a due a due di-
sgiunti (si veda Figura 18.10).

Se zp & un polo di ordine | (oppure una singolarita eliminabile), allora

o0
f(z) = +> alz—z)  se0<|z—zi <p
OVVEIO .

o0
(z—zo)f(z) =c1+ ch(z g ey g per Z — Zo.
k=0

Dunque, se z; é un polo di primo ordine di f, si ha che

Res f|z:z:) = zhj?o(z - ZG)]C(Z)-

¥, W

(Calcolo dei residuiJ

Figura 18.10
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Non ¢ difficile dimostrare un risultato leggermente pit generale:

se zg & una singolarita isolata di f e se esiste finito il limite

1151 (z — zo)f (z), allora Res f|,_, = Z].iIIZl (z — z0)f(2)- (18.32)

| E frequente il caso in cui f(z) = g(z)/h(z) e zo & uno zero isolato di h. Se g(z) e
h(z) sono olomorfe in un intorno di zg € C e se A(zo) = 0eh'(z0) # 0, |

; glz) . g(z) _ 8(zo)
Jim (z = 20) 3,y = Hm 2 = 20) o NGy T o) A Ro) |

Quindi, per la (18.32),

se g ¢ h sono olomorfe in un intormo di zo € C e

g(zo0) (18.33)
h'(zo0)

se h(zg) =0 e h'(zo) # 0, allora Res %1Z=ZD =

ESEMPIO 18.16 /S_i vuole calcolare 1

sin z i ;
. —_— H=—+é, tel0,2n].
$ e Y0 =3 0, 27

‘l La funzione integranda f(z) ha tre possibili singolarita: z = 0 e z = =i. L’interno diyé
1 {z eC: |z — %l < 1}. Quindi —i é esterno a -y mentre 0 e sono interni. 51 ha
| sin z ) sin z ) §in z . sin z sin i

li . =11 i
0" (2 A1) 2@+ D) (e 22(z2+1)

2z D) 2

Poiché entrambi i limiti sono finiti, per la (18.32) 0 e i sono singolarita isolate di f e i valori
del limite sono i corrispondenti residui: quindi segue dal Teorema dei residui che I'integrale
vale

sin i el —e
2mi| 1 — = 2mi .
L m(l % ) 2m<l + 2 )

Se il limite nella (18.32) non esiste finito, significa che zo ¢ un polo di ordine m > 1
o una singolarita essenziale. Nel primo caso vale la seguente formula:

| se zo & un polo di ordine m di f, allora

(m—1) ,
Res f(z9) = lim ! (d ((z — Za)mf(z))). (18.34)

z—zo (m—1)! \ dzm!

ESEMPIO 18.17 /S_i vuole calcolare
e —1 it
———————dz, dove y=2e",1€|0,2n]
v z(z — 1) (z + 4i)

‘ La funzione integranda f(z) ha: una singolaritd eliminabile in z =0 (infatti
lin(l)_f(z) = —i/4); un polo di ordine 1 in z = —4i, che pero si trova all’esterno di y; un polo

di ordine 2 in z = 1, infatti
d ( ef —1 )_hmef(zz+(4i2)z——4i)+2z-|—4i26+4i
2(z+4)) 1 72(z + 4i)° (1+4i)*

lim —
—1 dz
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II  valore del limite coincide con Resf(1) e percid Dintegrale vale
2n(—4 +i(2—e))/(1 + 4™

Il teorema dei residui puo essere usato per calcolare I’integrale improprio di una fun-
zione razionale di una variabile reale, P(x)/Q(x) (purché ovviamente la funzione sia
integrabile). Si ricordi che comungue il calcolo pud anche essere effettuato mediante
integrazione diretta.

(Si vuole calcolare 'integrale improprio 8

+oo 1 R 1 1 R 1
——dx= 1i ——dx=— 1li — dx
/0 1+x* Rﬂ&/m 14z g e j,R 1 4+x*

A questo scopo si considera 'integrale

1 | I
e 1+ 2 R l+x v 142

dove v} (f) = Re” per 0 << e vy & la curva indicata in Figura 18.11. La funzione

1 : . . o g +1+i
z) = — ha all’interno di vz due singolarita isolate, i
142 K

V2

; quindi, per il teorema

dei residui,

R
1 ; : 1
'[R'H_—xlldx:ZWI(RESf‘Z:‘¥%+ReSf|Z=%) */; 1+Z4 dz.

Poiché, per la disuguaglianza triangolare,

m

l* < |zt + 1]+ 1
si ha che
M+ >R"—1 sezewyh (R>1)

dunque, per la (18.18), risulta che, per R — +oo,

1

dz| <

,[y+ I+28 =R -1
R

Lvt) = o1 0.

Allora

+oc 1
-/0 H—ﬁdx:?ri(ResﬂZ: \\-%A+Resfj~7:_:_1_;>

W2

iR

—R I

Per la (18.32)

Integrali impropri di
funzioni razionali

ESEMPIO 18.18

Figura 18.11 La curva
t +— vy (#) dell’Esempio
18.18.
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( Lemma di JordanJ

B V2

1+
Res flomsy = Mo g

=24, —i 3 —i —1+i
R

quindi il residuo vale T V2/(—1 + i). Si pué anche utilizzare la (18.33):

\ 1 V2
Res f|,_ 1 = = =y
fr'fa 4(1”)3 A(—=1+1)
V2
Analogamente si calcola
Res fi»_ Cep = L
TEETE 4(1—d)

quindi

R | 2 | 1
I L 3 TS, Y
Jo  14x 4 \—-1+i 1+ 22
. J
Nell’esempio precedente abbiamo dovuto stimare ’integrale su un semicerchio per

mostrare che tendeva a zero per il raggio R — +oco. In generale segue dalla (18.18)
che

1
se |f(z)| = o(Tl) per z — oo, allora f(z)dz — 0 per R — +oc
|z|=R

(ovviamente la stima si basa sul fatto che il perimetro di una circonferenza & propor-
zionale al suo raggio). Una stima pit raffinata & fornita dal seguente risultato.

TEOREMA 18.21 Lemma di Jordan

Sianoa € R, Ry > 0,

A={zeC:|z| > Ry,Imz > —a}
esiaf : A — C continua in A tale che

lim f(z) = 0.

€4

Per R > Ry, sia Yy una parametrizzazione regolare dell’arco di cerchio di raggio R
contenuto in A (si veda Figura 18.12a). Allora per ogni A > 0 si ha che

li S g =i,
Lm A f(z)e"* dz

k J

Sottolineiamo ’importanza del segno di A e la posizione del semipiano
{z€C:Im z > —a}:

A>0= | =e ™) 50 perImz — 4oo.
Infatti, sostituendo ad A I'insieme

A={zeC:|z| >Ry, Rez>-a}

si ottiene una versione diversa del lemma di Jordan: per R > Ry, sia g una parame-
trizzazione regolare dell’arco di cerchio di raggio R contenuto nella chiusura di A (s
veda Figura 18.12b); allora per ogni A > 0
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lim / f(2)e ™ dz = 0.
J Vg

R—+oc

{2

cate rispettivamente nelle Figure 18.13a e 18.13b. Per il teorema dei residui, si ha

3 eiz eiz o eiz e—iz
% — dz = 27i Res — =2mi lim— = 2, %m dz = 0.

S = 20 ( ]
¥y, & iz lz=0 20 I ¥, 12

Draltra parte, per il lemma di Jordan,

] eiz ) o e—.fz
lim —dz = lim —dz =0.
R—+oa (i) 17 R—+o0 2 iz
Vi Yr

rema dei residui e del lemma di Jordan. SiaPO R >0, yg)(r) =Re per 0<t<me
"yg)(t) = Re" per —m < ¢ < (. Siano inoltre “7}(?,)5 ¢ Yg . (0 <& < R) le curve chiuse indi-

@
'YE‘

(@ (b)

Percid, sottraendo i due integrali nella (18.36) si ottiene

ﬁ’roviamo che )
oo
f B, e (18.35)
0 X 2
, sing  ef—e® . . o
Ricordando che . = i ° I'idea & quella di ricondurci a un’applicazione del teo-

(18.36)

Figura 18.12

ESEMPIO 18.19

Figura 18.13 Le curve
£l (@) et Fi!

(b).
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f—E iX ix R i —ix iz —iz
et —e ™™ er —e et —e™"
27 = —dx + —dx + ——dz
= ix g ix e iz

—4/'R Si”dx+2f BNE d
5 X 'YEJ Z

(abbiamo utilizzato la parita di ( sinx)/x). Da questa uguaglianza segue la (18.35) osservan-

do che, poiché la funzione z 2 ¢ olomorfa (e quindi continua) in R, la (18.18) implica

si sin
/ MZ 4z < max B p— per € — 0%,
JyBZ lz|<1| Z
o X
Calcolare i seguenti residui:
Il
a) Res ——— ; c) Res —— :
2+ 1, (z+1) ]
1
b) Res z* sin ‘ : d) Res ———| .
Z|,p & 2 |

Calcolare i seguenti integrali curvilinei:

et —1 .
a — dz, dovey(r) =5e"rec|0,2x];
) P aeayio dover() = s re0.]

b)jé jmz dz, dovey=2e",t€[0,27];
2 —z

2_37 + T .
c) jgu dz, dovey(r) = Ze”, t €0, 27;
¥ &

L2
dp——o—— d t) = 7", t € [0, 27].
)jé P T ove (1) e [0, 27]

1 .
— =142t e [0 27];
‘“‘)j’g coszdz’ T V@) Liss [0,27]

1 . . .
f jrg ﬁdz, dove () & una curva di Jordan, regolare a tratti, orientata positivamen-
7 =N
v

te, il cuiinterno ¢ 2 = {z € C: [z| < 3, Imz > 0},

Sia I il valore dell’integrale improprio convergente

+0o0 l
I =
(/_DC (x> + 1)(3x2 + 1) &

a) Mostrare che

‘R
1
— 1 dx.
g Rlilfw/_R W+ )BE+)

b) Mostrare che

1
d 0 R !
LWHW%UH HERSR = 458

dove yr(t) = Re", 0<t<m

¢) Calcolare [.




