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Equazioni differenziali ordinari

Definizione Un equazione differenziale (ordinaria) di ordine n
€ un equazione del tipo

F(z,y(z),y'(x),y"(@),...,y""(z)) =0, Va € [a,b] C R.

Una soluzione di questa equazione € una funzione y(x) : [a,b] —
R che sostituita nell’equazione, insieme con le sue prime n

derivate, rende I'equazione vera per ogni x € [a,b].

La parola “ordinaria” indica che I'equazione coinvolge una
funzione di una variabile y(x) e le sue derivate. Esistono
anche equazioni differenziali che coinvolgono una funzione
di piu variabili e le sue derivate parziali; incontreremo tali
equazioni piu avanti nel corso.

Esempio 1. L'equazione differenziale di ordine uno

Yy (x) —x =0, Ve € R (1)

ha come possibili soluzioni le funzioni:

2
2
y@) =75 = Y@ —e="T—e=0
2
2
y(a:)Z%—l = y’(a:)—a:zg—a:ZO
2
2
y(x)=%+3 = y’(a:)—a:zg—a:ZO

2
2
y(a:)Z%—I—C = y’(a:)—a:zg—a:ZO

dove C & una costante arbitraria.



Equazioni del primo ordine del tipo v/(z) = b(x)

L'equazione del primo ordine nell’'Esempio 1 non coinvolge

y(x) ma soltanto y'(x), e pud essere scritta nella forma:

y'(z) = b(z) (2)

Secondo il Teorema Fondamentale del calcolo integrale,
tale equazione ha infinite soluzioni, ma ogni soluzione e
data dalla funzione integrale [ b(z)dx pit una costante ar-
bitraria C, detta costante d’integrazione:

y(a) = / b(z) dz + C. 3)

La formula (3) rappresenta la soluzione o integrale gen-
erale dell’equazione (2). Per fissare una soluzione partico-
lare, cioe il valore di C', possiamo aggiungere all’equazione
un’'altra condizione detta condizione iniziale, per esempio
che il valore y(x0) = yo.



Se all’equazione ¢/(z) = x nell’lEsempio 1 aggiungiamo la
condizione iniziale y(1) = 3/2 fissiamo un’unica soluzione:

Y@=z [y@)=54+C

y(1) =3/2 y(1) = 3/2
Risolviamo per trovare il valore di C':

12
Quindi l'unica soluzione particolare che soddisfa la con-
dizione iniziale e:
5132
r) =—-+1.
y(z) >+

La figura mostra lI'insieme delle curve che rappresentano la
soluzione generale al variare della costante d’'integrazione

C evidenziando la soluzione particolare trovata:

S




In generale, un'equazione differenziale di ordine n ha infinite
soluzioni che dipendono dalla scelta di n costanti arbitrarie.
Per fissare una soluzione particolare € necessario aggiungere
n condizioni iniziali, per esempio specificando i valori y(xg),

v (z0), ..., y™(x0) per un certo xzo.

Definizione Un problema ai valori iniziali o di Cauchy €& un
sistema di un'equazione differenziale di ordine n ed n condizioni

iniziali relative a questa equazione:

[ F(x,y,9'(x),y"(@),...,y™(x)) =0

y(zo) = yo
{ Y (z0) = y6 Vz € [a,b] C R.

¥ (o) = 5"~

Purtroppo NON E’' VERO che ogni problema di Cauchy ha
una soluzione € non € neanche vero che se ha una soluzione,

questa soluzione é unica.

Esempio 2. Verificare che il problema di Cauchy

{ y(x) =2,y =0 Vz € R.

y(0) =0
amette almeno due soluzioni: la funzione costante y1(z) =

O e la funzione

() = z?2 se x>0
Y 10 se <0

Infatti, il problema ha infinite soluzioni.



Equazioni differenziali lineari del primo ordine

Definizione. Un’' equazione differenziale di primo ordine Ssi
chiama lineare se esprime y'(x) come una funzione lineare di
y(x) e pud essere messa nella forma:

y'(z) + a(z)y(z) = b(z),

dove a(x),b(x) sono funzione continue e b(x) si chiama termine
noto dell’equazione.
e Se b(x) = 0, I'equazione si chiama omogenea;

e se b(x) #= O, I'equazione si chiama non omogenea.

Il problema di Cauchy per un’equazione differenziale lin-
eare di primo ordine ha sempre un’'unica soluzione. Noi ar-
riveremo alla formula esplicita per la soluzione generale di
tale equazione in due passi: prima afronteremo |'equazione
omogenea e poi quella non omogenea.



Soluzione dell’equazione omogenea: y/'(z) + a(x)y(x) =0

/
X
V(@) +a@y@) =0 = L&
y(x)
Poiche &) — dnly@)| Spphiamo
y(x) dx
d
L injy@)| = ~a(2)
xZT

In|y(x)| = —/a(a:) dx + c1,

dove c1 € una costante d'integrazione arbitraria. Prendendo
I'esponenziale di tutti i due membri dell’equazione, otteni-

amo

()| = exp (- / a(e) de 4 cl)

y(x) = Cexp <—/a(a:) da:) :

dove ' = +e“, ed essendo c¢i; una costante arbitraria, lo
stesso vale anche per C.
Abbiamo dimostrato il seguente teorema:

Teorema 1 La soluzione generale dell’equazione differenziale
lineare omogenea di primo ordine: y/'(x) + a(z)y(x) =0 &

y(x) = Cexp <—/a(a:) da:) :

dove C & una costante arbitraria.



Esempio 3. Trovare la soluzione generale dell’equazione

y' () = —2xy(x).

Risoluzione Nella forma normale, I'equazione diventa:

y'(z) +2zy(z) =0

quindi a(z) = 2z e b(xz) = 0. Quindi abbiamo un’'equazione
differenziale lineare omogenea di primo ordine e la sua soluzione

generale é:

2

y(x) = Ce_f%dx =Ce ",

Esempio 4. Risolvere il problema di Cauchy

"(x) + 2z y(x) =0
{5(1)233/ Vz € R.

Risoluzione Nell’'Esempio 3 abbiamo trovato |la soluzione

generale dell’equazione omogenea:

2

y(x) = Ce_f%dx =Ce ",
Imponendo la condizione iniziale y(1) = 3 determiniamo il
valore della costante C':
y(1)=Cel1=3 = C =3e.
Quindi, la soluzione del problema di Cauchy &

y(z) = 3ee™ =377,



Soluzione dell’equazione non omogenea.

y'(z) + a(z)y(z) = b(x)

Lemma 1 La soluzione generale dell’equazione non omogenea

y'(z) + a(z)y(z) = b(z), (4)

e la somma dell'soluzione generale dell’equazione omogenea
(b(x) = 0) e una soluzione particolare dell’equazione non omo-

genea.

y(aj) — yom(aj) + yp(aj)

Dimostrazione Sia y,(z) una soluzione particolare dell’equazione

(4). Allora anche y(x) = yom(x)+yp(x). soddisfa I'equazione
non omogenea. Infatti,

Yo (2) + ¥, (2)) + a(@) (Yom (@) + yp(z))

= (Wom(2) + a(@)yom(z)) + (y,(z) + a(@)yp(z))

=0+ b(x) = b(x).
Quindi, basterebbe dimostrare che ogni soluzione z(x) della
equazione (4) & la somma di y,(z) e una soluzione dell’equazione

omogenea, cioe che la differenza z(x)—y,(z) soddisfa I'equazione

omogenea:

(Z'(z) — y,(@)) + a(z)(2(z) — yp(x))
= (¢'(z) + a(x)z(2)) — (y,(z) + a(@)yp(z))
= b(x) —b(z) = 0.

Q.E.D.



Teorema 2 La soluzione generale dell’equazione differenziale

di primo ordine

y'(z) + a(@)y(z) = b(z), (5)

e data da:

y(z) = e 4@ <C + /b(a:) e (@) da:) :

dove C € R & una costante arbitraria e A(z) = [a(z)dz & una

primitiva per a(x).

Dimostrazione Osserviamo che l'espressione proposta per

la soluzione puo essere scritta come una somma:

y(aj) — yom(aj) + yp(aj)a

dove yo,m = Ce 4@ & |a soluzione generale dell’equazione
omogenea, e y,(z) = e 4@ [b(z) eA® dz. Lemma 1 implica
che, per dimostrare il teorema basterebbe dimostrare che
yp(x) € una soluzione particolare dell’equazione non omo-

genea. Infatti

y,(x) = (%614(:1:0 /b(a:) eA@ g 4 =A@ (%/b(m) cA@) da:)
= —A'(z)e 4@ / b(z) eA® dx + e A@p(z) A
= —A'(@)yp(z) + b(z)
Ma

Al(x) = % (/ a(x) da:) = a(x)

Quindi, y,(x) = —a(z)yp(z) + b(x). cioe y,(r) soddisfa
I'equazione non omogenea. Q.E.D.
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La formula nel Teorema 2 ha come casi particolari i due tipi
di equazioni che abbiamo studiato precedentemente:

e b(x) =0
integrale generale dell’equazione omogenea
y'(z) + a(z)y(z) = 0:

y(z) =Ce 4™ CeR, Az) = /a(a:) dx

e a(x) =0
integrale generale dell’equazione y'(x) = b(x):

y(z) = /b(a:) dx + C, C' € R.

11



Esempio 5. Risolvere il problema di Cauchy

(1§20 reoam

Risoluzione Nella forma normale, I'equazione é:

vy (z) +y/z = 3, ze€ (0, 400)

quindi a(z) = 1/x e b(xz) = z3. Allora per I'integrale gen-
erale dell’equazione abbiamo:

A(x) = /da:/a: = Inx.

y(a:) :€—Ina: <C—|—/a:3e|nxda:)

= l(C’—I—/:1:3:1:d:1:)
x

= 2(C+47/5)

Imponendo la condizione iniziale y(1) = 1/5 determiniamo
il valore della costante C"

y(1) =1(C+1/5)=1/5 = C =0.

Quindi, la soluzione del problema di Cauchy &

y(z) = z*/5.

12



Esercizi

1. Trova la soluzione generale di ciascun’ equazione:
(@) ¥'(z) +y(z)cos(z) =0
(b) ¥'(z) +y(z) =xe€”

(©) (@) + 2y(x) =

2. Trova la soluzione di ciascuno dei problemi di Cauchy:

y(2) =0
(b) { y($)+\/1‘|‘ﬂf y(fﬂ) =0
y(0) =
Y (z) —y(x) =
(©) { y(0) =1

13



Applicazione: Teoria della radioattivita

Che cosa € la radioattivita? Esistono degli elementi detti
radioattivi, a cui gli atomi sono instabili e con il tempo
spontaneamente si dividono disintegrandosi in atomi di altri

elementi.

Equazione differenziale del decadimento radioattivo.
Sia N(t) il numero di atomi di una data sostanza radioattiva
presenti nel momento t. Secondo la teoria della radioattivita
il numero di atomi dN/dt che si disintegrano nell’'unita di
tempo € proporzionale ad N(t):

dN

— = AN,

A € una costante positiva che e caratteristica della velocita
di decadimento: piu grande & A, piu veloce € il processo
di decadimento. Osserviamo che |I'equazione che descrive |l
decadimento € una equazione differenziale lineare omogenea

di primo ordine. Quindi la sua soluzione generale é:
N(t) = Ce M.
Supponiamo che nel momento t = tp il numero di atomi era
N(to) = No condizione iniziale

allora abbiamo C = Nge ** e la soluzione del problema di
Cauchy e:

N(t) = Nge t—to),

14



Esempio 6. Trovare il valore della costante M\ per il

Radio -226, sapendo che in 1600 anni si disintegrano circa

meta dei suoi atomi.

Risoluzione: Sappiamo che dopo t — tg = 1600 anni il nu-

mero di atomi rimasti N(t) & circa meta degli atomi nel

momento tg, Cioeé:

NO/2 — NO 6—1600)\

£1600% _ 5
1600\ = In2
4 1
A=1In2/1600 = 4,33 x 1074 ——
anni

Definizione Il periodo di tempo necessario per la disintegrazione

di meta degli atomi di una certa sostanza redioattiva si chiama

il tempo di dimezzamento di tale sostanza.

Esercizi

1. Trovare il valore della costante A\ per il
Piombo 210, sapendo che in 22 anni si disintegra circa

meta dei suoi atomi.

2. Trovareil tempo di dimezzamento dell’'Uranio-234 sapendo
che in 1000 anni si disintegra circa 0.28% dei suoi

atomi.

15



Equazioni differenziali di primo ordine a variabili separabili

Definizione Diciamo che un equazione differenziali di primo or-

dine & a variabili separabili se si pud scrivere nella forma:

dy
f@)7- = 9(a). (6)
X
dove f(y) e g(x) sono due funzioni continue.

L'equazione 6 pud essere risolta integrando i due membri

rispetto ad x

/ F(y) dy = / g(@)dz +C,  (dy =1y () da)

ottenendo y come una funzione implicita di z, che quando
e possibile espliciteremo.

Esempio 7. Trovare la soluzione generale dell’equazione:

dy_ 2/ 2
da:_x/y7

Risoluzione: Moltiplichiamo tutti i due membri dell’equazione

con y? ottenendo:

e integriamo

/deyZ/a:Qda:—FC

v /3=23/34+C

In questo caso la soluzione pud essere esplicitata per y:
y(z) =va*+C

16



Esempio 8. Risolvere il problema di Cauchy

{ eVy(x) —x —x3 =
y(1) =1

Risoluzione L'equazione puO essere scritta nella forma:

d
eyd—yza:—l—a:3
T

Integrando entrambi i membri otteniamo:

/eydyZ/(a:—I—a:3)da:—|—C
5132 5134
y — 7 i C
e > + 7 +
5132 5134
=In|{—+—+0C
vy =1n (5 +5 +0)
Dalla condizione iniziale abbiamo:
(1) In ! -+ L + C 1 = C
= — — = = e — —.
J > 2

Quindi la soluzione del problema di Cauchy &

x2 xt 3
yu>—m<54~2+e—z).

17



Esempio 9. Risolvere il problema di Cauchy

(L+eY)y'(x) =cosx
{ y(r/2) =3

Risoluzione Integrando entrambi i membri otteniamo:

/(1 +eY)dy = /COSa:da:—I—C
y(z) + '@ =sinz 4+ C

La soluzione non pu0 essere esplicitata per y. Dalla con-

dizione iniziale abbiamo:

y(n/2) 4+ V"2 =sin(x/2) + C
34+e3=14C
C=2+¢
Quindi la soluzione del problema di Cauchy in forma im-
plicita e

y(x) + V@) =gsing +2 4 €3

18



Il problema del campo di esistenza della soluzione

Esempio 10. Risolvere i problemi di Cauchy

N Y@ =149
M { y(0) =0

Y (@) =14y
(i) { y(0) = 1

Risoluzione Dividiamo entrambi i membri per 1 —I—y2 e inte-

dy
/1+y2_/d$+c

arctany =x+ C
y(z) = tan(z + C),

griamo:

che rappresenta la soluzione generale dell’equazione ¢/(z) =
1+ y?. Impostando la condizione iniziale (i) otteniamo che
C = 0; quindi la soluzione dei due problemi di Cauchy é:

y1(xz) = tan(x)

Il problema & che la soluzione trovata & definita come una
funzione continua soltanto sull'intervallo aperto (—3%,7%); in-
fatti

lim y1(z) = *oo.
r—+t2

19



Abbiamo lo stesso problema con la soluzione del secondo
problema di Cauchy (ii) per il quale otteniamo C' = n/4 e
per la seconda soluzione abbiamo

y1(x) = tan(z 4+ w/4),
definita soltanto per z € (=37 /4,7/4).
La figura mostra I'insieme delle curve che rappresentano la

soluzione generale al variare della costante d’'integrazione

C evidenziando le soluzioni particolari trovate:

{

Osserviamo che ciascuna delle soluzioni particolari ha come
campo di esistenza un intervallo finito.

La soluzione di un problema di Cauchy in generale non sara
definita su tutto R, ma soltanto su un intervallo aperto (a,b)
detto campo di esistenza della soluzione.

20



Equazioni omogenee

Un'equazione differenziale di primo ordine si chiama omogenea
se puO essere scritta nella forma:

y(@)=f(2). )

Strategia di risoluzione Un'equazione omogenea puo es-
sere trasformata in un’equazione a variabili separabili per la
funzione z(x) = y(x)/x; infatti abbiamo:

y(z) =z 2(z) = y'(z) = 2(z) + 22 (x)
Sostituendo nell’equzione (7) otteniamo:
z+x2(z) = f(2) = z2'(z) = f(2) — 2,

che & un'equazione a variabili separabili.

Esempio 11. Trova la soluzione del problema di Cauchy

{ zy'(z) =y + Vy? + 22

y(1) =0

Risoluzione L'equazione € omogenea perche puo essere scritta

nella forma:
2
y x| |y
y(@)==+"y/5+1
X X X
Esesendo la condizione iniziale imposta in x = 1 studiamo
la soluzione per

x>0 = |z|/z = 1.

21



Sia z(x) = y(xz)/z; allora

y(z) =z z(x) = y'(z) = 2(z) + 2 2'(z)

e |'equazione diventa:

z+a:z’(a:)=z—|—\/22—|—1
1

da:_a:
J e
zc+1 x
ec—I—In:z: . e—c—lna:
acrsinh(z) =Inz+C = z(z)= 5
_Cz—-1/(Cx) _ (Cx)? -1 .
Z(CC) - 2 = y(a:) - 20 ) 0_67

che rappresenta la soluzione generale dell’equazione. Im-
ponendo la condizione iniziale otteniamo C = 1; quindi la
soluzione del problema di Cauchy é:
x2—1
2

y(z) =

22



Esercizi

1. Trova la soluzione generale di ciascun’ equazione:

(@ ¥y(@) =0 +z)(1+y)

(b) ¢ (a) = ertvs

2. Trova la soluzione di ciascuno dei problemi di Cauchy

e il campo di esistenza della soluzione:
(a) { 2yy/(x) +2°(1 +y?) =0

y(0) =1
o {455
© { Z’((gs))::él - (2 -y)
@ { S5 veess

23



Equazioni esatte

Un equazione differenziale di primo ordine F(x,y(x),y' (x)) = 0

si chiama esatta se esiste una funzione ®(z,y(x)) di xz e y(x)

tale che

F(o,y(@), ¥ () = = (@, y(2)

In particolare la soluzione dell’equazione puo essere ottenuta Iin

forma implicita integrando
d

—P,y(@) =0 = &@y)=C

Esempio 12. Trovare la soluzione generale dell’equazione

y+ (x+e")y'(x) =0 (9)

Risoluzione Sia

P(z,y) =xy+ e’

Osserviamo che
0

a4 _9 9 dy

=y+ (z+e)y
Quindi, I'equazione (9) & esatta e la sua soluzione generale

in forma implicita &
xy+e!=C

L'equazione non puoO essere esplicitata per y, ma possiamo
risolverla facilmente in modo numerico come vedremo piu

avanti.
24
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Nell’esempio precedente abbiamo indovinato la forma dell’'integrale
d(x,y). Ma dal procedimento dovrebbe essere chiaro che
se |'equazione €& esatta puo essere scritta nella forma:

M(z,y) + N(z,y)y'(xz) =0,

dove M(z,y) = 5, P(z,y(z)) e N(z,y) = 5 P(z,y()).

Il teorema seguente ci offre una condizione necessaria e
sufficiente per verificare |'esattezza dell’equazione e apre la
strada per calcolare l'integrale.

Teorema 2 Siano M(xz,y) e N(x,y) due funzione continue con
derivate continue in x e y per x € (a,b) € y € (¢,d). Esiste una
funzione ®(z,y) tale che

M@y) = - 0@y@) e N@y) =5 o) (10

se e solo se

0 0
— N = —M

per ogni x € (a,b) e y € (¢,d). In questo caso, I'equazione

M(z,y) + N(z,y) y'(z) =0

e esatta; infatti

M(z,9) + N(@,9) ¥/ (2) = = &(z,y(2)) =0,

e la sua soluzione generale € ®(x,y) = C.

25



Dimostrazione Supponiamo prima che esista una funzione

®d(x,y) tale che M (z,y) = 0P (x,y)/0xr e N(x,y) = 0P(x,y)/0y.

Vogliamo dimostrare che 2% = %—]‘;. Integrando la prima

equazione otteniamo

S (2,y) = / M(z, y) dz + h(y),

dove h(y) & una funzione arbitraria di y. Prendendo la
derivata parziale dei entrambi i membri rispetto ad y otte-

niamo:
b M
_:/8 (,y) dx + h'(y)
Yy y
OM (x,
N(z,y) - / g Y o = W(y)
Y
0 OM(z,y) oh'(y)
8:1:[ (@) / oy a:] Ox
ON — oM =0 c.e.d.
ox 8y
Se, d'altra parte 2% %]‘y” definiamo
M
@)= [M)det [ [N - [PEED a0 ay
Quindi,
oM
%% —/—da:—I—N(a: y) — /a—yda:—N(a: y)
[ON OM
9¢ = M / — dy =
. (z,y) + or oy | Y
[ OM M
=M(a:,y)—|—/ oM 9 ] dy = M(x,y) c.e.d.
| dy Oy

26



Commenti

1. Nel Teorema 2 abbiamo imposto la condizione (10) in
un dominio a forma rettangolare (z € (a,b) ey € (c,d)),
ma il teorema rimane valido anche se la condizione
viene imposta in un qualsiasi dominio semplicemente

connesso (cioe senza buchi)

Domini semplicemente connessi.

Y Y
d—— - — , O
T e
X N : X

Domini non semplicemente connessi.
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2. Strategia per risolvere un’equazione esatta

(i)

(i)

(i)

Verificare la condizione (10) del Teorema 2; se &
soddisfatta, l'equazione é esatta e possiamo pro-
cedere;

Secondo il Teorema 2 esiste ®(z,y) taleche M(z,y) =
oPb(x,y)/0r e N(z,y) = 0P(z,y)/0y; integrando
una di queste due equazioni (per esempio la prima)
otteniamo per ®(x,y):

S@y)= [ M@yds+he). (D
dove h(y) € una funzione di y da determinare;

determiniamo h(y) dalla condizione che 9®(z,y) /0y
(come calcolato in (11)) deve essere uguale a N(x,y);

In (ii), invece della prima, possiamo integrare la sec-

onda condizione ottenendo

(i)

(iii")

S (2,y) = / NG, y)dy+9(@),  (12)

dove g(x) & una funzione di x da determinare;

determiniamo g(z) dalla condizione che 0®(x,y)/0x
(come calcolato in (12)) deve essere uguale a M (x,y).
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Esempio 13. Trova la soluzione generale dell’equazione

3y + "+ (3z + cosy)y' (z) =0

Risoluzione

M(z,y) =3y +e* N(x,y) =3z + cosy

ON
oM __ —
—y — 37 _— = 37

quindi I'equazione & esatta e esiste ®(z,y) tale che
M(z,y) = 0P(z,y)/0z e N(z,y) = 0P(z,y)/0y

Integrando la prima condizione otteniamo:

S@y) = [ M) do+ )
= /(3y + e¥) dx + h(y)
= 3yx+ e+ h(y).
OP(z,y)/0y = N(x,y)
3r+ h(y) = 3z 4+ cosy
h'(y) = cosy
h(y) = /COSydyzsiny

piu una costante d’'integrazione, che viene incorporata nella
soluzione generale ®(x,y) = C. Quindi per la soluzione
generale otteniamo

®(z,y) = 3z y(x) + e +siny(x) = C,

che non puo essere esplicitata.
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La gran parte delle equazioni

M(z,y) + N(z,y)y'(z) =0 (13)

non sono esatte e quindi non possiamo usare il metodo
del Teorema 2 per risolverle. Ma esistono due casi nei quali
moltiplicando I'equazione (13) per una funzione appropriata
wu, detta fattore integrale, possiamo trasformare I'equazione

in un'equazione esatta.

Caso 1. Supponiamo che esista una funzione R(z) di x
tale che

1 fOM ON
— — = R(x).
N < oy 8:1:) (@)

Sia pu(x) = e B@ e Ajiora I’equazione

p(z)M(z,y) + p(z)N(z,y) y'(z) =0

e esatta. Infatti u/(z) = R(x)u(x) e

o o
5y (B@M) = = (u(@)N) =

oM , ON
— M(ﬂf)a—y —w(z)N — M(CU)%
oM ON
— M(ﬂf)a—y — R(z)u(z)N — M(CU)%
oM ON
= p(z) oy oz —R(z) N| =0
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Caso 2. Supponiamo che esista una funzione Q(y) di y tale

che

1 <8N oM

7\ am ay) = Q(y).

Sia pu(y) = efQ(y)dy. Allora I'equazione

u(y)M(z,y) + u(y)N(z,y) y'(z) =0
e esatta. Infatti u/'(y) = Qy)u(y) e

S DM) = 52 (u)N) =

= u(y)%—M + WM — p() 2>
Y ox

= 1)+ QIHWM — ()
Y oz

ON

oM
= u(y) 8—y+Q(y)M_8—a: =0
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Esempio 14. Trova la soluzione generale dell’equazione

2
T2y + (v e (@) =0 (14)

Risoluzione Abbiamo

oM
M(z,y) = y?/2 + 2ye® = a—zy—l—Qex
Yy
ON
N(z,y) =y+e*© = —=¢
oz
) . N 1 (M ON\ __ T
L'equazione non é esatta ma N(a_y_%) = 1. Quindi,

siamo nel Caso 1 e I’equazione ammette il fattore integrale:
pw(x) = efldm = e”.

Quindi I'equazione equivalente

2
e T 2y e (y + )y (x) = 0
e esatta, cioe esiste una funzione ®(x,y) tale che

2
, Y oy od

Z 40 —
() © 2 e oz

od
oy
Integrando (i) e confrontando con (ii) otteniamo

(i) e“y + %% =

2
P (z,y) = € % + ye* + h(y)
0P
oy Vet e+ 1 (y) =e"y+e* = W(y) =0
e quindi la soluzione generale di (14) &

2
®(z,y) =ex%+y62x =C
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Esercizi

1. Dimostra che I'equazione a variabili separabili
g(z) + f(y) y'(x) = 0 & esatta.

2. Per ciascun’equazione trova il valore di a per il quale
I'equazione é esatta e poi trova la soluzione generale:

(a) z 4 ye**¥ 4 aze®Vy/(z) =0
(b) 224y 2+ 225y (x) =0
3. Trova la soluzione generale di ciascun’ equazione:
(a) 2zsiny + y3e® + (z? cosy + 3y2e®)y'(z) =0
(b) y?/2—2ye" + (y —e)y'(x) =0

4. Trova la soluzione di ciascuno dei problemi di Cauchy:
2xy3 + 3y2z2y/ () = 0

y(1) =1
(b) 322 + 4xy + (2y + 222)y/ () =0
y(0) =1
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Il problema dell’esistenza e |'unicita della soluzione

Abbiamo visto che
e only in casi particolari possiamo risolvere analiticamente
un'equazione differenziale;
e anche quando possiamo risolvere |'equazione, la soluzione

Spesso si presenta in una forma implicita;

Quindi la necessita di svilupare e applicare metodi numerici
che ci permettono, dato un problema di Cauchy:
{ y(z) = f(z,y(z))
y(xo) = yo
a dare una stima della soluzione esatta in un’'intorno del
punto (xo,yo0). Ma I'applicazione di metodi numerici potrebbe

avere senso soltanto se:

e Sapiamo che esiste una soluzione del problema di Cauchy;
e tale soluzione sia unica.

Purtroppo, come visto in Esempio 2, questo non & sempre

Vero.

Esempio 2. Il problema di Cauchy

y(0) =0
amette almeno due soluzioni: la funzione costante y1(z) =

O e la funzione

2
y(a:):{a: se x>0
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Conculsione Dobbiamo stabilire dei criteri che ci permet-
tono, prima ad applicare un metodo numerico, a verficare
che il problema di Cauchy ha una soluzione e che tale
soluzione sia unica.

Teorema di esistenza e unicita. Sia f(z,y) sia una funzione
continua nel rettangolo R = [zg — a,20 + a] X [yo — b,yo + 1] €
siano

, b
M = max(m,y)eR|f(37>y)|7 o = min <CL, M) ,

Supponiamo che esiste una costante L > O tale che

|f(z,91) — f(z,y2)| < Llyr — v, (15)

per ogni (z,y1), (x,y2) € R.
Allora il problema di Cauchy:

y'(z) = f(z,y(x))

y(zo) = yo

ha una e una sola soluzione y(z) per = € [xo — o, 0 + .
y

Yotb

Yo + — —F — — = y ()

90'5:'— | |
— L
L

I
[ [ [
| [ I
[ | I
! | I | | T
L Lo" G Lo Zo Tota xota

Definizione: Una funzione di due variabili f(x,vy) : [zo, x1] —

R che soddisfa la condizione (15) nel teorema si chiama
Lipschitziana rispetto a y uniformamente per z € [zg, z1].
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Esercizio. Dimostrare che il problema di Cauchy in Esem-

pio 2 non soddisfa le condizioni del teorema di esistenza e

unicita.

Risoluzione Nel problema di Cauchy

{ Z’((g:))::g\/g V€ R = f(z,y) = 2/y.

Sianoa=1eb < 1. Prendiamo yi1,y» € R tali che y1,y> < 62

dove § € un un numero positivo < 1:

ly1 — yo| ly1 — yo|
|f(z,y1)—f(z,y2)| = |24/y1—2/y2| = 2 > ZoIe
VY1 + /Y2 )
In particolare
— 1
im @y = f@y)l L o,
0—0 |y1 — y2| §—0 ¢

quindi non pud esistere una costante L che limita tale
rapporto. Con cio' abbiamo dimostrato che il problema
di Cauchy in Esempio 2 non soddisfa la condizione Lips-

chitziana.
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Non & sempre facile da verificare la condizione Lipschitziana
(15) nel Teorema di esistenza e unicita. Il corollario seguente

Ci offre una condizione sufficiente che in generale € piu facile

a verificare:

Corollario del teorema di esistenza e unicita. Sia f(z,y) sia
una funzione continua nel rettangolo R = [zo — a, 20 + a] X [yo —
b,yo + b] con derivate parziali continue in R, e siano

, b
M = max(m,y)eR|f(33ay)|7 a = min <CL7 M) :
Supponiamo che esiste una costante L > O tale che

<L, (16)

0

per ogni (x,y) € R.
Allora il problema di Cauchy:

y'(z) = f(z,y(x))

y(xo) = yo
ha una e una sola soluzione y(z) per = € [xo — o, x0 + .
Dimostrazione Secondo il teorema del valor medio, per ogni
yo—b<wy1<y2<wyo+>

(@) — f(osy2)] = (%f(:v,ﬁ)' (s — y1),

per un valore £ € [y1,y2]. Secondo l'ipotesi del corollario

9]
Ia—yf(:v,ﬁ)l <L = |f(x,y1) — f(z,y2)| < L|y2 — y1|.

Quindi, secondo il Teorema di esistenza e unicita la soluzione
del problema di Cauchy esiste in un intorno del punto (xo, yo0)

ed é unica.
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Esempio 15. Sia a(xz) una funzione continua nell'intervallo

[20,z1] (ciog a(x) € C°[xg,x1]). Verificare che il problema

di Cauchy:

{ y'(z) = alz)y(z), =€ |zo,z1]
y(zo) =0

ha come unica soluzione la funzione costante y(x) = 0.

Soluzione La funzione costante y(x) = 0 ovviamente sod-

disfa I'equazione. Per dimostrare che questa soluzione &
unica, dobbiamo soltanto verificare che la funzione f(xz,y) =
a(x)y soddisfa le ipotesi del corollario. f(xz,y) & continua

~

perche essa e il prodotto di due funzioni continue. Poi,

Oyf(z,y) = a(x).

Essendo la funzione a(x) continua su un intervallo chiuso,
il Teorema di Weierstrass implica che a(x) assume un mas-
Simo e un minimo, quindi € limitata in modulo: esiste L > 0

tale che
la(x)| < L, Vz € [xo,x1].

Quindi anche la condizione (16) & soddisfata.
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Esercizi

1. Dimostrare che ciascuno dei seguenti problemi di Cauchy

ha una soluzione sull’'intervallo specificato:

( /() = y? + cos 22
(@) 1 , =€l0,1/2];
| ¥(0) =0
[ Y(z) = e + 2
(b) S , w€[l,1+4e/2]
| y(1) =0
2. Dimostra che y(x) = —1 & I'unica coluzione del prob-

lema di Cauchy:
y'(z) =2(1+vy)

y(0) = -1
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Equazioni differenziali lineari di secondo ordine

Definizione. Un’' equazione differenziale di secondo ordine si
chiama lineare se e del tipo:

y' (@) + a1(z)y' (z) + ao(z)y(z) = b(=),

dove a;(z),b(z) € COa,B] (funzioni continue nell’intervallo
[, B]).
La funzione b(x) si chiama termine noto.

e Se b(x) = 0, I'equazione si chiama omogenea;

e se b(x) #= O, I'equazione si chiama non omogenea.

In generale saremmo in grado a risolvere in modo esplic-
ito pocchissimi equazioni di secondo grado. Per esempio

potremo risolvere I'equazione vy”"(x) = g(x) integrando due
volte ripetto .
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Esempio 16. ¢”(z) = z. Integrando due volte rispetto =

otteniamo

y'(z) =z =

2
/y”(ﬂﬁ)dﬂfz/iﬂdaﬁ-l-cl = y’(a:):%—kcl =

2 3
/y’(a:)dazz/(%—k(}l)da:—k(b = y($)2%+01$+02.

Osserviamo che la soluzione generale contiene due costanti
di integrazione. Per determinare una soluzione particolare
abbiamo bisogno di due condizioni iniziali. Per esempio
se fissimo il valore della funzione y(x) e il valore della sua

derivata in un punto:

y(l) =1
y'(1)=0 "~
otteniamo
y(l)=L +C1+C2=1 Ch=1-1-0c =1
= =
y(1)=%5+C1=0 ¢y = -1
Quindi, la soluzione del problema di Cauchy
y'(z) ==
y(l) =1
y'(1) =0

(‘D/

3

1 4
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Teorema 1 (esistenza e unicita dell’equazione omogenea)
Siano ag(x) € ai(x) due funzioni continue nell’intervallo a < x <
B. Allora esiste una e solo una funzione y(xz) che soddisfa il
problema di Cauchy:

y'(z) + a1(z)y'(z) + ao(z)y(z) =0

y(zo) = yo
y/(ilfo) — y67 To € (O{, ﬁ)

per ogni a < x < .
Corollario L’'unica soluzione del problema di Cauchy:
y"(x) + a1(x)y'(z) + ao(z)y(z) =0

y(zo) =0
y'(z0) = 0O,

e la soluzione nulla: y(x) = 0.

Dimastrazione: Ovviamente y(x) = 0 & una soluzione e
secondo il Teorema di esistenza e unicita tale soluzione é
unica.
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Insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea

Date due funzioni ao(xz),a1(x) continue nell'intervallo
a < x < 3, definiamo una applicazione L che a ogni fun-
zione y(x) (derivabile due volte con derivate continue) cor-

risponde un’'altra funzione L(y) dove

L(y) = y"(z) + a1(2)y'(z) + ao(z)y(z).

Quindi, I'equazione omogenea Si puo scrivere nella forma
L(y) = 0.
Teorema 2 L’'insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea
L(y) =0

€ uno spazio lineare, cioe se y1(x) € y>(x) sono due sue soluzioni,

allora anche ciy1 + coy> € una sua soluzione.

ﬁgzg _ 8 } = L(c1y1 + c2y2) = 0.

Dimostrazione: Basta osservare che |'applicazione L & un
operatore lineare, cio’e’ per ogni costante ¢, e per ogni due

funzioni y1(x) e ya(x)

L(c1y(z)) = cL(y(x))
L(y1(z) + y2(z)) = L(y1(z)) + L(y2(z))

Questo fatto € una conseguenza diretta dal fatto che la

differenziazione € un operatore lineare:

Cley@) =c L@ ) =

dy1 | dyo
da:+da:
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Diciamo che le soluzioni particolari y1(xz),y2(x),...,y.(x) sono
linearmente dipendenti se esistono costanti ci1,co,...,c, € R,
non tutti nulli, tale che

ciy1(x) + coya(x) + ... + chyn(x) =0 per ogni z € 1.

Se tali costanti non esistono le funzioni si dicono linearmente
indipendenti.

Osserviamo che, due soluzioni y1(x), y2(x) sono linearmente

dipendenti se e solo se una € multiplo dell’altra:
y2(z) = cy1(z), c=-ci/ca, c27# 0.

Teorema 3 Siano yi(xz),y2(x) due soluzioni particolari e linear-
mente indipendenti dell’equazione:

y'(x) + a1(x)y' (x) + ao(z)y(z) = 0, a<z<f (17)
Allora |la soluzione generale dell’equazione €
y(z) = c1y1(z) + coya(z).

Esempio 17 L’'equazione y"(x) +y(x) = 0 ha due soluzioni

linearmente indipendenti:

yi1(x) = cosz, infatti y{(z) = —cosz = —yi1(z)
yo(x) = sinz, infatti y5(z) = —sinz = —yo(x)

Allora secondo il Teorema 3, |la soluzione generale dell’equazione
e:

y(x) = ¢y cosx + crSinz;
cioe ogni altra soluzione € una combinazione lineare di y; €

yo> con coefficienti appropriati.
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Dimostrazione del Teorema 3

Vogliamo prima dimostrare che se y; € y> sono indipendenti,
allora per ogni xg € (o, 3)
y1(zo) y2(xo0)
det 0.
( v, (z0) wh(zo) ) 7
Infatti, se la determinante era zero, il sistema omogeneo

c1y1(zo) + c2y2(xo) =0
c1yi(zo) + c2y5(z0) = O

avrebbe avuto soluzioni non nulle per ¢1 e c¢o; quindi
c1y1(x) + coy2(x) sarebbe stata una soluzione non nulla del
problema di Cauchy:

y'(x) + a1(x)y'(x) + ao(x)y(x) =0

y(zo) =0
y'(xz0) = 0O,

e questo fatto contradicerebbe il Teorema 2. Quindi il
determinante non €& nullo.
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Sia adesso z(x) una soluzione quasiasi dell’equazione (17).
Vogliamo dimostrare che esistono c; e cp tali che

z(x) = cry1(x) + coya2(x).
Siano zg = z(zo) € z{ = 2/(x0); allora il sistema

c1y1(xo) + coy2(x0) = 20

c1 Y1 (xo) + c2y5(x0) = 2
ha una soluzione per ¢ e ¢c> perche il determinante della ma-
trice dei coefficienti € non nulla. Quindi entrambe funzioni
z(x) e ciy1(x) + coya(x) sono due soluzioni del problema di
Cauchy:

y"(x) + a1(x)y' (z) + ao(z)y(xz) =0

y(x0) = 20
y'(z0) = 2

e secondo il Teorema 1 dovrebbero coincidere. c.e.d.
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Equazione omogenea a coefficienti costanti

Teorema 4 Dato I'equazione differenziale

y'(2) + a1/ () + aoy(z) =0, ao,a1 € R, (18)

e siano A1, A2 le due radici della sua equazione caratteristica

A2+ a1\ + ap = O.

Allora per la soluzione generale di (21) abbiamo
(i) se A1 # A2, A12 € R (due radici reali)

)\233 .

y(x) = c1e™M® 4+ coe

(ii) se A1 #= A2, A12 € a£i8 (due radici complessi)

y(x) = e**(c1 cos Bx + ¢ sin Bx);
(iii) se A1 = X2 (una radice reale)

y(x) = c1e™M® + co x eM®:

Osservazione Anche nel caso in cui le due radici A1 #= Ao
sono complesse, |la soluzione generale sul campo dei numeri
complessi pud essere presentata nella forma (i):

y(z) = c1e™M® 4 coe™®,  c1,00 € C;

ma essendo noi interessati soltanto in soluzioni reali dell’equazione
differenziale, abbiamo estratto in (ii) la parte reale di tale
soluzione usando le formule:

A1
A2

o+ i3, M = T = ¢ (cos Bx + isin Bz),

a — i3, et = e~ = %% (cos Bz — i sin Bz).
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Dimostrazione del Teorema 4

Prima verifichiamo che se A & una radice dell’equazione

caratteristica
A2 4 aid+ a9 =0,
allora y(z) = e’ & una soluzione particolare di (21). Infatti
() + a1y (z) + agy(x) = A2 + a1 e’ + age™®
= ()\2 + a1\ + ao)em =
Quindi, se l'equazione caratteristica ha due radici distinti
A1 F A2,
yi(z) = e e yo(x) = ™
rappresentono due soluzioni particolari indipendenti, e sec-

ondo il Teorema 3, |la soluzione generale €&

y(x) = c1e™M® 4 coe™t,
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Se, invece la discriminante dell’equazione caratteristica e
uguale a 0, le due radici coincidono e sono uguali a

A1 = —a1/2.

In questo caso dobbiamo trovare una seconda soluzione in-
dipendente da yi1(x). Proviamo con

yo(x) = zeM?.

Sostituendo in (21) otteniamo:
yo(z) = eMT 4\ xeMt = (14 X\ a:)e)‘lx,
yo(z)" = (211 + )\%a:)e)‘lx
ys(x) + arys(x) + aoyz(x) =
— [2)\1 + a1 + :C()\% + a1 \1 + ao)] eMT = Q

Funziona! c.e.d.
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Esempio 18. Trovare la soluzione del problema di Cauchy

y”—|—4y’—2y=0
y(0) =1
y'(0) =2

Risoluzione L’'equazione caratteristica:

AN 4+4X—2=0

ha due radici reali e distinti:

A1 —4+VI6+8 _ 2+6

2
-4 — /16 8
Ao = . 8 _ _»_ G

Quindi la soluzione generale é

y(x) = cre(21V6)z + cpe(727V0)z,

Determiniamo le costanti ¢1 € ¢»> dalle condizioni iniziali:

{cl—|—02=1 N

(—2+V6)e1 + (—2 —V6)cr =2

{02=1—cl N
(—24+V6)aa+(—2—-vV6)(1 —c1) =2

Siv

co=1—c1 = 62:%—
2\/661244—\/6 = 612%4—%

Quindi la soluzione del problema di Cauchy é:

2 1 1 2
— = - (—2—|—\/6):B - = (—2—\/6)33
o = (J5+3)¢ (3 78)
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Esercizi
1. Trovare la soluzione generale delle seguenti equazioni
lineari omogenee:
(@) ¥ =4y =0
(b) " -2y -3y =0

©) ¥ +2y+y=0

2. Trova la soluzione di ciascuno dei problemi di Cauchy:

[ 5y +5y —y=0
(@) § »(0)=0

| ¥'(0) =1

([ 2y — 1y +3y =0
(b) ¢ »(0) =1

| ¥(0) =1

(( 4y’ —4y' 4y =0
(c) ¢ y(0)=0

| ¥'(0) =3
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Equazione lineare non omogenea di secondo ordine

Teorema 5 Sia

L(y) = y"(z) + a1(z)y () + ao(z)y(z) = b(),

un'equazione lineare non omogenea di secondo ordine e sia ¥ (x)

una soluzione particolare di (19).

Allora la soluzione generale di (19) & data dalla somma di ¢¥(z) e

la soluzione generale ci1yi(x)+coy2(x) dell’equazione omogenea:

y(z) = ayi(z) + coya(z) + P (z)

Esempio 19 Riccordiamo dall’'Esempio 17 che I'equazione
y"(x) + y(x) = 0 ha come soluzione generale:

y(x) = c1cosx + crSin z;

Allora, per trovare la soluzione generale dell’equazione non

omogenea:

y'(z) +y(z) ==
basterebbe trovare una sua soluzione particolare. Per es-

empio

Y(z) =
la soddisfa perche "(xz) = 0. Quindi, secondo il Teorema

4, |la soluzione generale dell’equazione non omogenea €

y(x) = c1cosx + crsinx + x.
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Dimostrazione del Teorema 5

Data una soluzione particolare ¥ (x) dell’equazione non omo-
genea (19), sia y(x) un’altra sua soluzione arbitraria cioe

L) =0b(z) e L(y) =0b(x).

Vogliamo dimostrare che

y(z) = o(z) + ¥ (2), L(¢) =0,

dove ¢(x) & una soluzione dell’equazione omogenea.

Osserviamo che ¢(x) = y(x) — ¥ (x) e usando le proprieta
lineari del operatore L (vedi p.43) otteniamo

L(y) = b(x) B B -
{ L(?jb) =b(z) L(y—v) = L(y)—L(¢) = b(x)—b(x) =0

Cioe ¢(x) soddisfa I'equazione omogenea e secondo Teo-
rema 3, ¢(x) pud essere presentata come combinazione lin-

eare di due sue soluzioni linearmente indipendenti:

¢(x) = cry1(z) + coya(x).

c.e.d.

53



Metodi per trovare la soluzione particolare vy (x)

1. Metodo di variazione delle costanti (piu generale ma

richiede integrazione)

2. Indovinare la forma di (x) (applicabile in casi per-
ticolari quando l'equazione omogenea € a coefficienti

costanti)

Osserviamo che se il termine noto € una somma di due
termini, possiamo risolvere separatamente le equazioni per
ciascun addente e poi prendere la somma delle soluzioni

trovate:

Proposizione Sia 1 (xz) una soluzione particolare dell’equazione
L(y) = y"(z) + a1(@)y'(z) + ao(z)y(z) = b1(z),

e sia ¥>(x) una soluzione particolare dell’equazione
L(y) = y"(z) + a1(@)y'(z) + ao(z)y(z) = bo(z).

Allora ¥1(x) + v¥2(x) € una soluzione particolare dell’equazione

L(y) = y"(z) + a1(2)y'(z) + ao(x)y(z) = b1(z) + b2(z).

Dimostrazione: Dal Teorema 2 segue che

L(p1 4+ 2) = L(¥1) + L(v2) = bi(x) + b2(x).

c.e.d.
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Metodo di variazione delle costanti

Cerchiamo la soluzione particolare ¥ (x) come una vari-
azione delle costanti che appaiono nella soluzione generale

dell’equazione omogenea, cioé nella forma

Y(z) = ui(z)yi(z) + ua(z)y2(z), L(y1) = L(y2) =0,

dove per poter determinare in modo unico le funzioni ui(x)

e us(x) aggiungiamo la condizione che:

up (2)y1(x) + us(x)y2(x) = 0.
Quindi,

P (z) = ury] + w2y
Y (x) = vy +usys +uiy +uoys

L(y) =4"(x) + a1(z)y'(z) + ao(x)y ()
= uy y1 + us y5 + u1(y] + a1y + aoy1)
+u2(ys + a1y + aoy2)
= w1 Yy +usys + urL(y1) + uiL(y2)

= u} ¥ + usyb = b(x)
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Quindi L(¢) = b(z) se uj e u, soddisfano il sistema:
uy (z)y1(z) + up(z)y2(z) =0

u (z) y1(z) + us(z) yo(z) = b(z)
Riccordiamoci (vedi p.45) che essendo y1 € y»> due soluzioni
indipendenti dell’equzione omogenea, la determinante della
matrice di coefficienti del sistema

et [ @) ()
Wl y2) = det [ vi(x) h(x) ] 70

Quindi, possiamo usare la formula di Cramer per scrivere la

soluzione:
0 ya(z)
() = aet [ b(x) yh(x) ] _ @b
' W(y1,y2) W(y1,y2)
yi(z) O
b oN aet [ y1(z) b(z) ] _ y1(z)b(x)
us(x) =

W (y1,y2) - Wy, v2)
Da qui possiamo trovare ui(x) e us(x) integrando.
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Esempio 20. Trovare la soluzione generale dell’equazione

y'(x) +y=1/sinx, x € (0,m) (20)

Risoluzione Riccordiamo dall’'Esempio 17 che le due soluzioni

indipendenti I'equazione omogenea 4" (x) + y(x) = 0 sono
y1(xz) =cosz e gyo(x) =sinx;

Abbiamo

COoSx Sinx

) = cos’xz+sinz = 1.
—sinz cosz

W(cosx,sinx) = det

Quindi, I'equazione non omogenea ha come soluzione par-

ticolare
Y(x) = ui(x) cosz + ux(x) sin z,
dove
sinx
uh () = — = —1
1(2) sinx
COSx
’LL/ xIr) =—
2(2) sinx

Integrando questi equazioni
ui(x) =—/1da:——
COS d(sin
ug(a:):/ > a:—/ (Sinz) = In|sinz|

sinx Ssinx
In conclusione

Y(x) = —xcosx + In|sinz|sinx,
e la soluzione generale dell’equazione (20) &
y(x) = c1cosx + cosinx + xcosx + In|sinx|sinx
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Esercizi

1. Trova la soluzione generale di ciascun’ equazione:
(@) y'(z) +y(z) = 1/cos(z), z € (—7/2,7/2)

(0) y"(z) = 3y'(x) +2y(x) =ze> +1

2. Trova la soluzione del problemi di Cauchy:

y' () + 4/ (z) + dy(z) = 2522
y(0) =0
y'(0) =0
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Indovinare la forma di ¢ (x)

Dato I'equazione differenziale omogenea a coefficienti costanti

y'(z) + a1y (¢) + aoy(x) =0, aog,a1 € R,  (21)
siano A1, A2 le due radici della sua equazione caratteristica
A2+ a1\ + a0 = 0.

Allora, nei seguenti casi, sappiamo che la soluzione parti-
colare 1(x) dell’equazione non omogenea

y'(z) + a1y/(z) + aoy(z) = b(z)

ha una forma simile alla forma del termine noto b(x).

In particolare:

e quando b(z) = e**p,,(x) dove p,,(x) € un polinomio di
grado m, abbiamo una soluzione particolare nella forma

Y(x) = { e’ qm(z) se p 7= A

x" et g (x) se p= X ’

dove r; € la molteplicita algebrica di A;.
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e quando b(x) = e (pp(x)sinwzx + p(x) coswzx), dove
pm,pr SONO dei polinomi di gradi m,[, abbiamo una
soluzione particolare nella forma

Y(x) = e (gs(x) sinwx + gs(x) coswz), s = max(m,l),

dove g¢s,qs sono polinomi di grado < s se u-+itw non &
una radice dell’equazione algebrica;

Invece, se u+12w = A\; € una radice dell’equazione alge-
brica con molteplicita r;, abbiamo una soluzione parti-

colare nella forma

Y(x) = 2" e"(qs(x) sinwzr+qs(x) coswx), s = max(m,l),
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Esempio 1. Trovare la soluzione generale dell’equazione

y'(z) —4y'(z) =2 + 1 (22)

Risoluzione In questo caso I'equazione caratteristica é:

AN —4ax=)\(A—4) =0,
Le radici del equazione sono: A\1 =0, XM =4.

Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea é:

19" 4 5 e? = 1 + o e??.

Il termine noto dell’equazione non omogenea € nella forma:

b(z) = e”*(z* + 1),

ed essendo O = A; una delle radice dell’equazione caratteris-
tica con molteplicita r1 = 1, dobbiamo cercare la soluzione
particolare nella forma:

P(z) = zt(az® + bz + ¢) = ax® + bz? + cz.
Sostituendo ¥ nell’equazione oteniamo:

(6ax + 2b) — 4(3az®> +2bx +¢) =22+ 1
—12a2° 4+ (6a — 8b)x +2b—4c =22+ 1

Quindi otteniamo il seguente sistema per i coefficienti a,b

e c.
—12a =1 a=—-1/12
6a—8 =0 = { b=-1/16
2b—4e=1 c=—-9/32
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In conclusione, la soluzione generale dell’equazione non omo-
genea e:

2
. 4r x x 9
y(x) = c1 + coe a:<12—|—16—|—32).



Esempio 2. Trovare la soluzione generale dell’equazione

y'(x) = 2y'(z) — 3y(x) = 8e™ (23)

Risoluzione In questo caso I'equazione caratteristica é:

A2 —2)X—-3=0,

Le radici del equazione sono: A1 = —1, A = 3.
Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea é:

cie 4+ cpe3”,

Il termine noto dell’equazione non omogenea € nella forma:
b(z) =37 .8,

ed essendo 3 = \»> una delle radice dell’equazione caratteris-
tica con molteplicita r» = 1, dobbiamo cercare la soluzione

particolare nella forma:

P(z) = 2te3® - a = axe.

Sostituendo ¥ nell’equazione oteniamo:
(9aze3® + 6ae3®) — 2(ae3® + 3aze3®) — 3axe>® = 8e3*

(9a — 6a — 3a)x + (6a — 2a) = 8

a=?2

In conclusione, |la soluzione generale dell’equazione non omo-

genea e:

y(z) = c1e™® 4 cp 3 4 22e37.
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Esercizi

1. Trovarel'integrale generale delle seguenti equazioni lin-
eari non omogenee:

(@) ¥ -4y =241

(b) v — 3y — 3y = cos2x
() ¥"+3y=2°-1

(d) v+ +y=e"

(e) v/ =3y +2y=¢€"+e**

(f) v+ 4y = xsin(2x)

2. Risolvere i seqguenti problemi di Cauchy:

( y' — 2y — 3y = 8e37
(@) § »(0)=1

| ¥'(0) =2

( y”—2y’—|—y=a:2-|—a?
(b) ¢ »(0) =1

| ¥(0) =0
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Vibrazioni meccaniche

Consideriamo un piccolo oggetto di massa m attaccato a
una molla elastica. Nella posizione di equilibrio, sul corpo
agiscono soltanto la forza peso e la reazione vincolare che
si annullano a vicenda. Se il corpo viene spostato dalla po-
sizione d’'equilibrio, esso comincia ad oscillare e |la funzione
y(t) descrive la posizione del corpo nel momento ¢ rispetto
all'equilibrio. Durante il movimento del corpo su di esso
agiscono le seguente forze:

e Forza elastica della molla: F. = —ky(t), k>0

e Forza di attrito viscoso (proporzionale alla velocita del
corpo nel mezzo): F, = —cy/(t), ¢>0

e Forza peso: Fp

e Forza di reazione vincolante: Fr = —Fp

e Forza esterna (il suo verso e direzione possono cambiare
con il tempo): F(t)

A
. L Fr
1. Posizione di equilibrio:
la molla non ¢ deformata
Fp
() g
A
Fr
2. Posizione nel momento t: F,
la molla ¢ deformata £ F(t)
» I,
Fp
Y
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L'equazione che governa il movimento del corpo € la sec-
onda legge della dinamica:
massa . accelerazione = forza risultante,
cioe:
my"(t) = —ky(t) — cy/(t) + F(t)
c k F(t)
y'(t) + —y' () + —yt) = —=
m m m
Quindi, I'equazione € un equazione lineare di secondo or-
dine. Se non agisce una forza esterna (F'(t) = 0), tale

equazione € omogenea.

Oscillazioni libere in assenza di attrito: F(t) =0 e ¢=0.
L'equazione diventa: y”(t) + £y(t) =0

L.’equazione caratteristica é:

k [ k
M4+ —=0 — Ao2==I/—
m m

Ponendo wg = \/g abbiamo che le due soluzioni indipen-

denti sono

y1(t) = cos(wot), y2 = sin(wot).

Allora |a soluzione generale dell’equazione é:

y(t) = c1 cos(wot) + co sin(wot)
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Se nel momento iniziale il corpo si trovava nella posizione
di equilibrio, ma aveva una velocita iniziale

y(0) =0, y'(0) = vo,
otteniamo per la soluzione del problema di Cauchy:
y(0) =c1 =0, Y’ (0) = cowg cos(wp.0) = vo,
quindi ¢ = vo/wo €
y(t) = vo/wosin(wot).

Osserviamo che il movimento del corpo é periodico con

periodo: T = 27 /wo.

y
1h

057

-0.51
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Oscillazioni libere smorzate: F(t) =0 e ¢ > 0.

L.’equazione corrispondente é:

Y0+ Sy () + y() =0 (24)

L.’equazione caratteristica é:

m\N 4+ ed+k=0 = Aio»=

Caso 1. c>—4km > 0 = )12 sono reali, distincti e negativi.
Quindi la soluzione generale diventa:

y(t) = cie™t 4 coe™t,

Caso 2. ¢2—4km = 0 = A1 = )\ sono reali, distincti e
negativi. Quindi la soluzione generale diventa:
y(t) = cre™t + cote.

In questi due casi le oscillazioni sono sovrasmorzate e
se il corpo viene spostato dalla posizione di equilibrio,
gradualmente ritorna ad essa.

0.2571
02 T
0.157
0.1 1

0.05T
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Caso 3. ¢?2 — 4km < 0. Le radici

—cC k c2
ANMo=—+ T4/ — —
1,2 5

m m  4Am?

==

sono complesse. Quindi la soluzione generale diventa:

y(t) = e 7"(c1 cos(ut) + cosin(ut)).

In questo caso dopo |la perturbazione iniziale le oscil-
lazioni cominciano, ma con il tempo diminuiscono in

ampiezza:
.

0.75¢
05

0.25

ol v 4\/ > 10

-0.5

-0.75
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Oscillazioni libere forzate: F(t) 20 e ¢ = 0.

Consideriamo il caso in cui al sistema & applicata una forza
periodica esterna F = Fpcos(wt) con periodo T = 27/w.
L.’equazione corrispondente é:

F k
v (t) + wiy(t) = 2 cos(wt), wi =
m m

Sappiamo gia che le radici dell’equazione caratteristica sono
A12 = £lwg € la soluzione generale dell’equazione é:

y(t) = c1 cos(wot) + co sin(wot)

Caso 1 w # wg. Cerchiamo la soluzione particolare nella
forma: ¥ (t) = asin(wt) + bcos(wt).

Abbiamo

F
¥'() + Wi (1) = (—w? + wh)u(t) == — cos(wr)
Quindi, la soluzione particolare e

Fi
vt) = m (w3 O_wQ)

e per la soluzione generale dell’equazione non omoge-

cos(wt).

nea abbiamo

F
y(t) = c1 cos(wot) + cosin(wot) + . 0

m(wg — w?)

Osserviamo che piu vicino é la frequenza della forza

cos(wt).

esterna alla frequenza propria del sistema, piu signi-
ficativo € il suo contributo:
Fo

w—wo| << 1 = >>1
| ol m(w3 — w?)
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Caso 2: Risonanza w = wg. Cerchiamo la soluzione par-

ticolare nella forma:

W(t) = t(asin(wot) + bcos(wot)).

Dopo certi semplificazioni si ottiene

0 (1) FwR(E) = awo CoS(wot)+buwp Sin(wot) = 2 cos(wot)
m

Quindi a = F/(2mwp), b = 0, e la soluzione particolare

~

e

Ry
V) =5 -

e per la soluzione generale dell’equazione non omoge-

sin(wot).

nea abbiamo

tFo
2muwo
Osserviamo che il contributo della forza esterna cresce

y(t) = c1 cos(wot) + co sin(wet) + sin(wot).

linearmente con il tempo. Quindi, le oscillazioni in
questo caso aumentano in ampiezza e in questo con-

siste esattamente il fenomeno di risonanza:
101

-10"
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Oscillazioni smorzate e forzate: F(t) #0 e ¢ > 0.

Consideriamo il caso in cui abbiamo attrito ed in piu al sis-
tema e applicata una forza periodica esterna F = Fycos(wt)
con periodo T = 27 /w. L’equazione corrispondente é:

my" (t) + cy'(t) + ky(t) = Fp cos(wt). (25)

Sia yom(t) la soluzione generale dell’equazione omogenea
(24). Allora la soluzione generale dell’equazione non omo-
genea (25) sara

y(t) = yom(t) + (1),
dove cerchiamo la soluzione particolare ¥ (t) nella forma:
W(t) = acos(wt) 4+ bsin(wt).
Calcolando le derivate di ¢(t) e sostituendo in (25) otteni-
amo:
(bcwta(k—m w?)) cos(wt)+(—a cw+b(k—m w?)) sin(wt) = Fy cos(wt)

Uguagliano i coefficienti davanti a cos(wt) e sin(wt) otteni-

amo il sistema

becw + alk — mw?) = Fy
—a cw+blk—mw?) =0
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Risolvendo per a e b troviamo la soluzione particolare:
J— FO

vt) = (k — mw?)2 + c2w?

Quindi, la soluzione generale dell’equazione non omogenea

[(k — mw?) cos(wt) + cw Sin(wt)] :

abbiamo

y(t) = yom(t) + (1),
dove yom(t) descrive degli oscillazioni con frequenza wg, ma
ampiezza che tende a zero quanto t — oo, mentre ¥ (t) de-
scrive oscillazioni con frequenza w (la frequenza della forza
esterna) e ampiezza costante (perche i coefficienti davanti
a sin e cos non dipendono dal tempo). Per questo, ¥ (t) si
chiama la parte stabile della soluzione ed & quella che de-
scrive il comportamento del sistema per tempi molto lunghi.

La figura rappresenta la soluzione con wp =2 e w =1/3. Si
vede che per t > 20 rimangono soltanto le oscillazioni con
w=1/3:

1.5

AW
IAVARVARV.

-0.5

-1.5¢
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Esercizi 1

1. Un oggetto piccolo con massa m = 1 kg e attaccato
ad una molla con costante elastica k = 2 N/m. 1
sistema e immerso in un liquido viscoso con coefficiente
di smorzamento ¢ = 3 N.s/m. Nel momento ¢t = O il
corpo é spostato a 1/2 m dalla posizione di equilibrio e
rilasciato con velocita iniziale zero. Descrivere il moto

del corpo per t > 0.

~

2. Un oggetto piccolo con massa m = 1 kg e attaccato
ad una molla con costante elastica Kk = 1 N/m. 1
sistema € immerso in un liquido viscoso con coefficiente
di smorzamento ¢ = 2 N.s/m. Nel momento ¢t = O il
corpo e spostato a 1/4 m dalla posizione di equilibrio e
rilasciato con velocita iniziale 1 m/s verso la posizione
di equilibrio. Descrivere il moto del corpo per t > 0.
Dimostra che il corpo attraversa soltanto una volta la
posizione di equilibrio.

3. Un oggetto piccolo con massa m = 1 kg e attaccato ad
una molla con costante elastica k =2 N/m. Sul corpo
e stata applicata una forza esterna costante F' =2 N.
Nel momento ¢t = O il corpo si trova nella posizione
di equilibrio con velocita iniziale 1 m/s. Descrivere il
moto del corpo per t > 0. Confrontare con il moto del

corpo nell'assenza di una forza esterna.
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Esercizi 2

1. Un oggetto piccolo con massa m = 1 kg e attaccato
ad una molla con costante elastica k = 4 N/m. Sul
corpo e stata applicata una forza esterna F = sin(2t)
N. Nel momento ¢t = 0 il corpo si trova nella posizione
di equilibrio con velocita iniziale 1 m/s. Descrivere il

moto del corpo per t > O.

2. Trovare la particolare soluzione del problema di Cauchy:

my" (t) +cy' (¢) + ky(t) = Fo cos(wt), y(0) =0, 3'(0) = 1

nella forma ¥ (t) = Acos(wt — ¢). Trovare il valore
di w tale che I'ampiezza A &€ massima. Analizzare la

soluzione nel caso in cui wp < ¢/(v/2m) (w3 = k/m).
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Equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti di
ordine n

Definizione. Un’' equazione differenziale di secondo ordine si
chiama lineare a coefficienti costanti se € del tipo:

y ™ (@) + an1y" P (@) + ..+ a1y () + aoy(a) = b(a),
dove
ap, a1, -..,Qn

sono dei costanti (non dipendono da z) e b(x) € una funzione
continua.
La funzione b(x) si chiama termine noto.

e Se b(x) = 0, I'equazione si chiama omogenea;

e se b(x) #= O, I'equazione si chiama non omogenea.
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Algoritmo per risolvere I'equazione lineare omogenea.

L(y) =y (@) + a1y V(@) + ...+ a1y (x) + agy(z) =0
(26)

In modo analogo del caso n = 2, si pu0 dimostrare che

e L’'insieme delle soluzioni dell’equazione (26) € uno spazio
lineare, cioe se y1(x) e yo(x) sono due sue soluzioni, al-

lora anche ci1yi + coy> € una sua soluzione;

e Se yi(x),y2(x),...,yn(x) sono n soluzioni particolari e
linearmente indipendenti dell’equazione (26), allora la

sua soluzione generale € uguale a

y(x) = cryi(xz) +coya(x) + ... + cnyn(x),

dove ¢; sono delle costanti arbitrari.
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Possiamo trovare le n soluzioni particolari y1(x), y2(x), ..., yn(x)
come segue:

(i) si risolve I'equazione algebrica associata (o I'equazione
caratteristica):

L) =N+ a, 12\ Y4+ . +aA+a9=0.

Allora il polinomio in A si fattorizza come:

k l
L) = [To=20)" [TO=(ay+180)" (A—(a;—-18,))* =0,
=1

i=1
dove A; sono k radici reali con multiplicita algebrica
r; € (a; £1i06;) sono 2l radici complessi cogniugati con
multiplicita algebrica s; e I2 = —1.

(ii) ad ogni radice reale \; con multiplicita algebrica »;, > 1
Si associano r; soluzioni linearmente indipendenti:

)\ﬂ?) . —1€>\Lﬂf

yi,l(af) — €>\im, yz‘,Q(CIZ) = xe cey yi,m(aj) 3

(iii) ad ogni copia di radici complessi cogniugati a;+1i3; con
multiplicita algebrica s; > 1 si associano 2s; soluzioni
linearmente indipendenti:

yi,(z) = e™"cos(Biz),  yio(x) = e sin(B;x),
3/912(37) = x e“" cos(f;x) yJQQ(a:) = ze“*sin(B;x)
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Esempio Trovare l'integrale generale del equazione

y @ +2y® +3y" + 2/ +y = 0.

Soluzione In questo caso |'equazione caratteristica é:

AM42X3 4302 +204+1=0,
€ pud essere scritta come:
(N2 4+x41)2=0.

Le radici del equazione A2+ X+ 1 = 0 sono:

1 3
)\12=——:|:I£.
’ 2 2

Quindi, I'equazione caratteristica si fattorizza come:

2 2
1 V3 1 3
NN+ = (A (41— A—(——=—T1T— .
2 4x+172 = (A= (G +1D) (A= (5 -15D)
Abbiamo le seguenti quatro soluzioni linearmente indipen-
denti:

v, (@) = e cos(v3a/2), yPa(a) = e /2 sin(v/3z/2),
yle(a:) =z e /2 cos(v/3x/2) yJQQ(a:) —xe */? sin(v/3xz/2),

e la soluzione generale é:

y(z) = cie % cos(v/3x/2) + cox e */? cos(v/3z/2)
+eze 2 sin(V3x/2) + caz e */?sin(v/3xz/2)
= (c1 + cox)e ™2 cos(v/3x/2) + (c3 + cax)e */?sin(v/3z/2).
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Esercizi Trovare I'integrale generale delle seguenti equazioni

lineari omogenee:

y/// . 4y/ — O

y/// . 2y// . 3y/ — O

"
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Insieme delle soluzioni dell’equazione non omogenea

Theorema Siano yi(x),y2(x),...,yn(x) n soluzioni particolari
linearmente indipendenti dell’equazione omogenea L(x) = 0, e

sia ¢ (x) € una soluzione particolare dell’equazione on omogenea
L(x) = b(x).

Allora l'integrale generale dell’equazione non omogenea L(x) =
b(x) &

y(z) = cayi(z) + coya(z) + ... + cayn(z) + ().

Il teorema indica che per sapere |I'integrale generale basterebbe
risolvere I'equazione omogenea e trovare una soluzione par-
ticolare ¢ (x) dell’equazione non omogenea.

Per trovare (xz) anche qui possiamo usare il metodo di
variazione delle costanti o, nel caso in cui b(x) € il prodotto
di un polinomio con una esponente o una funzione trigono-
metrica (sin 0 cos), possiamo indovinare la forma di ¢(xz) e
risolvere per i coefficienti. Vale lo stesso discorso come per
le equazioni di secondo ordine (vedi il paragrafo “Indovinare
la forma di y(x)"” sopra).
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Esercizi

e Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni lin-

eari non omogenee:

y///_4y/:a:_|_1

y" — 3y" = cos2x

e Risolvere il problema di Cauchy:

y//_2y1_3y:8€3:1: y(O) — 1,3/(0) — 2
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Sistemi di equazioni differenziali

Un sistema di equazioni differenziali di ordine uno consiste

in un insieme di n equazioni differenziali:

( dy,
%:F]_(le,yl,...,yn)
dy>
dyx :FQ(:C?yl?"'?yn)
\ (27)
dy,
\ _yx_Fn(a:7y17'°°7yn)

Risolvere un tale sistema significa trovare n funzioni y;(x),
..., yn(x) che soddisfano simultaneamente tutti le equazioni
del sistema.

Esempio 21. Il sistema di due equazioni differenziali di primo

ordine
dy1 —_
de ~— 1
dy, __
dy; - yl)

puo’ essere risolto facilmente integrando il primo equazione
per trovare y;. Poi, sostituendo y; nella seconda equazione,

la risolviamo per yo»:
yl(Cl?) = /1d513 =x+ c

yo(a) = /yl(t) dz = /(:c +e)ds = 2)2 4 c1z + e

Quindi la soluzione generale del sistema dipende da due
costanti di integrazione.
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In generale, per avere un’unica soluzione dobbiamo im-
postare un problema di Cauchy, aggiungendo al sistema

di n equazioni (29), n condizioni iniziali:

y1(zo) = y1,0, v2(x0) =v2,0, ---,Yn(x0) = Yn,0

che fissano il valore delle funzioni y; in un punto dato xo.

Esempio 21’'. Se aggiungiamo al sistema nell’ Esempio 21,

le due condizioni

otteniamo

02/2—|—61-0—|—62= 1l =cp=1
Quindi, la soluzione del problema di Cauchy e:

yi(z) ==
{ yo(x) = 2%/2 + 1,

{o+c1:o —~c1=0
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Sistemi di equazioni differenziali lineari

Un sistema di equazioni differenziali si chiama lineare se cias-

cuna funzione F; € lineare nelle variabili y;:
( dys

T e a1,1(£13)y1 —|— ... —|— Cl,l,n(x)yn _I' bl(aj)

% =a11(x)yr + ... + a2 n(x)yn + b2(z)
) (28)

| Sk =g 1@+ -+ Gnn(@)yn + bala)
Diciamo che
e il sistema &€ omogeneo se b;(z) = 0O;

e il sistema & a coefficienti costanti se q;;(z) = a;; Sono
dei costanti e non dipendono da =x.

Un sistema omogeneo e la corrispondente condizione in-
iziale possono essere scritti nella forma matriciale:

Yi(z) = A-Y (), Y (z0) = Yo
dove
[ yi1(z) 7 Ea [ Y10 |
v =[PP vy =| @], vo=| 0
| yu(2) | | | Yo |
e
[ a11 a12 ... ain |
A= | @21 @22 azn
| an1 anp ann
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Teorema 1 (esistenza e unicita della soluzione del sistema
omogeneo a coefficienti costanti) Esiste una e soltanto una
soluzione del problema di Cauchy

Yi(z) =A-Y(z), Y(z0)=Yo
e tale soluzione & definita per ogni x € R.

Corollario L’'unica soluzione del problema di Cauchy:

o -
V(@) =A-Y(2), Y(wo)=|"
o

fyi(z) ] [0 ]
& la soluzione nulla: Y (z) = ya(z) | _ | O

L yn(z) | L O
Dimostrazione: Ovviamente

o -

y(z)=| °
o

€ una soluzione e secondo il Teorema di esistenza e unicita
tale soluzione & unica.
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Insieme delle soluzioni del sistema omogeneo
Teorema 2 L'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo
Y’(a:) =A-Y(x)

€ uno spazio lineare, cioé se Y1(x) e Y>(x) sono due sue soluzioni,

c1Y1 + coY> € anche essa una sua soluzione.
Dimostrazione: Se
Yi(z) = A Yai(z)
Yi(xz) = A-Ya(x),
allora

(c1Y1 4+ c2Y2) = c1Y] + Y5
=c1A- Y1+ A - Yo=A (c1Y1 + c2Y?)

Teorema 3 (Test per I'indipendenza) Siano
Yi(x),Yo(x),...,Yie(x), Kk soluzioni particolari linearmente
indipendenti del sistema omogeneo di n equazioni:

Y'(z) = A-Y(2).

Allora per ogni valore xq i vettori Yi(xo), Y2(x0), ..., Yi(zo) sono
linearmente indipendenti.
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Esempio 22. Il sistema omogeneo

yi(xz) = o vy | | 0 1 Y1
{yé(aﬁ)=—y1, (:)[yé]_[—l 0][3/2]

ha le seqguenti due soluzioni:

- [i]-[ 0] wo-[x]-[25)

Yo —sin(x) Yo cos(x)
Infatti,
p ) —sin(x 0O 1 T
Yi(z) = [ f‘éfn(dy ] - [ —(i)ns((a:)) ] - [ -1 0 ] [ —C(s)isn((;g) ] |

In modo analogo si verfifica che anche Y>(x) € una soluzione
del sistema.

Secondo il Teorema 2, per verificare che le due soluzioni
sono linearmente indipendenti, basterebbe verificare che i
loro valori per un dato xzg sono due vettori indipendenti.

Infatti, per g = 0 otteniamo

_ o) | _ |1 _[sin0) ] __[o
Yl(o)—[—cgisnm)]—[o]’ YQ(”““)—[;I)ns((o))]—L]’

che sono sicuramente due vettori linearmente indipendenti.
Quindi Y1 (z) e Y>(x) sono due soluzioni linearmente indipen-
denti del sistema.
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Teorema 4 Siano Yi(z), Ya(x),...,Y,(x) n soluzioni particolari

linearmente indipendenti del sistema omogeneo di n equazioni:
Y'(z) = A -Y(x).
Allora |la soluzione generale del sistema é

Y(z) =c1Yi(z) + coYo(x) + ...+ ¢, Yo ().

Esempio 22’. Applicando il Teorema 3 al sistema nell’ Es-

empio 22, otteniamo che Il sistema omogeneo

yi(xz) = o vi | | 0 1 Y1
{yé(ﬂﬁ):—yl, @[yé]_[—l 0][3;2]

ha come soluzione generale:

[yl ] — [ cos(z) ]_|_62 [ sin(z) ] B [ c1 cos(z) + cosin(z) ]

Y2 —sin(x) cos(x) | | —cisin(x) + cocos(x)

Cioe':

y1(x) = c1 cos(x) + cxsin(x)
{ y2(x) = —cysin(x) 4+ ¢ cos(x),
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Teorema b5 Il vettore funzione

U1
Y()=e*| ... |, vieR

Un

e una soluzione del sistema omogeneo di n equazioni:

Y'(z) = A -Y(x).

U1
se e solo se € un autovettore di A con autovalore ),
Un
cioe’:
U1 U1
A - =
Un Un
Dimostrazione
V() =—eM| ... | =X
dx v, v,
D'altra parte
V1 V1
A Y(@)=AeM™| ... | = A
Un Un

Quindi Y'(zx) = A-Y(x) se e solo se

U1 U1

A1 ... | = A
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Teoremi 4 e 5 implicano che

Corollario Siano v!,v2,...,v"(z) n autovettori linearmente indi-
pandenti di A con autovalori A1, X2, ..., An. Allora la soluzione

generale del sistema

Y'(z) = A-Y(z)

(D/

Y (2) = cre™®ot 4 ™02 4 .. 4 cpe™ o™
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Richiami di Algebra Lineare

Riccordiamo che data una matrice n xn A, si dice che il vettore
v € autovettore di A con autovalore )\ se

A-v=M\v
Fatti:

(i) gli autovalori di A sono le radici del polinomio carat-
teristico:

pa(A) = det(A— \1,),

dove I,, € la matrice d’'identita n X n;

(ii) A ha al massimo n autovalori diversi; la molteplicita
algebrica m,(\) di un'autovalore \ & uguale alla sua
molteplicita come radice del polinomio caratteristico;

(iii) se v! @ un' autovettore con autovalore \; e v? & una
autovettore con autovalore Ay, dove A1 #*= Ao, allora i
vettori v! e v? sono linearmente indipendenti.

(iv) l'insieme degli autovettori associatti ad un dato auto-
valore A € uno spazio lineare chiamato autospazio di
A e la sua dimensione my(A) viene chiamata chiama
moltiplicita geometrica di X;

(V) mg(A) < ma(A)
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Esempio 23. Trovare gli autovalori e gli autovettori della

matrice:

1 12
=57

Risoluzione Il polinomio caratteristico e

pa(\) = det[ 15/\ 2 ] — (1-))2-36 = (A—7)(A+5).

Quindi, le due radici sono

e ciascuna di loro ha moltiplicita algebrica 1.

e Per trovare gli autovettori associati al autovalore \1 =
—5 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo lineare:

(A+5I)[$]:[g 162”521218]

6vy + 12v> =0 _
{ 34+ 6v, =0 V1T
Quindi, l'autospazio di A1 = —5 consiste nell'insieme

dei vettori

oz[_i], a € R;

la dimensione di questo spazio lineare € 1 e quindi

mq(—5) = my(—5) =1
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e Per trovare gli autovettori associati al autovalore \1 =
7 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo lineare:

a-rnlz]-[ 2 2][z]-[8

{ —6v1+ 120 =0 _ o1 = 2,

3v1 —6v, =0
Quindi, I'autospazio di A1 = 7 consiste nell'insieme dei

vettori

a[i], a € R;

la dimensione di questo spazio lineare € 1 e quindi

mq(7) =my(7) =1

Esempio 23’'. Trovare la soluzione generale del sistema

Vi) =A-Y(z), A= [ ! 12]

3 1

Risoluzione La matrice A ha due autovettori linearmente

indipendenti che abbiamo trovati sopra, quindi secondo il
Corollario del Teorema 5, la soluzione generale del sistema
e

Y(z) = cre™>* [ _i ] + coe’™ [ i ] :
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Esempio 24. Trovare gli autovalori e gli autovettori della

matrice:

AN

[
(oNeN
oOrrE
N OO

Risoluzione Il polinomio caratteristico e

1-Xx 1 0
pa(\) = det 0O 1—-X 0 = (1 - X)2(2-=)\).
0 0 22—

Quindi, le due radici sono

e Per trovare gli autovettori associati al autovalore \; =
1 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo lineare:

V1 O 1 O V1 0 V2 —
(A-D|w|=l0o00]||lw|=]0] ={ 0
U3 O 0 1 V3 0 U3

Quindi, I'autospazio di A1 = 1 consiste nell'insieme dei

vettori
1
a| 0|, a€R,
0]
la dimensione di questo spazio lineare € 1 e quindi

2=mu(1) >my(l) =1
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e Per trovare gli autovettori associati al autovalore A\ =
2 dobbiamo risolvere il sistema omogeneo lineare:

V1 -1 1 O U1 0
(A=21)| vo | = O -1 0 vy | = | 0
V3 0 O O V3 0

—v1+vo =20

= —v> =20

0=020

Quindi, I'autospazio di A» = 2 consiste nell'insieme dei
vettori

0
a| 0|, a€R,
1

la dimensione di questo spazio lineare € 1 e quindi

mq(2) =my(2) =1
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Osservazione Gli autovettori trovati nell’esercizio 24 non Ci

permettono di scrivere la soluzione generale dell sistema

110
Y (z)=A-Y(z), A=|0 1 0
0 0 2

La ragione & che la matrice € 3 x 3, ma ha soltanto due
autovettori linearmente indipendenti. Secondo il Teorema
4, per scrivere la soluzione generale abbiamo bisogno di 3
soluzioni linearmente indipendenti. Quindi, anche se sappi-

amo che

0
4+ c2e?® | 0
1

€ una soluzione del sistema, sappiamo anche che questa

Y(z) = c1e”

GNON_

NON E’ la soluzione generale (manca un termine). Questo
problema & ovviamente collegato al fatto che per un’autovalore
A1 =1,

ma(A1) > mg(A1).
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Risoluzione di un sistema omogeneo
quando per un dato autovalore X\, m,(\) > my(\)

Data una matrice n x n A, € un valore reale z, definiamo
I’esponenziale matriciale e4* come la serie infinita:

A2332 Aka:k
21 T k!

dove I € la matrice d’'Identita n x n

+ ...

e =14+ Az +

Si puo dimostrare che la serie converge per ogni x.

Teorema 6 Per ogni vettore v, e%y & una soluzione del sistema

Y'(z) =A-Y(x).

Dimostrazione

d Ap. _ d A2 g2 AF gk
Ledry —%(I+Aa:—|— > + ..+ o + .. v
A22z AF fogh—1
=(A+——+ +——+
2,..2 k .k
AU Ar+ T AT = ALy

21 k!

La matrice e4* & una soluzione matriciale fondamentale del
sistema
Y'(z) =AY (x),

in senso che le sue colonne rappresentono un insieme di n

soluzioni linearmente indipendenti.
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Sia A una costante qualsiasi. Allora possiamo scrivere la
soluzione e*y nella forma:

oATy — pAr—MatAlz, — J(A-ADz Mz,
Poi
Miy = (I + Mz + /\25”’2 + .. )
— (1+/\:c+’\372+...)1v
= My

Sostituendo otteniamo per la soluzione

AT o — e)\xe(A—)\I)a: v

. 2,..2
= M (A Az AT AT

21
Quindi, se il vettore v € tale che per un certo m

+...4+)v

(A=) =0,

la serie diventa finita e possiamo scrivere la soluzione nella
forma:

ety =M <I—|— (A— XDz +...+ (A_/\I)mxm> v

m!
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Questo fatto suggerisce la seguente strategia nel caso in
cui mg(A) > mg(N):

e [rovare i vettori v per quali

(A—-XD?v=0e(A—-X)v#0

Ogniuno di questi vettori porta ad una nuova soluzione
indipendente:

e (v + (A — M) v)
e Se ancora non abbiamo il numero di soluzioni suffi-
ciente procediamo risolvendo per i vettori v tale che
(A= XD3v=0e(A-AD?v#£0

Ogniuno di questi vettori porta ad una nuova soluzione
indipendente:

_ 2,2
e <v—|—a:(A—)\I)v—|—(A M)“z v)

21

e CCC.
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Esercizio 24’ Trovare la soluzione generale dell sistema

Y'(z) =A-Y(z), A=

(oNeN
OoOrrE
N OO

Risoluzione Nell'esercizio 24 abbiamo gia trovato due soluzioni

indipendenti. Ci manca un secondo vettore per A1 = 1.
Seguiamo la strategia indicata e cerchiamo soluzioni dell’equazione:

010 010
(A—XD2v =|0 0 0 0 0 0 |w
0 0 1 00 1

000 1 0
=000 v | =10

00 1 V3 0

LLa soluzione ha due parametri che corrispondono a vi € vo
e puo’ essere scritta come la combinazione dei due vattori

base:

1 0
v=a| 0| +4+038] 1
0 0
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Ma il primo dei vettori € un autovettore e soddisfa
(A—MXI)v = 0. Quindi, il vettore che ci serve &

0
1

0

Y

e ad esso viene associata la soluzione particolare:

e (v+xz(A—-Al)v) =

0 O 1 O 0
= e” 1 |{4+2z|] 0 O O 1
0 O 0 1 0
0 [ 1 T
=’ | 1 | 4z O | =€ | 1
0 0 0
Quindi, la soluzione generale del sistema e
1 0 T
Y(z)=c1e*| O | +c2 e | 0| +e3e”| 1
0 1 0
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Il caso di autovalori ed autovettori complessi

Se si cercano le soluzioni del sistema omogeneo lineare
Y'(z) = A-Y(2), Ae R

sul campo dei numeri complessi, il caso di autovalori com-
plessi viene afrontato come é stato descritto nelle sezioni
precedenti, soltanto eseguendo i calcoli neccesari con i nu-
meri complessi. In particolare, Teorema 5 rimane valida
anche se I'autovettore e I'autovalore siano complessi:

A-v=Av

dove

v=ov'4+iv% w1 - parte reale, v2 - parte immaginaria

A=a-+10, o - parte reale, 8 - parte immaginaria
portano ad una soluzione complessa:

Y(z) = eMu =Tyl 4 j0?)
eo‘mewx(vl + iv?)
e (cos(Bz) 4 isin(z)) (vt +iv?)
= e (v! cos(Bz) — v?sin(Bz)) +
4 i e (vl sin(Bz) 4+ v? cos(Bz))

= Yi(z) +iYa(x)
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Teorema 7 Se Y(xz) = Yi(x)+1 Y>(x) € una soluzione complessa
del sistema

Y'(z) =A-Y(2), Ae R
allora Y1(x) e Y>(xz) sono due sue soluzioni reali.

Dimostrazione

Yi(z) = (Yi(z) +iYa(x)) = Yi(z) +iYa(x)
AY@)=A-(Vi(z)+iYa(z)) = A-Yi(z) +iA-Ya(z)

Quindi uguagliando la parte reale e la parte immaginaria
dell’equazione otteniamo:

Yi(z) = A - Yi(x)
Yo(z) = A - Yo(z)

cio'e Yi(x) e Yo(x) sono due sue soluzioni reali del sistema.

Y'(z) =A-Y(2) =

Corollario Ad ogni autovettore complesso v = vl 4+ iv? con
autovalore A = a 4 ¢ 3, possiamo associare due soluzioni reali

linearmente indipendenti:

Yi(z) = e (vl cos(Bz) — v2sin(Bz))
Yo (z) = e (vl sin(Bz) + v? cos(Bz))

Osserviamo che |'autovalore coniugato A = a—4 3 ha come
autovettori i vettori coniugati ©: quindi A non porta a nuovi
soluzioni rispetto ad Y7 e Y5.
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Esempio 25 Risolvere il problema di Cauchy

Yi(z) = A-Y(2), A:[é :;] Y(O)z[é]

Risoluzione Il polinomio caratteristico e

zm@)=da[1gA _giA]=A2+2k+2

Le due radici sono

M=-1+i, a=-1,8=1

Autovettori associati a \1 = —1 4 ¢:
: vy | | 2—1 —1 vi | _ |0
a-crean| =% Shn] =10
(2—9)vy —v2=0 24
{ 5v1 + (=2 —1)v, =0 — 1= v2

Quindi, il vettore base e
247 | | 2 11 1|2 > |1
et =[5 wele ] =[5 ] =10

Le due soluzioni reali sono:

Yi(x) =e™" <COS:1: [ g ] —sinx [ cl) ])
2 1
5 0

Yo(x) =e™® <Sina: [
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Abbiamo trovato due soluzioni linearmente indipendenti;
poOssiamo cosi’ scrivere |la soluzione generale in forma vet-
toriale:

Y(z) =c1Yi(x) + c2Yo(x)

= (cosa 2] -ona[ 3]) +
one (3 2 cona 3]

y1(x) = e ¥ ((2¢1 + o) cosz + (2¢co — c1)sinx)

yo(z) = 5e* (c1 COSx + coSin )

Che scritto in termini di componenti diventa:

Le condizioni iniziali portano al seguente sistema per deter-
minare le costanti:

{201—|—02=1 :>{02 —1

1

5¢1 =5 Cc1

Quindi, la soluzione del problema di Cauchy &

yi(z) = e *(cosz — 3sinx)

y2(x) = be * (cosz — sinx)
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Esercizi

1. Trovare la soluzione generale delle seguenti sistemi di

equazioni differenziali lineari omogenee:
(a) yll = —2y1 + Y2
Yy, = —4y1 + 3y2

(b) { yll Yyir — Y2

Y5 = 5y1 — 32

(

Yy = —Ty1 + 6y3
(c) & w5 =5y
Y5 = 6y1 + 2y3

Yy = —y2+y3
(d) ¢ y5=2y1 —3y2 + y3
| Y5 =y1— Y2 — Y3

2. Trova la soluzione di ciascuno dei problemi di Cauchy:

(a) { Y, = Y1+ Y2 { y1(0) =2

Yo, =4y1 +yo y2(0) =3

Y1 = y1 — 3y2 + 2y3 y1(0) = =2
(b) Yo = —Y2 ; y2(0) =0

3/3 = —y2 — 2y3 y3(0) =3
(C) 3/1 = 3y1 — 2y2 yl(o) =1

Yy, = 4yr —y2 y2(0) =5
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Sistemi lineari non omogenei
di primo ordine a coefficienti costanti

Un sistema di equazioni differenziali si chiama lineare se cias-

cuna funzione F; é lineare nelle variabili y;:

(= a13@ + -+ 1n(@)yn + bi(2)

Ccll%; = a1,1(x)y1 + ... + azn(@)yn + b2(x)

L W = g1 (2)y1 + - .. + ann(@)yn + bu(z)

Diciamo che
e il sistema &€ non omogeneo se esiste ¢ tale che b;(x) # O;
e il sistema & a coefficienti costanti se q;;(x) = a;; sono

dei costanti e non dipendono da =x.

Un sistema non omogeneo puo’ essere scritto nella forma

matriciale:
Y'(x) = A-Y(x2) + B(x)
dove
_ i - dy; - _ i
y1(x) . b1(x)
ay>
v = | v =| @ |, Bw=|"”W
L yn(a:) i dyn L bn(fﬂ) i
e
[ a11 a12 ... ain |
A — a1 a22 ... Qa2n
| An,1  Aan,2 an,n |
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Riccordiamo che secondo Teorema 4, la soluzione generale
del sistema omogeneo :

Yi(z) =AY (),

(‘D/

Y(z) =c1Yi(z) + 2Yo(z) + ... + ¢, Yo (),

dove Yi(x),Y>(x),...,Y,(x) sono n soluzioni particolari lin-
earmente indipendenti del sistema. Tale soluzione puo’ es-

sere scritta nella forma matricial come
Y(z) =7"T(x)-C,

dove T (x) = [Yi(x),Y2(x),...,Y,(x)] & la soluzione fonda-
mentale matriciale, cioeé la matrice che ha come colonne i

vettori Y;(x), mentre

C1
C2

C =

Cn

e il vettore colonna che ha come componenti i costanti ¢;.

Teorema 8 La soluzione generale del sistema non omogeneo

Y'(z) = A-Y(x2) + B(x).

(D/

Y(z) ="T(z) C+ V()

dove T (x) - C & la soluzione generale del sistema omogeneo
associato, e W(x) € una soluzione particolare del sistema non

omogeneo.
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Metodo della variazione delle costanti
per trovare la soluzione particolare ¢ (x)

Sia T (x) - C la soluzione generale del sistema omogeneo:
Y'(z) = A-Y(2).

Allora cerchiamo la soluzione particolare del sistema non
omogeneo nella forma

g () T
V(@) = T() U), U)=| "W
_ un(a:) N

che & ottenuta da Y (z) - C, sostituendo il vettore delle

costanti C con il vettore U(z) che ha come componenti
le funzioni u;(x).

Teorema 9 W(x) = Y (x) - U(x) & una soluzione particolare del
sistema non omogeneo

Y'(z) = A-Y(x) + B(x)
se e sole se

U(x) = /Tl(x) - B(x) dzx.
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Dimostrazione Per ipotesi, T (z) - C & una soluzione del
sistema omogeneo per ogni vettore C; quindi se prendiamo
come vettori C' le colonne della matrice d’'Identita I otteni-

amo
(T(x) - I)=A-T(x)- I =T () =A-T(x)
Quindi,
Vi(z) =Y(z) -U(x)+ T () -U'(x)
=A-T(x) -U(z) +T(2) -U(x)
= A-V(z)+ T(x) -U'(x).
Quindi

Vi(z) = A -V(z) 4+ B(z) & YT(z) -U'(x) = B(x).

Riccordiamo che secondo il Teorema 3, le colonne della
matrice T (x) sono linearmente indipendenti per ogni valore
di x; quindi per ogni x la matrice é invertibile, e possiamo
risolvere I'equazione sopra per U'(x)

U'(z) =T 1(2) Bx) = U(z) = /Tl(x) - B(x) dx.
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Calcolo della matrice inversa

La matrice quadrata

ail @12 ... Qlp
a a c..a
A = 21 a22 2.n 7
L an1 an2 ... Gpn

si chiama invertibile 0 non singolare, se esiste una matrice
A~1 tale che

Al . A=T=A.A"1

Allora A—1 si chiamo la matrice inversa di A ed & unica.
A e invertibile se e solo se det A = 0.

Il complemento algebrico A;; del elemento a;; di A, si definisce
come il determinante della sottomatrice ottenuta da A can-
cellando la i-essima riga e la j-esima colonna e moltiplicata
per (—1)7,

Si puo’ provare che la matrice inversa di A € uguale a

i Al,l AQ,]_ . . An,l i
A1 — 1 Ar1o Asp ... Aogy
det A
| A1n A21 ... Apn

Nel caso di una matrice 2x2 otteniamo:
A1 1 [ aso2 —ai?2 ]

" detA | —a21  a11
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Esempio 26. Trovare la soluzione generale del sistema
yi(z) = yi(z) + 12y2(x) + 1
yo(z) = 3y1(x) + ya2(x) + €”

Risoluzione Nella forma matriciale il sistema puo’ essere
scritto come Y'(z) = A-Y(x) 4+ B(x), dove

=[3%) o[

In Esercizio 24’ abbiamo gia trovato la soluzione generale

del sistema omogeneo
_ -2 2
ci1€é Sz [ 1 ] _l_ 62673: [ 1 ] 3

cioeé la soluzione fondamentale matriciale é:

_26—5:1: 267:1:
T(CIZ) — [ 6—5:1: 67:1: ]
det T (z) = —2e %’ — 2e"%e75% = —4¢%*
_ 1 _ 67:1: _267:1: 1 _65:1: 265:1:
T 1(33) — _Ze 2 [ _6—5:1: _26—5:1: ] — Z [ 6—7:1: 26—7:1:

1 __ 5z 2 5z 1
-1 S e (& _
T (CIZ)B(CIZ) - 4 [ 6—7:1: 26—7:1: ] [ el ] -
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1 —e5%  2eb7 % J (=€ + 2e5%)dx
U(CIZ) — Z / [ 6—7:1: _|_ 26—6:1: ] dr =
% f(e_m + 277 dx
JONES I
e28 e12

Per la soluzione particolare dell’equazione non omogenea

otteniamo:
5x Tx _er e
V(z) =7T(z) U(z) =
—5x Tx 6—71: 8_6
€ € 28 12
1 e 1 e 1 e
10 6 14 6 35 3
_ 1 e 1 e _3
20 12 28 12 35

In conclusione, |la soluzione generale dell’equazione non omo-

genea €

= 2] [4-3
Y(z) = cre™™* + coe’ + ;

3
1 1 -3

che scritta in termini di componenti diventa:

1 et
= _Dcie 2+ Qs+
y1(x) 1 + 2c0e"" + 3 3
3
—b5x Tx
T) = cie coe't — —
y2(x) 1 + co 35
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Esercizi

Trovare la soluzione generale delle seguenti sistemi di equazioni
differenziali lineari non omogenee:

1 Yy =2y1 —y2 —

' yo = —2y1 +y2 + ¢
> lvi=uyi—yte

' Y5 = y1 + 3yo

—3y1 + 2y2 + Ccosx
—Y1 — Y2

W
—N—
N
N~
|1l
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Teoria qualitativa delle equazioni differenziali

Dato un sistema arbitrario di equazioni differenziali di or-
dine uno, in generale noi non sappiamo risolverlo neanche

quando il numero di equazioni & soltanto due:

z'(t) = Fi(t, z,y)

y' (1) = Fa(t, z,y)
Vogliamo almeno descrivere qualitativamente lo spazio delle
soluzioni, rispondendo ad alcune domande importanti per le
applicazioni. Nelle applicazioni spesso la variabile indipen-
dente x corrisponde al tempo e quindi abbiamo cambiato

notazione:
xr=1t (tempo),

mentre x(t) e y(t) descrivano I'evoluzione di diverse grandezze
fisiche o dei parametri di un sistema biologico, sociale o

economico con il tempo.
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Esempi

1. Sele equazioni esprimono le leggi che governono l'interazione
tra due specie diverse che convivono in un ambiente
naturale, z(t) e y(¢) corrispondono alle due popolazioni
nell'istante di tempo ¢,

2. Il sistema meccanico presentato nel disegno consiste in
un punto materiale di massa m collegato ad un’asta
rigida (di massa 0) che puo’ ruotare nel piano intorno
al punto A.

mg

L'equazione di moto, cioe l'uguaglianza della variazione
del momento della quantita del moto e il momento
della forza peso, ci porta al seguente equazione dif-

ferenziale di secondo ordine:

d’o g .
—— = —=SIn a(t
dt? l (t)
L.’equazione € equivalente al sistema:
z'(t) = y(t)

: (30)
y'(t) = —9sinz(t)

dove z(t) = «a(t), mentre 2/(t) = o'(t) & la velocita
angolare del punto.
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Domande a quale vogliamo rispondere

Domanda 1 Esistono soluzioni costanti per il nostro sis-
tema:

z(t) = &1, y(t) = &7
In Esempio 1 tale soluzione corrisponderebbe al fatto
che le due popolazioni non cambiano con il tempo:
nessuna di loro cresce o diminuisce, ossia si trovano in

equilibrio una con |'altra.

In Esempio 2 la soluzione costante significherebbe che
il punto materiale si trova in stato d’equilibrio ossia la
sua posizione e la sua velocita non cambiano con il

tempo.

Definizione Dato il sistema di equazioni differenziali

z'(t) = Fi(t, z,y)

y () = Bt z,y)

Una copia ordinata di valori (&1, £2) si chiama punto d’equilibro

(31)

O punto fisso del sistema se

le(t) — 517 y(t) — 52

€ una sua soluzione costante.
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Proposizione Una copia ordinata di valori (£1,&2) € un punto
fisso del sistema di equazioni differenziali (31) se e solo se &

una soluzione del sistema algebrico:

Fi(t,z,y) =0
(32)

Y

F>(t,z,y) =0
cioe Fi(t,£1,&2) =0 e Fx(t,£1,£) = 0.

Dimostrazione: Supponiamo per primo che (£1,£2) € un
punto fisso, cioe

z(t) = &1, y(t) = &
€ una soluzione costante del sistema (31). Allora
x'(t) = 0, y'(t) =0
e sostituendo nel sistema (31) otteniamo che
0= Fi(t,61,82)

0= FQ(ta 51752)

D'altra parte se I1(t,£1,&) = 0 e Fu(t,£&1,&) = 0 ovvia-
mente le due funzioni costanti z(t) = &1 e y(t) = & soddis-
fano il sistema (31).
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Quindi, possiamo trovare i punti d’equilibrio del pendolo:

y=0

Y

—%sinazzO

Abbiamo due soluzioni: P1(0,0) e P>(m, 0).

Domanda 2 Se il sistema subisce una piccola perturbazione
ed esce dallo stato d’'equilibrio, con passare del tempo
tornera a questo stato o si allontanera di esso? Cioé
vogliamo analizzare se i punti d'equilibro trovati sono
punti d’'equilibrio stabili o instabili.

Nell" Esempio 2, P1(0,0) & un punto stabile, mentre
P>(m,0) & instabile.

Una importante generalizzazione di Domanda 2 é la
seguente: come cambia la soluzione di un problema di
Cauchy se la condizione iniziale (z(0),y(0)) = (x0,yo0)
subisce una piccola perturbazione? Se anche la soluzione
subisce una perturbazione “piccola’”, parliamo di soluzione
stabile, altrimenti — di soluzione instabile.

Domanda 3 Cominciando con valori iniziali

z(0) =zo, ¥(0) =wo

arbitrari, vogliamo sapere il comportamento asintonico
del sistema, cioé che cosa succede quando t — oo. I
sistema si avvicinera ad un punto d’'equilibrio o magari
ad una soluzione periodica?
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Possiamo rispondere in modo soddisfacente a queste do-
mande soltanto se la parte destra del sistema non dipende
in modo esplicito dal tempo ¢, cioé ci concentriamo sui

sistemi del tipo

2'(t) = F1(z, y)

y'(t) = Fa(z,y)

detti sistemi autonomi.
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Analisi qualitativa delle soluzioni di un’equazione
differenziale di primo ordine

(sistema uno-dimensionale)

Esempio 26 Trovare la soluzione del problema di Cauchy

2'(t) =sinz, x(0) = zq

Risoluzione L'equazione € a variabili separabili:

/dm =/dt = Inftan(z/2)|=t+C

sinx
Ponendo le condizioni iniziali abbiamo:
tan 2
In (x/ ) =t
tan(xo/z)

Supponiamo adesso che I'equazione descrive il movimento

di una particella e che |la sua posizione iniziale &
ro = 7T/4.

Vogliamo sapere dove si trovera |la particella quando t —
oco. La soluzione esplicita non aiuta. Proviamo approccio

grafico:

e rappresentiamo la velocita z/(t) = sinx della particella
come un campo vettoriale sulla retta delle z;

e individuiamo i punti fissi: sinz =0 —x =k

e partendo dal punto iniziale, guardiamo dove ci porta il
flusso del campo.
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Y O puntofisso instabile

@ punto fisso stabile

21 @

T®

o=l
N
~

—27 O

Osserviamo che le traiettorie non si intersecano mai perche
I'equazione soddisfa le condizione di esistenza e unicita:
infatti, se per assurdo ipotizziamo che due traiettorie si in-
tersecano e prendiamo il punto d’intersezione come punto
iniziale, da esso partirebbero due soluzioni diverse che con-
traddirebbe 'unicita della soluzione.
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Le stesse considerazioni possiamo fare per una qualsiasi

equazione di primo ordine

/
z'(t) = f(x)
Per analizzare l'insieme delle sue soluzioni
e rappresentiamo il campo vettoriale sulla retta delle z;

e individuiamo i punti fissi:
f(z) =0

e partendo da un punto iniziale, guardiamo dove ci porta
il flusso del campo.

/
T

O puntofissoinstabile  f”(x)>0

@ npuntofissostabile ./ (x)<0
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Analisi quantitativa dei punti fissi - linearizzazione

Sia z* un punto fisso dell’equazione:

2'(t) = f(z), f(z*) =0.

Sia n(t) = z(t) — z* una piccola perturbazione nell’'intorno
del punto fisso. Per vedere se il punto fisso & stabile o
no dobbiamo analizzare se questa perturbazione decade o
cresce con il tempo.

n'(t) =2'(t) = f(z) = f(n+z").

Dallo sviluppo di f con la formula di Taylor in un intorno
di «* otteniamo:

f@+n) = f@)+ f'@)n+ 00?)
Poiche f(z*) = 0, trascurando il termine O(n?) otteniamo:
n'(t) = f(x*)n = n(t) ="

Concludiamo che:

e se f/(x*) > 0 la perturbazione cresce esponenzialmente,
quindi z* € punto fisso instabile; |f'(x*)| determina la
velocita di crescita;

e se f'(x*) < 0O la perturbazione decade esponenzialmente,
quindi z* & punto fisso stabile; |f'(z*)| determina la ve-
locita di decadimento;

123



se f'(x*) = 0 ci sono diverse possibilita:

7' (t) = —2° 2'(t) = a°
x/
0 0
punto fisso stabile punto fisso instabile
Z(t) = 2? Z(t) =0

punto fisso stabile a meta linea di punti fissi
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Biforcazioni

Se nel nostro equazione compare un parametro, i cambiamenti
dei valori di tale parametro possono portare alla apparizione
di nuovi punti critici o alla distruzione dei punti esistenti. Tali
cambiamenti nel quadro delle soluzioni si chiamano biforcazioni

e i valori del parametro per i quali vengono osservati si chiamano
punti di biforcazione .

Biforcazione sella-nodoin r =0

distruzione di una copia di un punto stabile e uno instabile

7)) =241, <0 7' (t) = 2 g(t)=2*+r, >0
0 0
un punto fisso stabile e punto fisso stabile a meta non ci sono punti fissi

un punto fisso instabile

punto fisso instabile

punto fisso stabile
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Biforcazione transcriticain » =0
scambio di stabilita tra due punti fissi

7)) =2+ xr,r>0 7' (t) = 2 ?'(t) =2 +re, r<0
-r 0 0 -r
un punto fisso stabile e punto fisso stabile a meta un punto fisso stabile e
un punto fisso instabile un punto fisso instabile
T

punto fisso instabile

punto fisso instabile 0 - punto fisso stabile

punto fisso stabile
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Biforcazione a forchetta supercriticain r = ()

apparizione due punti fissi stabili
e la trasformazione di uno stabile in instabile

un punto fisso stabile punto fisso stabile

due punti fissi stabili e
un punto fisso instabile

punto fisso stabile

punto fisso instabile

punto fisso stabile

r

punto fisso stabile
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Analisi qualitativa delle soluzioni di un sistema
autonomo di due equazioni di primo ordine

(sistema bi-dimensionale)

2'(t) = Fi(z,y)

y'(t) = Fa(z,y)

Y

Descriveremmo le soluzioni del sistema nello spazio xzy,
detto spazio delle fasi. In particolare, la soluzione (x(t), y(t))
del problema di Cauchy con condizione iniziale (x(t),y(t)) =
(zo,yo) rappresenta una curva (orbita) nello spazio delle
fasi che comincia nel punto (x0,y0). Con una freccia in-
dichiammo il verso in quale si muove il punto (x(t),y(t))
sull’orbita a crescere del tempo t.
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Definizione Sia P = (£1,£) un punto fisso del sistema au-

tonomo.

(a) P si chiama attrattore se tutte le orbite che cominciano
nelle vicinanze di P tendono a P per t — oo, cioe esiste
d > 0 tale che se ||(zo — &1,y0 — £2)|| < 0,

lim (2(1), y()) = (20, 40)-

(b) P si chiama stabile se tutte le orbite che cominciano nelle
vicinanze di P non si allontana mai troppo da P, cioeé per
ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se |[(zo — &1,y0 — &2)|| < 6,
allora

|(x(t) — &1,y(t) — &)|] <€ per ognit > 0.

(c) P si chiama asintoticamente stabile se & stabile ed &
anche un attrattore;
(d) P si chiama instabile se non & ne’ un attrattore ne’ stabile;
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Classificazione dei punti fissi di un sistema lineari

Sia dato un sistema di equazioni differenziali lineari di ordine

uno:

2 (t) =ax+ by [a b]
A= (33)
y(t) =cx+dy ¢ d

Riccordiamo che per risolvere il sistema dobbiamo trovare

le autovalori della matrice A:

det(A—)\I) = det [ ¢ ; A df \ ] = A\°—(a+d)A+(ad—cb) = 0.

L'equazione per gli autovalori pud essere scritta nella forma
AN —7rA4+86=0,

dove T = a-+d € |la traccia della matrice A, mentre § = ad—cb
€ la sua determinante. Allora gli autovalori sono:

Indichiamo con \q |I'autovalore minore in valore assoluto:
A1] < A2

Adesso dobbiamo considerare i seguenti casi:
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Caso 1: \{ = X = 0. In questo caso = § = 0.

(a) Se la matrice A & nulla; il sistema diventa:
2'(t) =0 x(t) =C1 |
{ Jt)y=0 7 { y(t) = Cz
quindi, xz(t) e y(t) sono costanti e ogni punto & punto
fisso (se nel momento ¢t = 0 il sistema si trova in un

punto, rimane per sempre in €sso).

(b) Se la matrice A non & nulla, deve essere nella forma:

Azl‘c” b ] det A= —a? — bec = 0.

Per trovare i punti fissi dobbiamo risolvere il sistema:

'(t) =ax+by=0 4
= y=——x (seb#=0)
y(t) =cx—ay=20 b

Qundi, abbiamo una retta di punti fissi. Questa retta
coincide con l'autospazio dell’autovalore A = 0, cioé

vl = (b, —a). Abbiamo per la prima soluzione:

y(t)

[33(75)] :cll b ] (soluzione costante: p.f.)
1
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Osserviamo che la moltiplicita algebrica di A = 0 & 2, mentre
la sua multiplicita geometrica € 1. Tenendo conto che

(A=A = A% = [8 8],
il sistema (A —\I)%v = 0 ha come soluzioni tutti i vettori e
quindi, vettore v? pud essere scelto di essere un vettore qual-
siasi indipendente da v!. Scegliamo v? = (b,0). Applicando

la formula on p.99, otteniamo per la seconda soluzione:

CIZ(t) _ . UQ_ b a b
0 |, == e

Quindi, la soluzione generale del sistema di eq.differenziali

x(t) | b b
35 | =@t L J4a] o]

Quindi, per avere una soluzione che non & costante, dobbi-

~

e:

amo avere che c» # 0. In questo caso l'orbita € una retta

parallela all’autospazio:
y retta di punti fissi

orbiti lineari
/ X

e

|

0 :)\1 == )\2 mg()\l) =1
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Caso 2: A\ =0e A>=17 Inquesto caso § =0e 7 # 0.
Per trovare i punti fissi dobbiamo risolvere il sistema:
2(t) =ax+by=20

:>y=—ga:(seb750)
y'(t) =cz+dy=0 b

Essendo det A = 0 abbiamo una retta di punti fissi. Questa
retta coincide con l'autospazio dell’autovalore A1 = 0, cioé
i vettori multipli di v! = (b, —a). Sia v? I'autovettore di Ao;
allora la soluzione generale del sistema e

[ 5%3 ] — c1 vt + o et

Osserviamo che nel momento iniziale t =0

[ ?jggg ] = clvl —|—02v2;
poi con crescere del t, se 7 > 0 il punto (z(t),y(t)) si al-
lontana dalla retta di punti fissi nella direzione del vettore
v2. Se, invece T < 0, (z(t),y(t)) si avvicina a tale retta,

seguendo sempre la direzione di v2:

y(t)

x(t t—
[ ()]:clvl+02€Ttv2—o>oclvl, se T <O

133



0 =X =X my(A)=2 (retta di punti fissi)
7<0 7>0

>0
y /

retta di punti fissi retta di punti fissi

orbiti y retta di punti fissi orbiti retta di punti fissi

i)/l ////
W
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Caso 3: )\ # X\ reali e #= 0 In questo caso 72 —46 >0 e
d # 0. Per trovare i punti fissi dobbiamo risolvere il sistema:

2'(t) =ax+by=0

y(t) =cx+dy=20
Essendo det A = § # 0 abbiamo soltanto la soluzione nulla:
r =0 ey = 0. Siano v! e v? gli autovettori di A1 e \3;
allora la soluzione generale del sistema e

[ z(t) ] = cle byl + co e ty?

y(t)
Analizziamo la famiglia di soluzioni con condizione iniziale:
z(0) 1
= Qv , = C1 =, Cp = 0
[ y(0) ] . ?

La soluzione particolare del problema di Cauchy e:

53] =
Quindi, se nel momento iniziale (z(0),y(0)) giace sulla retta
determinata da wv! (I'autospazio di A1), allora per ogni t
il punto (z(t),y(t)) giace su tale retta e se A1 > 0 con
crescere di t esso si allontana dall’origine, mentre se A1 <O
Si avvicina:

[xg%]—oze tvlt_)—O?[O], se \1 <O

La situazione € analoga quando nel momento iniziale il
punto (2(0),y(0)) giace sulla retta determinata da v?; allora
per ogni t il punto (z(t),y(t)) giace su tale rettaese \» >0
con crescere di t esso si allontana dall'origine, mentre se
A2 < 0 si avvicina.
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Concludiamo che se A1 # X2 sono reali e = 0, le orbite
che cominciano su un’autospazio, sono tutte contenute in
tale autospazio e si allontanano (avvicinano) dall’origine se
A>0 (A<O0).

La forma delle orbite che cominciano fuori degli autospazi
dipende dal fatto se A1 e A> sono concordi o discordi (in

segno)

(a) A1-X2<0;in questo caso § < 0.

varieta instabile: 'autospazio
\ dell’autovalore positivo

\\/ varieta stabile: I'autospazio
e

~. dell’autovalore

negativo

AM <0 e Xy >0 PpUNTOSELLA
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(b) A1-X2>0; in questo caso § > 0.

autospazio dell’autovalore
\maggiore
y

autospazio dell’autovalore

v2 <~ minore

\X

0 < A1 < A2 NODO INSTABILE

autospazio dell'autovalore
\maggiore (in valore assoluto)

y

autospazio dell’autovalore
/minore (in valore assoluto)

Ao < A1 <0 NODO STABILE

Osserviamo che vicino all’origine le orbite sono tangenti
all’autospazio dell’autovalore minore, che si chiama au-
todirezione lenta; mentre |'autospazio dell’autovalore

maggiore si chiama autodirezione veloce.

137



Caso 4: \; = )\ reali e # 0; in questo caso 72 —45§ =0 e

§ # 0.

Essendo 6 #= 0O abbiamo di nuovo un’unico punto fisso:
(0,0). La soluzione generale del sistema dipende dalla
molteplicita geometrica di \j.

(a) se my(A1) = 2 abbiamo due linearmente indipendenti
autovettori v! e v? e la soluzione &:

1] oo

Essendo il rapporto delle velocita di spostamento nella
direzione di v! e v? costante, le orbiti sono linee rette:

autospazio 2

\ y

autospazio 1

i

0 < A1 = A2, my(A1) =2 NODO ASTELLA INSTABILE

138



autospazio 2

\ y

autospazio 1

g

A =X2< 0, my(A1) =2 NODOASTELLA STABILE
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(b) se my(A\1) = 1 abbiamo solo un autovettore v! e la
soluzione é:

[?jgg ] = creMtol + o et (v? + (A — A\ )v?)

Si puo dimostrare che in un intorno dell’origine tutte le

orbite sono tangenti all’autospazio determinato da v!:

autospazio

"

\\\\\‘

-
—

0< A = Ao, mg()\l) — ] NODO DEGENERE INSTABILE

-
=

A1 = A2< 0, my(A;) =1 NODO DEGENERE STABILE

<

autospazio

i

AN
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Caso 5: A2 = a X8 sono complesse; in questo caso
2 —-45§ <0ed#0.

Anche in questo caso, essendo é # 0 abbiamo un’unico
punto fisso: (0,0). Il comportamento asintotico delle orbite
dipende dal valore di . Per capire come sono fatte le orbite
prendiamo un esempio:

Esempio Vogliamo descrivere |'orbita del seguente prob-
lema di Cauchy:

z'(t) = ax + By, x(0) = a,
, A=[ y 5],
y(t) = —Bz +ay, y(0) =0 K
det(A— X)) =X —-2a 4+’ +32=0N—-a)’+5%2=0

Quindi, abbiamo due radici complesse A\1> = a X+ :8. Per

trovare |I'autovettore dobbiamo risolvere il sistema:
—1Bv1 + Bvo =0

—pBvy —iPvo =0

Qunidi, I"'autovettore e

=[] [3]] ] -one

LLa soluzione generale &

[ ?jgg ] — eatCos(ﬁt)(clvl‘|‘02’02)+€atSin(ﬁt)(—clv2—|—02fU1)

Ponendo la condizione iniziale abbiamo che ¢ = 0 e ¢1 = a.
[ 2383 ] = ae®’ cos(ft) [ cl) ]—aeo‘tsin(ﬁt) [ Cl) ] = qe*! [ _CCS)ISn((ﬁﬁtz) ]

141



Osserviamo che nel momento ¢ il punto (x(t),y(t)) si trova
a distanza

A(t) = \/2(1)? +y(1)* = a e (cos(5r)? + sin(B1)?) = a e’

(a) a« = 0: il punto rimane sempre alla stessa distanza;
I'orbita € una circonferenza.

(b) a > 0: il punto si allontana dal centro seguendo una
spirale;

(b) o« < 0: il punto si avvicina al centro seguendo una
spirale.
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Classificazione dei punti fissi di un sistema lineari:
riassunto

Sia dato un sistema di equazioni differenziali lineari di ordine

uno:
Z—f =ax+by
(34)
Z—? =cx+dy

L'unico punto fisso & (0,0) (x =0, y = 0). Il carattere del
punto fisso dipende dagli autovalori A1 € \> della matrice:

a=|ed]

Autovalori reali diversi da O

A1 A2 <O A1 >0, >0 A1 <0, A2<0
NEDY A1 = Ao A1 £ Ao A1 = Ao
sella nodo stella/nodo deg. nodo stella/nodo deg.
instabile instabile stabile stabile

gl

Autovalori complessi \i> =a+:i3, 8 #0

G)

O}

a>0 a <0 a=2~0
vortice vortice centro
instabile stabile
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Studio dei punti fissi di un sistema di due equazioni
differenziali autonomi non lineare tramite la
linearizzazione

Sia dato un sistema di equazioni differenziali di ordine uno:

Ccii_f — fl (337 y)
(35)

Y= fo(x,y)
Sia (z*,y*) un punto fisso del sistema, cioe:
filz®,y") =0 fo(z",y") =0
Siano
u=x— ", v=1y—y"
piccole perturbazioni dal punto fisso. Per poter analizzare

come queste perturbazioni evolvono nel tempo, dobbiamo

trovare le equazioni differenziali per u e v:

u(t) =2'(t) = file* +u, vy + v).

Dallo sviluppo di f con la formula di Taylor in un intorno
di x* otteniamo:

oOf1(z*,y*) | 0f1(z*,y*)
T ox ut Oy

Poiche fi(x*,y*) = 0, trascurando il termine O(u?,v?, uv)

flz™tu, y"+v) = f(z", y7) v+0(u?, v?, uv;

otteniamo:

_OhGy) L OhGy)

/
t
() ox Oy
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In modo analogo troviamo |I'equazione per v:

a * * a * *
’U/(t): fQ(CB 7y)u_|_ fQ(CB 7y)’U
ox Oy
Quindi a meno di termini di secondo ordine in u e v, I'evoluzione

della perturbazione (u,v) viene governata dal sistema lin-

eare.
NORERE 2 ()
U6]-15 2] (8] o

dove la matrice dei coefficienti € il valore della matrice Ja-
cobiana nel punto (z*,y*).

Teorema 1 Se il punto fisso (0,0) del sistema lineare (36)
e sella, nodo o vortice, allora anche il punto fisso (x*,y*) del
sistema non lineare (35) & sella, nodo o vortice.

Nel caso in cui, invece il punto fisso (0,0) del sistema lineare
(36) & una stella, nodo degenerato, centro o se appartiene a

una linea di punti fissi, il punto fisso del sistema non-lineare
potrebbe essere di tipo diverso.

145



Esempio 27 Classificare i punti fissi del sistema:

{ 2 (t) = x(3 —z—2y)

y'(t) =y(2—z—vy)
Il sistema & stato usato da Lotka e Volterra per descrivere

la convivenza tra due specie, per esempio conigli e pecore

che sono in competizione per il cibo.

Idea del modello:

e Ogni specie, riproducendosi, cresce proporzionalmente

alla sua popolazione:

Ax -
—— = 3x conigli,
At
Ay
— =2 ecore

e i membri di ciascuna specie sono in competizione per il
Cibo tra essi e |'effetto di tale competizione € negativo
sulla crescita della popolazione ed € proporzionale alla
probabilita di scontrarsi:

A

= = 3z — 22, conigli
At

Ay 5

—= =2y — ecore
N Yy—y P

e |la competizione per il cibo con i membri dell’altra specie
porta ad analogo effetto; piu forte sui conigli che sono

piu piccoli:
Az 3 2_2 conigli
— =3x —x° — 2x ,
At J
Ay 5
— 2L =2y—y  —=x ecore
N y—vy y P
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Risoluzione Troviamo prima i punti fissi risolvenndo il sis-

tema:

{ x(3—x—2y) =0
y2—-z—-y)=0

Abbiamo 4 soluzioni: (0,0), (0,2), (3,0), (1,1). Il Jaco-
biano:
J—[% %_?]_[3—233—23/ —2x ]
= | af, 9L | = _ IV
32 B Y 2—x— 2y
Analisi dei punti fissi:

punto fisso | (0,0) (no conigli, no pecore)
. | 3 0
Jacobiano J = [ 0 2 ]
autovalori A1 =3, =2
. 1 0
autovettori v = [ 0 ] , Vo = [ 1 ]
tipo nodo instabile
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punto fisso (0,2) (solo pecore)

: | -1 0O
Jacobiano J = [ 5 _»5 ]
autovalori | A1 =-1<0,X>»=-2<0

: 10 | -1
autovettori | vy = [ 1 ] , Vo = [ 5 ]
tipo nodo stabile
punto fisso (3,0) (solo conigli)

: | -3 -6
Jacobiano J = [ 0o —1 ]
autovalori | A1 =-3<0,X=-1<0

: 11 | =3
autovettori | vy = [ 0 ] , Vo = [ 1 ]
tipo nodo stabile
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punto fisso (1,1) (conigli = pecore)
Jacobiano J = [ :1 :i ]

autovalori | M1 =-1—-v2<0,X=-14++vV2>0
autovettori v = [ \/15 ] , U = [ _1/5 ]

tipo

sella




P.F. (0,0) (0,2) (3,0) (1,1)
J 3 0 -1 0 -3 -6 -1 -2
0o 2 -2 =2 0 -1 -1 -1
A1 3>0 —-1<0 —-3<0 -1-v2<0
V1 (1,0) (Oal) (1,0) (\/Ea 1)
Ao 2>0 —2<0 —-1<0 —14++v2>0
V2 (Oa 1) (_1a 2) (_3a 1) (_\/Ea 1)
tipo nodo nodo nodo sella
instabile stabile stabile
separatrice tra
1 due bacini di attrazione
pecore

= la varieta stabile

bacino di attrazione della sella
del punto (0,2)
2
1 _| bacino di attrazione
del punto (3,0)
~ conigli
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Esercizi

Trovare e classificare i punti critici dei sistemi autonomi e
e tracciare un grafico qualitativo delle curve di fase.

¥ =azy+x+2y+3

y=z+y+3

a:’=a:2—|—y2—5

Yy =x+ 2y

r=2>+y—6
y=z+y
{ r =a’+y—2

Yy =y—x

 =ax34+y—2x

Yy =y—=x
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Esempi quando la linearizzazione non funziona

Riccordiamo che secondo il Teorema 1 quando il punto fisso
(0,0) del sistema lineare & una stella, nodo degenerato,
centro o se appartiene a una linea di punti fissi, il punto
fisso del sistema non-lineare potrebbe essere di tipo diverso.
In questi casi, per poter classificare il punto fisso del sis-
tema non lineare dobbiamo efettuare uno studio teorico piu

approfondito o trovare la soluzione numerica.

Esempio 28 Classificare i punti fissi dei sistemi:

(a) /(1) = —y + z(x® + y?)
y'(t) =z 4+ y(a? + y?)

¥'(t) = —y — 2(z® + y°)
DR Srto i e

Risoluzione di (a) Troviamo prima i punti fissi risolvendo il

sistema:

—y+az(@*+y) =0 _ [a®+y?=0
x4+ y(?+y?) =0 x4+ y(x?+y?) =0

Abbiamo 1 soluzione: (0,0).

Il Jacobiano del sistema é:

ofr  Ofr
J:[% —f]:[3cc2+y2 —1+ 2ay

0
0f 8_}/2 1—2zy x4+ 33
ox oy
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Analisi del punto fisso del sistema lineare Y/ = J .Y

punto fisso (0,0)

. 10 -1
Jacobiano J = [ 1 0 ]
autovalori A1 =1, Ao = —1

autovettori | vi = [ _17’ ] = [ i ]

tipo centro

Essendo il punto fisso del sistema lineare un centro, il punto
fisso del sistema non lineare potrebbe essere sia centro, sia
vortice stabile o instabile. Approfondiamo trasformando il

sistema in coordinate polari:

{ z(t) = p(t) cosO(t)
y(t) = p(t)sin (1)

In questi coordinate il sistema diventa:

0o cosh —ph'sind = —psinf + p3 cosb
0 sin@ + pf’ cos® = p cosh + p3sinb

Da qui esprimendo p’ e 8 otteniamo:

{p’=p3>0
0 =

Quindi il raggio dell’orbita p(t) cresce con il tempo, cioé

abbiamo un vortice instabile.
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Soluzione di (b) Anche il sistema (b) ha come punto fisso

(0,0), e la linearizzazione porta allo stesso Jacobiano, cioeé
il sistema lineare ha un centro. Mentre il passaggio in co-

ordinate polari trasforma il sistema (b) nel sistema:

p=-p><0
o =1

Quindi il raggio dell’orbita p(t) diminuisce con il tempo,
cioeé abbiamo un vortice stabile.

Conclusione Se la linearizzazione porta ad un centro, il

punto fisso del sistema non lineare portebbe essere sia un
cantro, sia un vortice stabile, sia un vertice instabile.

153



Cicli limiti
Un ciclo limite € un’orbita chiusa isolata nello spazio delle fasi.
Isolata significa che le orbite nelle vicinanze non sono chiuse.
Ci sono tre possibilita:
e ciclo stabile: quando le orbile in un intorno del ciclo sono
dei spirali che si avvicinano assintoticamante al ciclo;
e ciclo instabile: quando le orbile in un intorno del ciclo sono
dei spirali che si alontanano dal ciclo;
e Ciclo semistabile: quando una parte delle orbite si avvici-
nano mentre altri si alontanano;
L'esistenza dei cicli limiti € un fenomeno che si osserva soltanto
nei sistemi non lineari e putroppo non esiste un metodo generale
che permette di dire se un dato sistema ammette o no dei cicli
limite.

Esempio 29 Dato |'equazione di van der Pol di secondo

ordine:

2" (t) + e(x? — D2’ (t) + z(t) = 0, e > 0.

Studiare numericamente il comportamento asintotico (¢t —
oo) della soluzione del problema di Cauchy con e = 1,5 e
condizioni iniziali z(0) = 1 e 2/(0) = 0. Confrontare con la
soluzione quando ¢ = 0.

Risoluzione Trasformato in sistema di primo ordine tramite

la sostituzione: y(t) = 2/(t):

{ 2 (t) =y, x(0) = 0.5
y'(t) = —e(x® — 1)y —x, y(0) =0
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Per e = 0 il sistema e lineare:
z'(t) =y,
y/(t) — — T,
la soluzione generale (cf. Esempio 22') é
x(t) = c1cos(t) 4+ cosin(t)
y(t) = —c1sin(t) + c2 cos(t),
La soluzione del problema di Cauchy e:
x(t) = cos(t)
y(t) = —sin(t),
L'orbita nello spazio delle fasi € determinata dall’equazione:

z? 4+ y? =1, cioé & una circonferenza di raggio 1.

Per ¢ = 1.5 invece si osserva che |'orbita converge ad un
ciclo limite stabile che ha una forma non circolare e raggio
medio 2:

LA

N
—_
o
—_
N
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Studio globale dello spazio delle fasi per un sistema
non lineare

1. Determinare e classificare i punti fissi.
2. Determinare le varieta invarianti dei punti cella.
3. Determinare e classificare eventuali cicli limite.

4. Individuare le regioni invarianti, dove una regione in-
variante consiste da tutti i punti nello spazio delle fasi
che danno inizio a orbite di analogo comportamento
asintotico (per t — o). Le curve separatrici delle
regioni invarianti potrebbero essere

e Vvarieta stabili di punti sella;
e Cicli limite;

e Orbite eterocline, che collegono due punti sella di-
verse;

e Orbite omocline , che collegono |la varieta stabile e
la viarieta instabile dello stesso punto sella.

) =

orbita omocline obrite eterocline
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Esempi di Biforcazioni in dimensione 2

Se nel nostro equazione compare un parametro, i cambiamenti
dei valori di tale parametro possono portare alla apparizione
di nuovi punti critici o alla distruzione dei punti esistenti. Tali
cambiamenti nel quadro delle soluzioni si chiamano biforcazioni
e i valori del parametro per i quali vengono osservati si chiamano
punti di biforcazione .

Esempio: biforcazione sella-nodo in » =0
distruzione di una coppia di un punto sella e un nodo

d(t)y=r-2% r>0 o (t) = 2° Z(t)=r-12° r<0
y'(t) = y'(t) =y y'(t) =y
y //
g ® - - ‘ ]
0 0
A \\
un nodo stabile e nodo stabile a meta non ci sono punti fissi

un punto sella

sella

nodo
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Biforcazione di Hopf in r=r:

trasformazione di un vertice stabile in un vertice instabile
o vice versa (la parte reale degli autovalori cambia segno)

Biforcazione di Hopf Supercritical:
un ciclo limite stabile si restringe ad un punto lasciando un vortice stabile

r>rec r>re r=re r<rc

Biforcazione di Hopf Subrcritical:
un ciclo limite instabile si restringe ad un punto lasciando un vortice instabile

r>re r>re r=re r<r

Biforcazione di Hopf Degenerata
un vortice stabile si trasforma in vortice instabile pasando per un centro

Pleclo®)

r>re r>rc r=re
r<re
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Problemi di contorno

Sappiamo che l|la soluzione generale di un equazione dif-

ferenziale di ordine n
F(y(n)’y(n_l), ¢ 7y7 :C) — O

dipende da n costanti di integrazione. Per fissare una
soluzione particolare abbiamo bosogno di aggiungere n con-
dizioni, che fino adesso erano sempre ‘condizioni iniziali”
che fissano il valore della funzione e le sue primi n — 1
derivate in un dato punto zg. Ma spesso nelle applicazioni,
invece di sapere il valore della funzione e le sue primin — 1
derivate in un punto, noi sappiamo i valori della funzione

e/o i valori di qualcuna delle sue derivate in pit punti.

Definizione. Dato un equazione differenziale di ordine > 2, il

problema di valori al contorno consiste nella ricerca di soluzioni

dell’equazione data che asumono esse stesse e le loro derivate

dei valori assegnati in corrispondenza di piu punti.

Per equazione di ordine due vy"(x) = f(z,vy,y’) sono di interessi

i seguenti problemi al contorno:
e condizione di Dirichlet: y(x0) = yo, y(z1) = y1 ;
e condizione di Neumann: vy'(xg) = yo, v'(x1) = y1 ;
e condizione di Sturm-Leouville: ay(xzo) + by (xg) =
cy(z1) +dy'(z1) =1 ;
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Esempio 30 Trova per i quali valori di A, il problema al

contorno

y'(z) + Ay(z) =0, y(0) =0,y(l) =0

ha soluzioni non nulle.

Risoluzione

A=014"=0 = ylz) =ciz+
y(0) = c2 =0, y(l) =c1l=0

Quindi, in questo caso non ci sono soluzioni non nulle.

A<0 y'= -y = y(@) =creV N 4 coe VAT

y(0) =c14+c2=0
y'(1) = creV N+ cpe VN =0

Il sistema ha soluzioni non nulle per ¢1 e ¢» se e solo se
1 1
— V=) V=
detle\/—M 6\/_)‘l]_€ — € —O,
cioe
V=X 6—\/_—,\z s 62\/_—,\z — 1

(&

Questo e impossibile per che 2+/—Xl > 0. Quindi, il de-
terminante € % 0 e I'equazione ha soltanto la soluzione

nulla.

A>0 ¢ = -y = y(z) = c1cos(vVAz) + casin(v/Azx)

y(0) =c1 =0
{ y'(1) = 1 cos(vV/AL) + casin(vV/Al) =0
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Quindi, il sistema ha soluzioni non nulle soltanto se
sin(vVAl) =0 = \=n2r2/I°

e per tali valori di A I'equazione differenziale ha infinite
soluzioni:

y(x) = casin(nmrx/1)
Teorema Il problema di Sturm-Leouville

y'(z) + Az =0, ay(0)+0by(0) =0, cy(l)+dy () =0 (37)

ha soluzioni soltanto per un insieme numerabile di valori di A:

AMM< < ...< )\ < ..., lim A\, = oo,

T Nn— 00

detti autovalori di (37), mentre le soluzioni non nelle si chia-
mono autofunzioni di (37).

Secondo la terminologia del teorema, gli autovalori del prob-
lema nell’Esercizio 29 sono:

72 /1%, 2272 /1%, 327212 . ..
mentre i corrispondenti autofunzioni sono multipli di:

sin(rxz/l), sin(2rx/l), sin(3rx/l) ...



Esercizi

1. Trovare gli autovalori e gli autofunzioni del problema al

contorno
e v+ Ay=0, y(0)=0,y()=0
e v+ Ay=0, ¢(0)=0,y)=0
e v+ Ay=0, y(0)—-9(0)=0, y(r) —y'(r) =0

2. Per quali valori di X il problema al contorno

y' =2y +(1+Ny=0, y(0) =0, y(1) =0

ha soluzioni non nulle.
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