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il Indice
0.1 Prefazione

In questo corso ci proponiamo di fornire gli elementi generali della teoria delle
equazioni differenziali alle derivate parziali (EDP) e dei loro metodi risolutivi.
Nella trattazione dell’argomento, e inevitabile il ricorso ad alcuni concetti di
analisi funzionale, come gli spazi funzionali (spazi di Banach e di Hilbert) e gli
operatori. Pertanto, dedichiamo una prima parte delle dispense a raccogliere
alcune definizioni e fatti importanti su questi argomenti, accompagnandoli con
poche dimostrazioni.

Queste dispense sono divise in tre parti: una prima parte dedicata ai richia-
mi di analisi funzionale ed all’introduzione dei concetti teorici sulle EDP, una
parte dedicata ai metodi analitici di risoluzione ed una parte dedicata ai meto-
di numerici. Quest’ultima parte rimane necessariamente molto limitata, non
essendovi spazio per esporre i concetti generali, teorici e pratici, del calcolo
numerico.
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Capitolo 1

Elementi introduttivi

1.1 Richiami sui numeri complessi

Indichiamo con C il corpo dei numeri complessi. Ogni z € C si puo scrivere
come z = x + 1y, dove © = Re(z) e la parte reale ed y = Im(z) e la parte
immaginaria. 1 numeri complessi z € C per i quali e Im(z) = 0 sono i numeri
reali, mentre quelli per i quali e Re(z) = 0 sono detti numeri immaginari puri.

Si definisce il complesso coniugato z* = = — 1y come quel numero complesso
che ha la stessa parte reale di z e la parte immaginaria opposta.

Si definisce il modulo di z = x + 1y come
2] = Va2 + 2
Da notare che zz* = (z + iy)(x —iy) = 2* + y* = |z|* e quindi |z| = |z7|.
La somma di due numeri complessi z; = a1 4+ 1y; € 22 = x5 + 1y ¢ data da
21+ 29 = (21 + 22) + 1(y1 + ya2).
Il prodotto e dato da
129 = (21 +1y1) (22 + 1y2) = (v122 — Y1ya) + 1(x1y2 + y122)
e la divisione da

z =P €3+ Y3

2z (Bt yiye) i(yies — 21ys)

In rappresentazione polare il numero complesso z € C si puo scrivere utilizzan-
do la trasformazione

T = pCosp

y=psing
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ottenendo cosi
z = p(cosp + isin ).
p & detto modulo, e ¢ & detto anomalia (vedi figura 1.1).
Introduciamo a questo punto la funzione esponenziale nel campo complesso
e” = " = "¢V = e"(cosy + isiny).
Il numero complesso z si puo allora scrivere
z = pe'v.

Il complesso coniugato e dato da

2* = pleos @ —ising) = pe*?.

Dunque il complesso coniugato z* ha lo stesso modulo di z ed anomalia op-

@ Z=X+iy
iy P
i
\¢
. 1 X Numeri reali
©
C
ko))
©
€
£
I5
€
S .
= © Z*=Xx-iy

Figura 1.1: 11 piano complesso.

posta. La definizione del modulo p e consistente con quella data in precedenza
come |z|, come si vede dal fatto che zz* = p*. Dunque ¢ |z| = p ed in particola-
re |¢| = 1. Il fattore €% viene detto fase. Ai numeri reali positivi corrisponde
I’anomalia ¢ = 0; ai numeri reali negativi ¢ = 7, al numeri immaginari pu-
ri con parte immaginaria positiva ¢ = 7/2, a quelli con parte immaginaria
negativa ¢ = 37 /2. Per esempio,

€™ =—1

€i7r/2 —

€3i7r/2 —
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Sono molto importanti le seguenti formule, dette formule di Eulero, che legano
gli esponenziali complessi con le funzioni trigonometriche:

¥ =cosp +1siny

€'Y =cosp —isinp

e+ e

oS = ——————
2

. e —e
sin @ = -
21

In rappresentazione polare, le operazioni di moltiplicazione e divisione di nume-
ri complessi risultano particolarmente semplici. Siano z; = p1€'¥! e zy = pye'??
due numeri complessi. Abbiamo allora

2129 = plpzel(@rl-t%)

A1 &ei(%—wz))
Z2 P2

Infine, definiamo il logaritmo di un numero complesso z al modo seguente:
Inz = In(pe?) = Inp + ip,

che restituisce la definizione usuale della funzione logaritmo quando z e reale
positivo (¢ = 0 in tal caso) e fornisce invece

Inz=1Inp+4m,

quando z e reale negativo.
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1.2 Spazi di funzioni

Nella trattazione delle equazioni differenziali, sorge la necessita di generalizza-
re alcuni concetti ben noti dell’algebra e della geometria elementare, e definiti
negli spazi vettoriali R”, a spazi piu “grandi” e piu complessi. Lo studente
ha sicuramente familiarita con i vettori nel piano e nello spazio, rappresentati
algebricamente come coppie o terne di numeri reali, od i vettori in R”, rap-
presentati algebricamente da n—uple in R™. A questi vettori, ad esempio, si
associa una grandezza chiamata norma, definita in questi casi come la lun-
ghezza cartesiana del vettore, o il suo modulo. A ciascuna coppia di vettori
si associa un prodotto scalare, che e legato all’angolo formato dai due vettori,
oltre che ai loro moduli, e si parla di vettori ortogonali quando il loro prodotto
scalare si annulla. Negli spazi R™ si introduce poi il concetto di dipendenza
ed indipendenza lineare dei vettori ed il concetto di base ortonormale, stretta-
mente legata alla dimensione dello spazio in questione. Ricordiamo che una
base, in uno spazio a dimensione finita, ¢ un insieme di vettori linearmente
indipendenti tali che qualunque vettore dello spazio si puo rappresentare come
combinazione lineare degli elementi della base. In uno spazio a dimensione n
si possono determinare al piu n vettori linearmente indipendenti e tale spa-
zio possiede sempre una base di n elementi. Lo studente ha poi sicuramente
familiarita con le matrici, che agiscono sui vettori dello spazio fornendo altri
vettori. Le matrici m X n sono un esempio di applicazione (o mappa) di uno
spazio R™ in uno spazio R™; le matrici quadrate mappano uno spazio in se
stesso. Per le matrici quadrate, si introduce poi il concetto di autovalore, e
quello collegato di autovettore. 1.insieme degli autovalori (un insieme discreto
di numeri complessi) costituisce lo spettro di una matrice.

Questi concetti vanno estesi, o generalizzati, con 1 dovuti cambiamenti, al
caso in cui gli elementi degli spazi vettoriali non siano i1 vettori elementari
intesi come n—uple in R™, ma siano funzioni. Gli spazi di questo tipo hanno
solitamente dimensione infinita, ma si possono comunque introdurre i concetti
sopra menzionati. Una novita importante rispetto agli spazi R” e data dal
concetto di completezza. Gli spazi R™ sono spazi completi, cioe qualunque
successione convergente di elementi di uno spazio ha come limite un elemento
dello stesso spazio. Cio non e sempre vero negli spazi di funzioni, che possono
essere completi oppure no. La nozione di matrice si generalizza a quella piu
complessa di operatore e lo spettro diventa un insieme del piano complesso
con una parte discreta ed una parte continua. Gli operatori che troviamo

nelle equazioni differenziali (sia ordinarie che EDP) sono ovviamente operatori
differenziali.
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1.2.1 Spazi di Banach

Con la nozione di spazio di Banach si generalizzano i concetti elementari di
norma e di distanza e si introduce il concetto di completezza.

Sia X uno spazio vettoriale rispetto ad un campo di scalari F, che supponiamo
uguale ad R oppure C. Nel seguito, chiameremo vettor: gli elementi di tale
spazio. Ricordiamo che uno spazio vettoriale rispetto ad un campo di scalari
F ¢ un insieme di elementi sui quali sono definite un’operazione di somma ed
un’operazione di moltiplicazione per gli elementi del campo scalare e che danno
come risultato ancora un elemento dello stesso spazio.

Uno spazio normato € uno spazio X in cui & definita una norma, |.||: X — R
con le seguenti proprieta:

o [zl =0,
o [z]| =0 < 2 =0,
o [[az] = lafll«],

o [z +y|l <|lz|l +||yll, detta disuguaglianza triangolare,
Vr,y € X e Va € F. Dalle ultime due segue che

[zl = lylll < llz = yll;

Va,y € X. La norma ||z — y||, per x,y € X, si dice distanza tra x ed y.

Richiamiamo brevemente il concetto di successione, che ha un ruolo essenziale
nel definire le proprieta di completezza degli spazi. Una successione nello spazio
X e un’applicazione dell’insieme N dei numeri naturali nello spazio X, che fa
corrispondere ad ogni n € N un elemento # € X. Indicheremo le successioni
con {x,}°° .

Sia ora {x,}>2, una successione di elementi di X. Si dice che tale successione
converge al vettore x € X se lim, o ||@, — || = 0. Una successione {x,}°%,
di elementi di X si dice successione di Cauchy se limy, ;oo |[€n — 2| = 0. 11
significato di questa condizione e immediato: in una successione di Cauchy gli
elementi si avvicinano sempre piu tra loro come ci si sposta verso 'infinito. In
particolare, una successione convergente e sempre una successione di Cauchy.
Una norma in X tale che ogni successione di Cauchy converge ad un elemento
di X si dice completa. Uno spazio normato dotato di norma completa si dice
spazio di Banach.

I punti fin qui esposti permettono di introdurre il concetto di continuita. Siano
X ed Y due spazi normati. Sia U C X, esia f : U — Y una mappa. Sia
{x,}>2, una successione di elementi di U che converge ad « € U. La funzione
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f si dice continua se la successione {f(x,)} converge ad f(x), qualunque sia
la successione {x,,} che converge ad z.

Sia ora ¢ € X e sia r un numero reale positivo. L’insieme
Bla,r)={ye X: |z -yl <r}
e detto sfera aperta di raggio r e centro x. Un sottoinsieme U si dice aperto se

Va € U esiste r > 0 tale che B(z,r) C U.

Un sottoinsieme U C X si dice chiuso se esso contiene 1 limiti di tutte le
successioni convergenti, {x,}>2,, con x, € U e limite in X. La chiusura U di
un insieme U C X e il piu piccolo insieme chiuso che contiene U.

Sia U C X un insieme. Si dice diametro di U il numero reale
diam(U) = sup{||lz —y||, =,y € U}.

Un sottoinsieme U C X si dice limitato se diam(U) e finito.

Un sottoinsieme D C X si dice denso in X se ogni elemento = € X e il limite di
una successione {z,} di elementi di D. Intuitivamente, questo significa che ci
si puo avvicinare quanto si vuole a ciascun elemento x € X rimanendo sempre
sul sottoinsieme denso D. Uno spazio di Banach si dice separabile se contiene
un sottoinsieme denso che sia finito o infinito numerabile.

Vediamo alcuni esempi di spazi di Banach, omettendo le dimostrazioni sulla
completezza delle norme che definiamo.

Esempio 1.2.1 (Spazi R" e C") Sia « = (21,23,...,2,) un vettore di R"
(o C*). Nello spazio vettoriale R™ (o C*) introduciamo la norma

" 1/2
ol = [zw] |
=1

che definisce la solita lunghezza euclidea dei vettori. Con questa norma, R”
(o C*) e uno spazio di Banach. Lo spazio di Banach R e separabile; infatti
esso contiene 1l sottoinsieme denso ed infinito numerabile dei numeri razionali,
Q. A sua volta, Q non e uno spazio di Banach: basta infatti considerare la

(143)
Ty = 1+ - 5
n

che e una successione di Cauchy ma converge al numero di Nepero e che non

successione

¢ razionale. Anche con le norme alternative ||z|l; = Y i, |#i| e [|z|l =
max;=1, |2;], R” (o C*) & uno spazio di Banach.
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Esempio 1.2.2 (Spazi di funzioni continue - I) Siano a e b due numeri
reali con a < b. L’insieme di tutte le funzioni f continue in [a, b] si indica con
C(la,b]) ed & uno spazio vettoriale. Con la norma

1f]] = max | f(@)]

C(la,b]) diventa uno spazio di Banach. L’esempio e generalizzabile a funzioni
definite su un sottoinsieme chiuso e limitato () C R™.

Esempio 1.2.3 (Spazi [”) Sia 1 < p < co un numero reale e sia @ C R” un
sottoinsieme misurabile. Con LP(Q) si indica I'insieme delle funzioni f : @ — R
per le quali esiste ed e finito I'integrale di Lebesgue

| \rteypas,

con la condizione che due funzioni, i cui valori differiscono soltanto su un
insieme di misura nulla, sono uguali. Con la norma

171 = | [ e "

LP(Q) diventa uno spazio di Banach. Esempi particolarmente importanti si
hanno per p = 2 (funzioni a quadrato sommabile e spazi L?) e per p = 1
(funzioni sommabili in valore assoluto e spazi L').

Esempio 1.2.4 (Spazi di funzioni continue - IT) Consideriamo nuovamen-
te lo spazio C([a,b]) delle funzioni f continue in [a, b], ma invece della norma
| fIl = maxgefap | f(2)] introdotta in precedenza, usiamo la norma dello spazio
L*([a,b]). In questo caso C([a,b]) non e uno spazio di Banach. Per vedere
questo, mostriamo che esiste una successione di Cauchy che non converge ad
un elemento dello spazio. Consideriamo la successione { f,,}>2, di C([0,1]) con

filz)=1e

1 for0 <a<1/2
falz)=¢ 1 —=(z—=1/2)n for1/2<a<1/241/n (1.1)
0 for 1/24+1/n<a <1

(vedi figura 1.2). Si vede che questa ¢ una successione di Cauchy; infatti per
2 <n<msiha

1/241/n
o= full < /1/2 Ful) = Ful)]dz < 1/n
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0.5

Figura 1.2: La successione (1.1) per n =2, 10, 15, 20 e 25.

e quindi imy, —e0 || fr — f|l = 0. La successione pero converge alla funzione

_J 1 for0<a<1/2
f(x)_{() for1/2 <2 <1

che chiaramente non e continua e quindi non appartiene allo spazio C([0, 1]).
Per rendere questo spazio completo con questa norma, abbiamo dunque biso-
gno di allargarlo fino a comprendere i limiti di tutte le sue successioni (come

quella appena vista); questo porta automaticamente alla sua chiusura che e
proprio L'([0,1]).

Esempio 1.2.5 (Spazi (?) Sia 1 < p < oo un numero reale e sia (? 'insieme
di tutte le successioni {x, }22,, reali o complesse, tali che la serie > 7 |,|?
converge. Con la norma

00 1/p
ol - [zw] |
n=1

[P diventa uno spazio di Banach.

1.2.2 Spazi di Hilbert

Con gli spazi di Hilbert si generalizza anche il concetto di prodotto scalare.

Sia X uno spazio vettoriale, con campo F = C. Una funzione (.,.) : X x
X — F e detta prodotto scalare se, Vx,y € X e Va,3 € F valgono le se-
guenti proprieta (indichiamo con «*,y*, ..., o, 3%, ... i complessi coniugati di
oYy 0, By
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Y

x,T 0,

Y

)
)

X

=

Y

0 < =0,
x)*,

ar + By, z) = a(z,2) + By, 2),

(
(
o (v,y)=(y,
(
(2,02 + By) = o™ (2, 2) + 5°(2,y),

Vr,y,z € X e Va, € F. 1l prodotto scalare induce in modo naturale una

norma, data da
o]l = v/ (2, ). (1.2)

Per tale norma vale la disuguaglianza di Schwartz

(2, y)| < l=[ll[y] (1.3)

Vr,y € X, dove vale il segno di uguaglianza se e solo se y = ax, per qualche
a € F. Uno spazio vettoriale sul quale e definito un prodotto scalare e detto
spazio pre-Hilbert. Uno spazio pre-Hilbert con norma indotta completa si dice
spazio di Hilbert. La norma di uno spazio di Hilbert soddisfa 1’identita del
parallelogramma

le+ ylI* + [le = ylI* = 2(ll<l* + [[y]*)- (1.4)

Se la norma di uno spazio di Banach soddisfa 'identita del parallelogramma,
allora lo spazio e uno spazio di Hilbert, con prodotto scalare:

(z,y) = (lz +ylI* = llo = ylI* +ille + iyl]* — ille — iy||*)/4
seF=C, e
(z,y) = (lz +yll* = llo —ylI*)/4
se F = R. Lo studente e invitato a dimostrarlo per esercizio.

Sia ora X uno spazio pre-Hilbert. Due vettori z,y € X si dicono ortogonali,
x Ly, se (x,y) =0. Per due vettori ortogonali = ed y si ha ovviamente

o+ yll* = llzl* + [yl
(teorema di Pitagora).

Un vettore = € X si dice ortogonale ad un sottoinsieme D C X, = L D, se
(x,y) = 0 Yy € D. Due sottoinsiemi D C X ed F C X si dicono tra loro
ortogonali, D L F, se (z,y)=0Ve € Dedy € FE. Se D C X, I'insieme

Dt ={ye X,y LD}
si dice complemento ortogonale di D.

Vediamo alcuni esempi di spazi di Hilbert, omettendo le dimostrazioni sulla
completezza.
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Esempio 1.2.6 (Spazi R" e C") Gli spazi R" e C", descritti nell’esempio
(1.2.1), diventano spazi di Hilbert con il prodotto scalare

n

()= 3w

=1

In uno spazio vettoriale reale questo definisce il solito prodotto scalare tra
vettori.

Esempio 1.2.7 (Spazi L*) Gli spazi L?, descritti nell’esempio (1.2.3) per
p = 2, diventano spazi di Hilbert con il prodotto scalare

(f.9) = / f(2)g"(x)d.

Esempio 1.2.8 (Spazi di funzioni continue) Lo spazio C([a,b]), descritto
nell’esempio (1.2.2) con la norma ivi definita, non e uno spazio di Hilbert, in
quanto la norma non soddisfa 'identita del parallelogramma (1.4). Infatti, sia
f(z) € C([a,b]) monotona decrescente con f(a) = 1, f(b) = 0 e sia g(x) €
C([a,8)) con g(z) = 1 — f(x). Si vede subito che |If]| = gl = | + Il =
Ilf —gl|l = 1, violando la (1.4).

Esempio 1.2.9 (Spazi [?) Gli spazi [?, descritti nell’esempio (1.2.5) per p =
2, diventano spazi di Hilbert con il prodotto scalare

o0

(l’,y) = szyz*

=1

Esempio 1.2.10 (Prodotti scalari con funzione peso) Il prodotto scala-
re definito nell’esempio 1.2.7 nello lo spazio L? si pud modificare al modo
seguente

(f.9) = / w(z) f()g(x)d, (1.5)

dove w(x) e una funzione continua non negativa ed integrabile definita su §
e ci siamo inoltre limitati a considerare uno spazio reale. La funzione w si
chiama funzione peso.

1.2.3 Basi ortonormali

Sia X uno spazio vettoriale di dimensione N, nel quale sia stato introdotto
un prodotto scalare. Tale spazio possiede un insieme di N vettori linearmente
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indipendenti ed ortonormali che costituiscono una base ortonormale {&,}_;.
Ogni elemento z € X si puo sviluppare secondo i vettori della base:

N
=2 cndn
n=1

con ¢, = (&, ¢,). Valgono inoltre le identita

2] = [(x, )" (1.6)

N
(2,y) = Y (2, 60)(y: b)), (1.7)
n=1
dette identita di Parseval. Quando X = R”, queste identita esprimono le

regole ben note che legano la norma ed il prodotto scalare alle componenti dei
vettori.

Questi concetti si possono generalizzare anche ad uno spazio di Hilbert X
separabile a dimensione infinita. In particolare, possiamo introdurre una base
ortonormale, costituita da un insieme infinito numerabile di vettori linearmente
indipendenti, {¢,}°2, che permettono di sviluppare ciascun elemento # € X

secondo {¢, }, _
r = Z Cn®n (1.8)

(questo in realta significa che limy_ oo ||z — D — | ¢udn|| = 0). Inoltre, anche

in questo caso valgono le identita di Parseval

] =" [(x. 6n)|” (1.9)

(2,y) = > (2, 6y, D). (1.10)

n=1

Siaora Fn C X un sottospazio di dimensione N. Negli spazi R™ siamo abituati
a considerare la proiezione ortogonale di un qualsiasi vettore su un sottospazio.
Per esempio, un vettore dello spazio cartesiano O(x,y, z) puo essere proiettato
in modo univoco sul piano O(x,y). Questa operazione puo essere generalizzata
agli spazi a dimensione infinita. Vale il seguente

Teorema 1.2.1 Un qualsiasi vettore x € X si puo decomporre in modo uni-
voco nella somma y -+ z di un vettore y € Ex ed un vettore z € Ex. Il vettore
y € En st dice proiezione ortogonale di @ su Ey. (Teorema di proiezione).
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Sia ora {¢,}:2, una base ortonormale in X tale che ¢, € Ey per n =
1,2,..., N (questa base esiste sempre). Si puo dimostrare che la proiezione
ortogonale y del vettore = su Fy e data da

Esempio 1.2.11 (Basi di R™) Un primo esempio elementare ci viene dall’al-
gebra. I vettori

costituiscono una base ortonormale nello spazio di Hilbert R”, dove il prodotto
scalare e definito da

n

(x,y) = Z Ty, =,y € R™

=1

La base {¢;}", appena definita si chiama base canonica di R".

Esempio 1.2.12 (Polinomi ortogonali) Consideriamo lo spazio di Hilbert
reale L*([a,b]). Un insieme di polinomi {p,(z)}>2,, con p, di grado n e
(pnypm) = 0 per m # n, costituisce una base ortogonale. Questi polinomi
sono detti polinomi di Legendre. Se introduciamo il prodotto scalare con la
funzione peso (1.5) dell’esempio 1.2.10 otteniamo, a seconda del dominio di
definizione e della funzione peso, diverse famiglie di polinomi ortogonali. Ecco
una tabella riepilogativa di alcuni di essi:
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[a, b] w(x) Nome del polinomio
[—1,1] 1 Legendre
[—1,1] (1 —a2)~1/2 Chebyshev

[0, +00) e’ Laguerre
(—00, +o0) e Hermite

Per maggiori dettagli sui polinomi ortogonali vedi, ad esempio, [9]

Esempio 1.2.13 (Funzioni trigonometriche e serie di Fourier) Si con-
sideri lo spazio di Hilbert L*([—m,7]). L’insieme di funzioni {¢, }=2

n=—oo’

con

Pn() = (1.11)

é una base Ortonormale:
o T
1 [ez(n m)x]

1 [ =) x
(6 ) = _/ Sitn=m)e g,

27 o 1 n=m

=0 n#m

Una qualunque funzione f € L*([—m,7]) si puo sviluppare secondo

o0

f(l‘) = Z qubn(l') (1.12)

n=—00
con

1 " —ing
en = (f,0n) = E/_W fla)e "™ du. (1.13)

La (1.12) si dice serie di Fourier dellafunzione f e la (1.13) fornisce i coefficienti
della serie di Fourier. Infine, in base all’identita di Parseval, si ha che

1P = ) el

n=—0oo
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Nell’ottenere questa rappresentazione per la funzione f(x), abbiamo conside-
rato i suoi valori soltanto per @ € [—m, 7]. Se si considerano valori di  fuori di
tale intervallo, estendendo la serie a tutto 1’asse reale, si ottiene una funzione
fp(x) che coincide con f(x) per x € [—m, 7] e ne e I'estensione periodica su
R: fo(x +27) = f,(x) con f,(x) = f(x) per € [—m,w]. Da notare (ci sara
utile in seguito) che la serie di Fourier si puo definire su qualunque intervallo
reale. In particolare, consideriamo 'intervallo simmetrico [—T/2,7T/2] e sia
f € L*([-T/2,T/2]). La base ortonormale delle funzioni trigonometriche & in
questo caso

1 .

bn(z) = ﬁemm/T (1.14)
e quindi 1 coefficienti della serie (1.12) sono
T/2

= (f,n) = Nii / Jem il gy, (1.15)

T/2

Esempio 1.2.14 (Esempi di serie di Fourier) Calcoliamo la serie di Fou-
rier di alcune funzioni elementari.

(a) Sia 1 .
, = <x<
f(w):{o, 0<a<T/2

Il periodo di questa funzione e T. Pertanto

T/2 /T 1 0 /T
¢, = —in27rac dr = _/ e—in27rx dr =
\/_ / /2 VT 12

L—emm VT (=1)" -1
\/T—ZTLQTF/T nmw 21
per n 7E 0, mentre ¢, = \/T/2 per n = 0.

(b) Sia f(x) = sin Kz. Il periodo di questa funzione e T'= 27/ K. Pertanto:

[X W/IX [X W/IX
¢, = / sin Kze ™oy = / sin Ka(cosnKa —isinnKa)dx
27‘[‘ 7r/Ix 27T /K

= sin ¢(cosng — i sin ng)do,
V2r K

dove 'ultima uguaghanza e ottenuta dalla precedente con la sostituzione ¢ =
Kz. Ricordando che

/j sinme cos ng dp = 0

Kis

/ sinmesinngdp =0 pern#m

Kis

/j sin pde = 7

Kis
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abbiamo ¢, = 0 per n # +1, cx1 = Fiy/m/2K. Si verifica facilmente che
la somma della serie, ormai ridotta a due soli termini, da proprio la funzione

flz) =sin Ka.

Commento. Glispazi C'(Q)ed L?(9) possono essere definiti anche su regioni
Q non limitate, purche sussistano le opportune condizioni di convergenza sulle
norme e sugli integrali.

1.2.4 Operatori lineari

La nozione di operatore lineare generalizza il concetto elementare di matrice
agli spazi funzionali e molte delle definizioni che troveremo presentano una
stretta analogia con il caso delle matrici.

Siano X ed Y due spazi di Banach e sia D C X. Un’applicazione T': D — Y
si dice operatore lineare se

I(ox + By) = aT'(x) + fT(y)
Ve,y € Dea,f € F. D = D(T) si dice dominio dell’operatore T' mentre
I'insieme

R=RT)CY ={Tx:2 € D}
si dice immagine. L’insieme

K=K(T)={x€e X :Tx =0}

si dice kernel di T. R e K sono sottospazi vettoriali lineari. Un operatore
T:D C X — Y sidice invertibile se e una corrispondenza biunivoca tra D ed
R. In tal caso, esiste I'operatore inverso T~', si ha D(T~') = R(T) definito
da z =Ty, per x € D,y = Tx € R. Si ha il seguente

Teorema 1.2.2 Un operatore lineare T : D C X — Y ¢ invertibile se e solo
se R(T) =Y e K(T)={0}.

Dimostrazione. Se T e invertibile, allora necessariamente deve essere R(T') =
Y e K(T) = {0} (per definizione). Viceversa, se R(T) =Y e K(T) = {0},
Vy € Y, dz € X tale che Tx = y. Supponiamo allora che esistano due vettori
r1,29 € X tali che Ty = Tay = y. Allora T'(2q — 22) = Tay — Tay = 0 per
la linearita di T e quindi 1 — 22 = 0 perche K(T') = {0}. La soluzione x di
Tx =y e quindi unica. m
Lo studente ha gia incontrato queste definizioni nello studio delle matrici. In
quel caso il dominio e semplicemente tutto R™. Ad esempio, la matrice

1 =1 0

2 =20

0 0 1
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non e invertibile (il suo determinante e nullo) ed il suo kernel & formato dai vet-
tori di R® le cui prime due componenti sono uguali e la terza e nulla, (a, «, 0),
con « reale qualsiasi.

Un operatore T': X — Y, dove X ed Y sono spazi di Banach, si dice limitato
se supjjy=1 ||T|| < +oo ed in tal caso si definisce la norma dell’operatore T
come

1T = sup ||T].
zeX,||z||=1
Se X = F* ha dimensione finita, allora ogni operatore lineare F* — Y e

limitato. Questo e il caso delle matrici, che sono operatori limitati.

Esempio 1.2.15 (Operatori in F*) Sia {e,¢3,...,¢,} la base canonica di

F* esiax =) " ¢e;, con ¢ = (z,€;), un vettore di F*. Allora ogni operatore

limitato T : F” — Y puo essere rappresentato come
Te=T (Z ciei> = Z c;le;.

Se abblamo anche Y = ™, allora l'insieme degli elementi TGZ' 1=1,...,nsl
’ ’ ’ ’
pll(\) rapprese tare come una atrice m x n.

Esempio 1.2.16 (Operatori integrali-I) Consideriamo lo spazio di Bana-
ch X = C([a,b]) introdotto nell’esempio (1.2.2), con a < b numeri reali. L’in-
tegrale di Riemann di una funzione continua tra a e b definisce un operatore

lineare T': X — R: )
Tf = / fla)de.

L’operatore T e lineare e limitato ed ha norma ||T|| = b — a (verificare per
esercizio). Il kernel K(T') & dato da tutte quelle funzioni per le quali

/a b f(z)dz = 0.

Ad esempio, se a = 0 e b = 27, sinx e cosx appartengono a K (T') con tutte le
loro combinazioni lineari. L’operatore non e pertanto invertibile.

Esempio 1.2.17 (Operatori integrali-IT) Consideriamo nuovamente lo spa-
zio di Banach X = C([a,b]) dell’esempio precedente. L’integrale di Riemann

Tf= / F(t)dt.
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di una funzione continua tra a e b definisce un operatore lineare T': X — X:
L’operatore T e lineare e limitato. Notiamo innanzitutto che le funzioni f € X
aventi || f|| = 1 sono le funzioni per le quali

— 1.
max | f(z)]

Su tali funzioni avremo

/:f(t)dt‘§/:|f(t)|dt§/ab|f(t)|dt§/abldt:b—a.

Questo mostra che T' e limitato e che |T|| = 1. Per quanto riguarda il kernel

K(T), esso e dato da quelle funzioni per le quali

G

che & possibile se e solo se f(x) = 0. Quindi K(7T') = {0}. Attenzione pero:
loperatore integrale T': X — X non e invertibile, perche R(T) C X ma non
e R(T) = X. Quale deve essere allora lo spazio Y tale che, come operatore
T : X — Y, T risulti invertibile? Rispondere per esercizio.

Esempio 1.2.18 (Operatore derivata) Accanto allo spazio C([a,b]) intro-
dotto negli esempi precedenti, consideriamo anche lo spazio C'*([a, b]) delle fun-
zioni derivabili nell’intervallo chiuso [a,b] con derivata prima continua. Siano

allora X = C''([a,b]) ed Y = C([a, b]) due spazi di Banach, con la stessa norma

introdotta nell’esempio (1.2.2) per lo spazio C([a,b]). L’operatore lineare

rp

e allora un operatore T': X — Y. E facile vedere che questo operatore non e
limitato. Si consideri infatti una successione di funzioni continue e derivabili

{fal2)} con |fu(z)] <1, ad esempio
falz) = %arctan(m/(sn), (1.16)

dove § & un numero reale tale che 0 < § < 1. E facile rendersi conto che non
c’e nessun limite superiore alla pendenza che queste funzioni possono assumere
nel punto # = 0 (vedi figura 1.3), e quindi non esiste nessun limite superiore
per ||[Tf]|. I kernel e dato dalle funzioni costanti e quindi 'operatore non e
invertibile.

Siano ora X ed Y spazi di Banach. Se consideriamo I'insieme £(X,Y") di tutti
gli operatori lineari limitati 7': X — Y, si puo dimostrare che £(X,Y") & uno
spazio di Banach. Se X = F" ed Y = F”, allora £(X,Y) coincide con lo spazio
delle matrici m x n. Quando Y = X, indicheremo £(X, X)) con L(X).
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1 FF
05
fnd 0
-0.5
1 J
-2 -1 0 1 2

X

Figura 1.3: La successione (1.16), con 6 = 1/4 e per n = 1 (linea rossa), 2 (linea
verde), 3 (linea blu) e 4 (linea nera).

1.2.5 Spettro di un operatore lineare

Ricordiamo brevemente il concetto di autovalore per le matrici. Data una ma-
trice A(n x n), reale o complessa, il numero complesso A si dice autovalore di
A se 'equazione Av = Av (equazione agli autovalori) ammette altre soluzioni
v € [ oltre a quella banale. Le soluzioni v si chiamano autovettori. Gli auto-
valori formano un insieme discreto e si trovano risolvendo I'equazione secolare
(o caratteristica) det(A — Al) = 0. Una matrice A(n x n) con elementi in
F* e un operatore da F* ad F*. Se A € un suo autovalore, da quanto appena
detto segue che K(A — AI) # {0}, e quindi, da quanto esposto in precedenza
a proposito degli operatori invertibili, la matrice A — Al non e invertibile.

I concetto di autovalore si estende in generale agli operatori lineari limitati. Sia
X uno spazio di Banach e sia T' € L£(X). L’insieme p(7T') dei numeri complessi
A tali che 'operatore T'— Al e invertibile si chiama risolvente di T, mentre il
suo complemento nel piano complesso o(T') = C/p(T') si chiama spettro di T.
Si puo dimostrare che o(7') € un insieme chiuso e limitato (quindi il risolvente
e aperto ed illimitato). Come nel caso delle matrici, il numero complesso A si
dice autovalore di T se esiste € X, con x # 0, tale che Tx = Az. Quindi,
gli autovalori di 7" formano un sottoinsieme dello spettro o(T'), che si indica
con o,(T) (dall’inglese “point-spectrum”). L’insieme o.(T) = o(T)/o,(T) si
chiama spettro essenziale. Si puo dimostrare che lo spettro di un operatore
lineare limitato non e mai vuoto.
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1.2.6 Operatori autoaggiunti ed unitari

Sia ora X uno spazio di Hilbert e sia 7' € L£(X). Siano z,y € X e si consideri
Ioperatore T'T definito da

(z,Ty) = (T"z,y).

L’operatore T si chiama operatore aggiunto di T e si puo dimostrare che
Tt e L(X) e |T|| = ||T||- Nel caso delle matrici, ricordiamo che una matrice
e autoaggiunta quando e uguale alla sua trasposta coniugata, cioe quando
elementi simmetrici sono complessi coniugati (questo implica che gli elementi
diagonali sono reali). Ad esempio, la matrice di ordine 3

1 I+: 2—-3
[ -2 1-2
243 1420 -1

e autoaggiunta. Quindi, una matrice reale e autoaggiunta quando e simmetri-
ca. Valgono inoltre le seguenti proprieta:

(a) (AT =171

(b) (T+S)=Tt+51
() (TS = st

() (Tht=T

(e) (T =o(T)

() p(T7) = p(T)

Da notare che in (b) e (¢) compare la somma e, rispettivamente, il prodotto
di due operatori. Affinche gli operatori somma e prodotto siano ben definiti,
devono verificarsi le seguenti condizioni sui domini: D(T'+5) = D(T) () D(S),
quindi la somma e ben definita se I'intersezione dei domini non ¢ vuota. Per
quanto riguarda il prodotto T'S, deve ovviamente essere R(S) C D(T) ed alla
fine risulta D(T'S) = D(S) e R(TS) C R(T). Invitiamo lo studente a dimo-
strare (a),(b),(c) e (d) per esercizio, mentre (e) ed (f) sono piu complicate. Le
proprieta (a)-(d) si possono illustrare facilmente con esempi tratti dall’insieme
delle matrici.

Sia X uno spazio di Hilbert. Un operatore T' € L(X) si dice
o autoaggiunto se TT =T
e unitario se ¢ invertibilee 77" = T'T;

e normale se TTY = T1T.
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Notiamo che la classe degli operatori normali contiene sia gli operatori autoag-
giunti che quelli unitari.

Ricordiamo che le matrici autoaggiunte hanno sempre autovalori reali e pos-
seggono un insieme ortogonale di autovettori. Vediamo come si estende questo
fatto agli operatori, dimostrando un importante teorema.

Teorema 1.2.3 Sia X uno spazio di Hilbert e sia T € L(X) un operatore
autoaggiunto. Lo spettro di T ¢ reale, cioé o(T) C R ed, in particolare, tutti
gli autovalori di T sono reali. Inoltre, autovettori appartenenti ad autovalori
diversi sono ortogonali.

Dimostrazione. Ci limitiamo a dimostrare la parte riguardante gli autova-
lori. Poiche T e autoaggiunto, abbiamo (x,7Tx) = (Tx,x) Yo € X. Sia ora
x € X un autovettore di T' appartenente all’autovalore A. Abbiamo: (x,Tx) =
(x,Az) = X*||z||* ed anche (Tz,z) = (Az,x) = M|z|]*. Ma ||z|| # 0, e dunque
deve essere \* = A. Siano inoltre A e u due autovalori con A # p e siano x € X
ed y € X due autovettori appartenenti a A ed a p rispettivamente. Innanzitut-
to notiamo che, per 'autoaggiuntezza di T', (y,Tx) = (Ty,x) = («,Ty)*. Ne
segue che 0 = (y, Tx) — (v, Ty)" = My, x) — p(x,y)* = (A — p)(y,x). Siccome
A —u #0, deve essere (z,y) =0. =

1.3 Operatori differenziali e problemi al con-
torno

Introduciamo qui brevemente gli operatori differenziali e discutiamo il proble-
ma di Sturm-Liouville.

Data una funzione u di n variabili, definita in una regione 2 C R”, si definisce
operatore differenziale lineare un’applicazione del tipo

Tu=F a_u a_u Pu *u J*u
u = x?:y?u?ax?ay?"'?ax27ay27axay7"' 2

dove F' e una funzione nota delle variabili indicate, lineare nella u ed in tutte
le sue derivate parziali. Il dominio dell’operatore L dipende dalle richieste
che si pongono sulla funzione u; se, ad esempio, nella funzione F' compaiono le
derivate di u fino all’ordine n, una possibile scelta per il dominio di L & D(L) =
C™(€Q). Siccome andremo a studiare solo alcune particolari realizzazioni di
operatori differenziali, ci occuperemo del dominio caso per caso.
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1.3.1 Problemi al contorno

Nello studio delle EDP ci troveremo spesso a lavorare con un operatore diffe-
renziale definito in una regione @ C R" e di dover imporre condizioni aggiun-
tive, o condizioni al contorno, sulla frontiera 0 di tale regione. Introducia-
mo pertanto ora un importante primo esempio di operatore differenziale del
second’ordine, specificandone il dominio attraverso tali condizioni al contorno.

Sia dunque 2 C R™ una regione limitata e sia d€) la sua frontiera, che suppo-
niamo regolare a tratti. Nel caso unidimensionale, n = 1, si ha = (a,b) e
09 = {a,b}, con a,b € R. Si supponga infine introdotto in R un insieme di
coordinate cartesiane ortogonali (21, 2,...,x,). Indichiamo con

(90 P
V= (8:1:178:1;27"'78:1;3)

I"operatore gradiente nello spazio R™ e con

0? 0? 0?
A=V.-V=—+—+...+ —
8x%+6x§+ —I_ax%

(1.17)

Voperatore di Laplace. Siano p(x) e ¢(x) due funzioni reali definite in R™ tali
che: B
p € CYQ) con p(x) >0

g€ C(Q).

Definiamo l'operatore differenziale del second’ordine
Lu= =V - (pVu) + qu, (1.18)

il cui dominio D(L) sia dato dalle funzioni di classe C?in Qediclsse Clin Q

(ovvero C*(Q) N C*()) e che soddisfano le relazioni

(au + ﬁg—Z)

dove « e [3 sono funzioni non negative e continue definite sulla frontiera 92 di
2 e non entrambe nulle (quindi o, 3 € C(9Q) e a(x) + F(x) > 0). Abbiamo
inoltre indicato con

ou <

5, — "V
la derivata di w lungo la direzione del versore n, normale alla superficie 02

e rivolto verso 'esterno. Nel seguito, indicheremo con 9y quella parte della
frontiera dove min(a(x), 8(x)) > 0. Se indichiamo con

=0 (1.19)
o0

Do(Q) = C*(Q)(CH(Q)
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abbiamo,

D(L) ={u € Do(Q) : u soddisfa (1.19)}.

Sia inoltre L*(2) I'immagine di L. Si puo dimostrare che Dg(2) & denso nello
spazio di Hilbert L*(€2), che & pertanto lo spazio nel quale si studia I’operatore
L. Definiamo il prodotto scalare tra due funzioni v e v in D(L) come

(u,v) = Au(m)v*(x)dx,

dove l'integrale va inteso nel senso di Lebesgue. Per u,v € D(L), valgono le
identita di Green,

du
/vLud:z::/va-Vu—/ pv—dS—l—/quvd:L' (1.20)
Q Q dn Q

/Q(vLu —ulv)dr = /ag (uj—z — vj—Z) dS. (1.21)

Dimostrazione. Dimostriamola (1.20): [, vLudx = [, v[-V-(pVu)+qu] =
— fQ - (poVu)dx + fQ pVu - Vvd:z; + fQ quvdr = fQ pVu - Vodr — faQ pvVu -
ndS + [, quvde = [, pVu - Vode — [, pv(du/dn)dS + [, quode. La (1.21)
discende banalmente dalla (1.20) m

Il prodotto scalare (Lu,u) si chiama integrale d’energia. Usando la prima
identita di Green (1.20) con v = u* ed il teorema della divergenza otteniamo
la seguente espressione:

(Lu,u) = /Q(Lu)u*dx:

:—/ pu*Vu-ﬁdS—l—/p|Vu|2d:1;—|—/q|u|2d:1;:
1) Q Q

:/ 9|u|2d5+/(p|vu|2+q|u|2)dx
g 6 Q

dove abbiamo usato anche le condizioni al contorno (1.19). Sotto 'ulteriore
ipotesi che sia ¢(x) > 0, i tre termini di (Lu,u) sono non negativi, per cui
abbiamo (Lu,u) > 0. Inoltre vale la maggiorazione

(Lu, ) > pol|[Vulll3 (1.22)

ottenuta eliminando il primo ed il terzo termine e dove py = mingeq p(x) > 0.

Consideriamo ora il problema agli autovalori per "operatore L:

—V - (pVu) + qu = Au (1.23)

s )

=0,

o0
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che si intende posto in Ly(£2). Sono importanti i seguenti due casi particolari:

alz) =1, fB(z)=0 Va € 00 detto problema di Dirichlet (1.24)
a(z) =0, f(z)=1 Va € 00 detto problema di Neumann. (1.25)

Proposizione 1.3.1 L’operatore L ¢ autoaggiunto, cioe
(u, Lv) = (Lu,v)

Yu,v € D(L). Inoltre, se g(x) > 0 Va € Q, condizione necessaria e sufficiente
affinché A = 0 sia un autovalore, ¢ che q(z) =0 Vz € Q ed a(z) =0 Vx € .

Dimostrazione. Per la (1.21) si ha

* * o *d_u dU*
(u, Lv) — (Lu,v) = /Q(u(Lv) — v Lu)dr = /mp (v il dn) ds

ed inoltre u e v* soddisfano le condizioni al contorno (1.19):

0
(au + ﬁ@%)
90

(o +557)
o0

v
on

=0

I
e

Queste si possono riguardare come un sistema omogeneo di due equazioni
algebriche nelle due incognite o(x) e B(x), per & € 9. Siccome per ipotesi
a(x) e B(x) non sono entrambe nulle, il sistema ammette soluzioni non triviali
e quindi il determinante della matrice dei coefficienti deve essere nullo, cioe

det [ ¢ dufon \ _ [ dvt du

PN v ov*/on ) Yan T dn
Da questo segue che (u, Lv) — (Lu,v) = 0 e quindi L e autoaggiunto. Infine, se
A = 0 e autovalore, deve esistere f € D(T), con f # 0ed Lf = 0. Dalla (1.22)
segue allora che V f = 0, cioe f e costante. Allora, se a(x) =0e ¢(x) = 0si ha

anche (Lf, f) =0 ed f =costante & autofunzione. Viceversa, se f =costante e
autofunzione, (Lf, f) = 0 che implica a(2) = 0 e ¢g(x) = 0 necessariamente. m

=0.
a9

L’operatore L dunque possiede autovalori reali ed un insieme completo di au-
tofunzioni ortonormali. Siccome il prodotto scalare con cui abbiamo lavorato
e definito in Ly(Q), queste autofunzioni potrebbero, a seconda dei casi, non
appartenere al dominio D(7') ma al suo complemento L*(Q)\D(T).

Nel caso unidimensionale, il problema agli autovalori (1.24) per 'operatore L
viene detto problema di Sturm-Liouville:

d du
—0 (p%> + qu = Au (1.26)
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aqu(a) — ﬁlj—Z(a) =0, (1.27)
azu(b) + QQZ—Z(b) =0 (1.28)

dove ay, (1, ag, B9 sono costanti reali non negative con oy + 3y > 0 e ag + B9 >
0. Le autofunzioni di un problema di Sturm-Liouville formano un insieme
ortonormale completo nello spazio di Hilbert L*(a,b) e qualunque funzione
f € L*(a,b) puo essere sviluppata in serie di tali autofunzioni. Se indichiamo,
in generale, con {¢,(2)}°2, le autofunzioni, abbiamo

flz) =) edula) (1.29)

n=0

con ¢, = (f,¢,). Risolveremo ora alcuni casi particolari del problema di
Sturm-Liouville, determinandone autovalori ed autofunzioni che saranno poi
usati nelle tecniche risolutive delle equazioni differenziali alle derivate parziali.

1.3.2 Esempi

Esempio 1.3.1 (Condizioni di Dirichlet) Esaminiamo il problema

d*u
con le condizioni al contorno (di Dirichlet) u(0) = u(L) = 0. Questo problema
si ottiene dalle equazioni generali ponendo

e p(z)=1, ¢q(x) =0;

Posto A = k2, la soluzione generale &
u(x) = Asinka + B cos k.

La condizione al contorno in = 0 da immediatamente B = 0, e quindi
u(x) = Asinkz. La condizione al contorno in @ = L impone invece sin kL = 0,
ovvero kL. = nm. Il parametro k& puo dunque assumere soltanto un insieme
discreto di valori,

b=k, =— (1.31)
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per n = 1,2,.... In corrispondenza a ciascun valore di n si ha dunque
I"autofunzione .
On(x) = Apsink,x = A, sin nm . (1.32)

E facile constatare che autofunzioni appartenenti ad autovalori diversi sono
ortogonali, in quanto

L L x x
(Ony Om) = /0 O ()P (x)d = AnAfn/O sin nmo sin mwzd:p =0

La costante A,, dovrebbe venir determinata dalla condizione di normalizzazione
||¢n|| = 1. Tuttavia, come vedremo nelle applicazioni successive, nulla osta a
prendere A, = 1 per comodita, rinunciando alla normalizzazione. Da notare
che per n = 0 si avrebbe solo la soluzione banale u(x) =0 e quindi A = 0 non
e un autovalore. Questo fatto puo essere visto anche dalla Proposizione 1.3.1,

dato che a(x) # 0 per x € 99.

Esempio 1.3.2 (Condizioni di Neumann) Consideriamo ancora ’equazio-
ne agli autovalori

d*u

] +Au=0 (1.33)
questa volta con le condizioni al contorno (di Neumann) du/dz(0) = du/dx(L) =
0, che corrisponde alla scelta oy = ay = 0 e 8y = J, = 1. Dalla Proposizione
1.3.1, si vede subito che in questo caso A = 0 € un autovalore, con autofunzione
uo(x) = By, dove By e una costante reale non nulla. Posto A = k2, la soluzione
generale e

u(x) = Asinka + Bcos kx
come nell’esempio precedente. Abbiamo inoltre

d_u = Acos kx — Bsin kax,
dx

per cui la condizione al contorno in @ = 0 da A =0, e quindi u(x) = B cos k.
La condizione al contorno in * = L impone nuovamente sin kL = 0, ovvero
kL = nm. Abbiamo dunque

nw
k=k,= 7
pern = 0,1,2,... ed in corrispondenza a ciascun valore di n si ha "autofun-
zione
On() = cos k,a = cos nr (1.34)

L

Esempio 1.3.3 (Condizioni miste - I) Consideriamo ora un ulteriore esem-
pio con condizioni al contorno miste:
d*u
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con u(0) =0 e au(L)+ Bdu/dz(L) =0 con a e [ costanti reali positive. Posto
nuovamente A = k%, la soluzione generale ¢ la stessa degli esempi precedenti
ed assieme alla condizione in @ = 0 da come soluzione u(x) = Asinkz. La
condizione al contorno in x = [ diventa invece asin k L.+ 3k cos kL = 0, ovvero

g
tankl = —kL—
an 7

(a4

(1.36)

che e un’equazione trascendente nell’incognita ¢ = kL. Tale equazione va
risolta numericamente o graficamente. Nella figura (1.4) riportiamo il grafico

20 i-\w - T o 5 7 i T 20
L
IR

Figura 1.4: Soluzione grafica dell’equazione (1.36) con /(L) = 1 per gli autovalori
En-

dei due membri dell’equazione nel caso 3/(al) = 1 e nella successiva tabella
riportiamo 1 primi dieci autovalori &,. Da notare che &, = 0 non e autovalore.

Autovalore

Valore numerico

{1
{2
{3
{4
$
$o
{7
{s
§o
{10

2.02876
4.91318
7.97867
11.0855
14.2074
17.3364
20.4692
23.6043
26.7409
29.8786
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Esempio 1.3.4 (Condizioni miste - II) Sia ora

d*u
con du/dx(0) = u(L) = 0 il problema agli autovalori. La soluzione generale
e la stessa degli esempi precedenti ed assieme alla condizione in z = 0 da
come soluzione u(x) = Bcoskx. La condizione al contorno in @ = L impone

coskl =0, ovvero kL = (2n + 1)m /2. Abbiamo dunque

(2n + D)7
k=k,=—"— 1.38
5 (1.38)
pern = 0,1,2,... ed in corrispondenza a ciascun valore di n si ha "autofun-
zione .
¢n(2) = cos kyax = cos(2n 4+ 1)m— (1.39)

2L

1.4 Trasformate di Fourier

La trasformata di Fourier (FT') fornisce uno dei metodi piu potenti ed efficaci di
risoluzione delle equazioni differenziali lineari. In questa sezione introduciamo
le definizioni e le proprieta fondamentali delle F'T. Ci limiteremo a definire
le FT in una dimensione, cioe di funzioni definite su R. La generalizzazione
multidimensionale, per funzioni definite su R”, ¢ semplice e comporta solo
qualche modifica nella notazione.

1.4.1 Introduzione

Sia f(x) una funzione periodica di periodo T definita in R. Consideria-
mo lintervallo [—T'/2,T/2] come l'intervallo fondamentale. Abbiamo visto
nell’esempio (1.2.13) che tale funzione e sviluppabile nella serie di Fourier

dove |
) = _ein27rx/T
) _ _ L T/ —in2mz /T
o= (fon) = [ g

Viene naturale di chiedersi cosa succede se la funzione f non e periodica.
Ovviamente, essa non sara piu rappresentabile con la serie di Fourier scritta
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sopra, che avra bisogno di essere modificata. Il modo piu naturale di procedere
e quello di spingere il periodo T" all’infinito, cioe di considerare il limite T' — oco.

Per iniziare, riscriviamo ’espressione per 1 coefficienti ¢, al modo seguente:

1 [T '
clk,) = — x)e thnT
k= [,

dove abbiamo introdotto la variabile, per ora discreta,

2
kn = Zon = nAk
con Ak =2 /T. Al limite per T' — oo abbiamo Ak — 0 cosi che la variabile
k, diventa una variabile continua k (vedi figura 1.5). Con questa notazione

scriviamo ora:

o0 1 ' o0 1 T/2 ' '
f X = c kn _elknl’ — - f y e—zknydy ezknx —
() n;)o (kn) 75 n;ooT s (y)
o T/2 ' ' Ak
- Fly)etmvdy | o S
n:z—:oo [ —T/2 ( ) 27'['

Al limite per T' — o0, 0 Ak — 0, 'ultima sommatoria diventa un integrale ed

fa) =5 [ { | f(y)e—f’wdy} ke

Si definisce allora la trasformata di Fourier della funzione f

abbiamo

k) = % /_ (@) da, (1.40)

assieme alla sua trasformata inversa o antitrasformata di Fourier

1 o ik
flz) = ﬁ/_m Flk)e™r dk, (1.41)

che discuteremo in maggior dettaglio nella sezione (1.4.3).

1.4.2 La delta di Dirac

Per introdurre la delta di Dirac in modo rigoroso si deve far ricorso alla teoria
delle distribuzioni, che esula pero dagli scopi di questo corso. Introdurremo
pertanto la delta di Dirac in modo euristico, come limite di successioni e tramite
le sue proprieta. Le applicazioni della delta di Dirac sono moltissime e fanno
uso soltanto di alcune delle sue proprieta fondamentali. Riteniamo pertanto
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Q
L
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Ak Kn1 Kn Kns
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3/
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|

Ak

Figura 1.5: Passaggio al limite dalla serie alla trasformata di Fourier.

giustificato impiegare la delta di Dirac con le sue proprieta senza darne la
derivazione rigorosa in termini di distribuzioni.

Indichiamo con Cy(R) lo spazio delle funzioni continue ed aventi supporto com-
patto A C R. Nel seguito, supporremo sempre che il supporto delle funzioni
che consideriamo contenga il punto @ = 0. Consideriamo una successione di
funzioni continue {4, }72,, con 6,(x) € C'(R) oppure 6,(x) € Cy(R), ed una
funzione qualsiasi f € Cy(R) tali che

/_Oo Sa(z)dr =1

h_)r;o do(2) =0, per x #0
tim [ f@)du(e)de = £(0)

ed indichiamo con §(x) il limite di tale successione. Ovviamente, questo ogget-
to non appartiene allo spazio C'(R), né a qualunque degli spazi L? introdotti in
precedenza. La funzione §(x) viene chiamata delta di Dirac. Simbolicamente,
essa viene pure definita dalle sue proprieta fondamentali:

d(x)=0, per x #0 (1.42)
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| @it = f10) (1.43)
/OO d(x)de =1, (1.44)

dove adesso e sufficiente che f € C(R). La scelta f € Cy(R) fatta nel defi-
nire la funzione delta tramite le successioni era per garantire la convergenza
degli integrali, mentre gli elementi §,, della successione possono essere scelti a
supporto compatto oppure no.

Esempi di successioni che soddisfano a queste proprieta e che definiscono la
delta di Dirac sono molti. Ne citiamo i piu noti:

0, r < —1/2n
dp(x)=4¢ n, —1/2n<az<1/2n (1.45)
0, x> 1/2n
Su(z) = %e—”%? (1.46)
n 1
50(2) = T (1.47)
. -
Su(z) = Sligx = [ (1.48)

Le funzioni della prima di queste successioni hanno supporto compatto, le
altre no. Invitiamo lo studente a verificare per esteso che queste successioni
siddisfano le richieste poste in precedenza. Le successioni (1.45), (1.46) e (1.48)
sono mostrate in figura 1.6, per (A) n =1,2,3,4, (B,C) n =1,2,3,4,5.

La delta di Dirac ammette una importante rappresentazione integrale:

§(x) = /_OO e* dk (1.49)

che si puo ricavare semplicemente dalla successione (1.48) al limite per n — oc.

Anche le derivate della delta di Dirac hanno un significato, sempre sotto inte-
grazione previo moltiplicazione per funzioni continue e derivabili. Dimostriamo

che -
/_ f(2)8'(2)dz = — f(0)

e, piu in generale,
| @@ = (<17 0)

dove si suppone f € C™(R). Infatti, integrando per parti, si trova

| s = p@serz. - [ r@ses = - [ s
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: @) 3 (B)

z (€)

-1

Figura 1.6: Le successioni (A) (1.45), (B) (1.46) e (C) (1.48) che definiscono la
delta di Dirac.

che da la relazione per la derivata prima. Abbiamo supposto che il prodotto
f(z)d(x) si annulli all’infinito. Integrando per parti m volte si ottiene la rela-
zioni per la derivata di ordine m. L’integrazione per parti di un oggetto come
la §(x), a rigore, non si potrebbe fare. Per rendere la cosa rigorosa, andreb-
be considerato il limite degli integrali sulle derivate delle successioni definite
sopra, oppure usare la teoria delle distribuzioni.

Le proprieta (1.42)-(1.44) si generalizzano anche al caso in cui la § sia centrata
in ¢ = x¢, dove z¢ € R, invece che in x = 0:

d(x) =0, per x # xq

/ F(2)8(z — zo)de = f(z0)
[

Noi useremo spesso la delta di Dirac come se fosse una normale funzione. Va

g

Oz — xo)dx = 1.

o0

comunque tenuto presente che essa ha significato solo quando la si integra
previo moltiplicazione per una funzione continua.

Un altro modo di definire la delta di Dirac e di pensarla come un operatore,
che agisce sullo spazio C'(R) ed assegna ad una funzione il valore nel punto x¢:
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Ly : C(R) — R tale che

Loof = / (2 — w0) (2) = [(xo).

1.4.3 Trasformate di Fourier negli spazi L' ed L?

Nella sezione (1.4.1) abbiamo definito la trasformata di Fourier della funzione

ity = <= [ s

e la sua antitrasformata come

1 - ika
f(l')zﬁ/_oof(k)e da.

Ci dobbiamo chiedere sotto quali condizioni questi integrali esistono. Vediamo

innanzitutto che, se f € L'(R)
< —/ x)| dx

/_ Z f(z)e ™ da

e quindi |]/C\(k)| < ||f]li. L’integrale (1.40) definisce in realta un operatore
F tale che (Ff)(k) = f(k). Con f € LY(R) si pud dimostrare che f & una

funzione continua per k € R e che limy_,., f(k) = 0.

f come l'integrale

" Var

Definiamo la convoluzione o prodotto convolutivo f x g di due funzioni f,qg €

LI(R) come
(f * g)(a / F(W)g(e — y)dy = /_Oof<x—y>g<y>dy. (1.50)

E facile verificare che

(f+g)=1(g9*f)
(f*g)xh=fx(gxh).

Operando con la trasformata di Fourier sulla convoluzione, si perviene al
seguente

Teorema 1.4.1 Siano f,g € L*(R). Si ha allora che F'(f+g) =27 F(f)F(g).
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Dimostrazione.

P = = [ [ x—y)dy] ke gy =
e L oo
- = | ety / () = VIRE () F(g)(h).

Finora abbiamo considerato la trasformata di Fourier di funzioni definite in
L*R). E importante estendere il dominio anche alle funzioni nello spazio
L*(R). Vale il seguente teorema di Plancherel:

Teorema 1.4.2 Sia f € LY(R)(L*(R). Abbiamo

| uirae= [
Dimostrazione.

| 1s@pds = [ gt e -
[ L] g [
/ N / W) [i /_ Z ei(k_k/)gcdx] dk dk' =

/ / TR (K8 (k — K'ydk di = /: | F (k)2 dk

Il teorema di Plancherel mostra che se f € L?(R) allora anche F'f € L*(R),
cioe I'operatore F' mappa lo spazio L*(R) in se stesso. In realta, il teorema
mostra qualcosa in piu: mostra che la trasformata di Fourier ]/C\di una funzione
in L*(R) ha la stessa norma della funzione f.

1.4.4 Trasformate di Fourier nello spazio di Schwartz

Nella sezione precedente abbiamo definito la trasformata di Fourier negli spazi
LYR) ed L*(R). In questi spazi, tuttavia, ’operazione di trasformazione non
induce una corrispondenza biunivoca. Esiste invece uno spazio, chiamato spa-
zio di Schwartz, nel quale 'operatore F' definito dalla trasformata di Fourier
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induce una corrispondenza biunivoca. Studiamo ora le proprieta dello spazio
di Schwartz e quindi della trasformata di Fourier in tale spazio. Come abbiamo
fatto nelle sezioni precedenti, lavoriamo con le funzioni definite su R, lascian-
do al lettore la non difficile generalizzazione multidimensionale alle funzioni
definite su R™.

Lo spazio di Schwartz S(R) e definito come lo spazio vettoriale delle funzioni
f R — C, derivabili con continuita infinite volte, per le quali, dati due interi
non negativi arbitrari n e p, esiste una costante reale ¢,, > 0 tale che

d"f
xn

z|?

< ¢np, Yz €R. (1.51)

Si puo dimostrare che S(R) C L?(R) ¥p. Riscrivendo la (1.51) come

d"f
dzx™

< cppl2|™P, VY eR,

si capisce che le funzioni dello spazio S(R) e tutte le loro derivate hanno la
proprieta di decrescere, in modulo, piu rapidamente di qualsiasi potenza di x
per |x| = oo. Per questo, sono spesso dette funzioni rapidamente decrescenti.

Nello spazio S(R) definiamo la trasformata di Fourier F' come nell’equazione

(1.40)
(PA) = Fh) = = / f(2)e ke da,

Teorema 1.4.3 Sia f € S(R) e sia f=FFf. Allora anche f € S(R). Inoltre,

dato un intero non negativo n qualsiasi, si ha che

. 1df
F@f) = mm

F (fo ) - Z,ink”f(k) (1.53)

(1.52)

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che, se f € S(R), allora f(k) =
(Ff)(k) & una funzione limitata. Infatti

[ sl < o [l = i
per dimostrare che (F'f) € S(R), dobbiamo dimostrare che ]/C\(k) = (Ff)(k)e

derivabile infinite volte e che soddisfa la condizione (1.51). Per quanto riguarda
la derivabilita abbiamo che

g;n \/g/ F(e)(—iz)e mdx_\/__(_@) /Oofo(x)e—i’““fdx

F (k)] =

V2
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che esiste per qualunque ordine n poiche f € S(R). Per dimostrare la (1.51)
consideriamo la funzione

dnj/c\
k) =k .
g(k) T

Dopo banali passaggi, si trova che

o) = = [ ) e

= e (r(55)) @

che dimostra che ¢g ¢ una funzione limitata. Questo completa la dimostrazione

che (Ff) € S(R). Per dimostrare (1.52) e (1.53) basta notare che

i - dk™ \/2r /_oo f(l')e e =
1 - Ve gy — (Y (F (2"
= [ i = i)

e che
) = o= [ gk = o= [ ey e -
_ (i)”% _Z(_1)n%e—mdx = (=) (F (Zj)) (k).

Teorema 1.4.4 La funzione

e nello spazio S(R) e si ha Fm = m.

La dimostrazione ¢ semplice e viene lasciata per esercizio.

Teorema 1.4.5 L operatore F' definito dalla trasformata di Fourier ¢ un’ap-
plicazione biunivoca di S(R) in se. Abbiamo

-1 _L o ik
() = o= [ Tt
(P = (P =)
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Dimostrazione. Data una qualsiasi f € S(R) la sua trasformata appartiene
ancora ad S(R), come visto in precedenza. Viceversa, per una qualunque
g € S(R), loperatore

) = (P )k = <= [ oy

definisce la funzione f di cui ¢ & la trasformata. I evidente che (F~1g)(k) =

(Fg)(—k) m

1.4.5 Proprieta ed esempi notevoli

In questa sezione presentiamo alcune trasformate di Fourier importanti. Non
ci preoccupiamo di stabilire gli spazi da cui le funzioni dei vari esempi proven-
gono.

Esempio 1.4.1 (Derivate) Vedi il teorema (1.4.3).

Esempio 1.4.2 (Trasformata di una funzione reale) Sia f(z) una fun-

o~

zione reale. Si ha allora f(—k) = ]/C\*(k) Inoltre, se la f ¢ reale e simmetrica
(antisimmetrica), cioe se f(x) = f(—z) (f(z) = —f(—=x)), allora f e reale

(immaginaria). Queste affermazioni seguono direttamente dalla definizione di

-~

f:

- 1 o0 . 1 o0 . R
f(=k) = Ton /_Oo fla)e™de = [E /_Oo f(ﬂ?)@_kadx] = [7(k).
Le altre dimostrazioni si lasciano per esercizio.

o~

Esempio 1.4.3 (Trasformata di una traslazione) Sia f(k) = (£ f(x))(k).
Allora

(1 f(x — x0)) (k) = e f(k).
Infatti

(Fre—sa)k) = [ flamen)e e = [ flape e = o () k)

E banale verificare che vale anche 'inversa,

Fk + ko) = (F (e f () (k).
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Esempio 1.4.4 (Trasformata di similitudine) Sia ]?(k) = (Ff(z))(k). Al-

o it = L7 (4)

le]” \e

Infatti

(Ff(cx) / flex)e ™ da = |/ fly)e™™*v/edy

Esempio 1.4.5 (Trasformata della funzione gradino) Sia

! per le| < L/2
Ha) = {0 per |z| > L/2

La trasformata e:

f /L/2 _mdx:\/zsinkL/Q
\/27‘[’ L/2 m k

Esempio 1.4.6 (Trasformata dell’esponenziale complesso) Sia
f(l') _ ei]&"l’

con K € R. La trasformata ¢

o~

f(k) efre R de = 28 (k — K).

vl

Esempio 1.4.7 (Funzioni trigonometriche) Sia f(z) = sin Kz e g(z) =
cos Kz con K € R. Ricordando le formule di Fulero

. et — et
sme = —————
¢ 21

e et
cos¢p = —

e la linearita della trasformata di Fourier abbiamo

~ \ 2T

fy = S+ ) = 60— K]
gk) = @[5(1{ + K) 4+ 6(k — K)).

Esempio 1.4.8 (Trasformata della delta di Dirac) Sia f(z) = §(z — o).
La trasformata e

k) 1

V2

l’ o xO zkxdx — e—zkl’o

)
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1.5 Operatori differenziali in coordinate cur-
vilinee ortogonali

1.5.1 Sistemi di coordinate curvilinee ortogonali

Supponiamo di aver introdotto un sistema di coordinate curvilinee ortogonali
q = (q1,¢2,93) in R Ciascun punto P dello spazio ¢ individuato in modo
univoco da una terna di valori (¢1,¢2,¢3), quindi P = P(q). Ser = (z,y,2)
sono le coordinate cartesiane, abbiamo anche P = P(r). Siano

= 51?(61176127613)
y = y(q1,9, )
z = z(q1,q2,¢3)

le equazioni di trasformazione tra le coordinate cartesiane e le coordinate
curvilinee. In forma compatta, queste si possono scrivere r = r(q). Sia ora

= x(s)

y o= y(s)

z = z(s)
la rappresentazione parametrica di una curva I" nello spazio, gia parametrizzata
con l'ascissa curvilinea. La stessa curva I' ammette anche la parametrizzazione

g = G (S)
g2 = g3 (3)
43 = (g3 (S)

Abbiamo inoltre, per il versore tangente T alla curva I,
dr  OJr d or d or d
_ Ordg | Ordgy | Ov dgs

T=2 il il
ds 0q, ds = Oqy ds  Oqz ds

(1.54)

Siano i, j e ki versori degli assi cartesiani e siano €y, e, ed €3 i versori delle coor-
dinate curvilinee. Tali versori sono ortogonali, rispettivamente, alle superfici
coordinate a ¢; costante, ¢, costante e g3 costante, e quindi sono proporzionali
al gradienti di tali superfici. Siccome I'equazione di una superficie a ¢; costan-
te, ad esempio, e data da ¢ —¢; = 0, ed analogamente g; —co =0 e gz—c3 =0
per le altre due coordinate, avremo

2, = Nai
Vail
2, = Vg,
V|
~ Vs
€3 =

Vgs|
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Questi versori si possono esprimere anche in altro modo. Sia 4, la curva coor-
dinata relativa a ¢, vale a dire, la curva che si ottiene facendo variare la coordi-
nata ¢; e mantenendo le altre due coordinate costanti (nel caso delle coordinate
cartesiane, le curve coordinate sono rette parallele agli assi cartesiani). Sia

r = x(s)
y = y(s)
z = z(s)

la rappresentazione parametrica di tale curva. Il versore €; € il versore tangente
alla curva punto per punto, ed ¢ quindi dato da ¢ = dr/ds. Utilizzando la

(1.54), abbiamo che

. dr Ordqy 1 Or

1 - =

el = — = = —,
ds Oqy ds hl(‘l) dq

in quanto, lungo la curva coordinata 7y, abbiamo dg,/ds = dgz/ds = 0.
Espressioni analoghe valgono per €, ed €3 e scriveremo dunque

__ 1 o
_hl(Q)aCh
Lo
h?(‘l)a%
1 or

ha(q) Ogs”

Le funzioni hi(q), hi1(q) ed hi(q) sono dette fattori di scala del sistema di
coordinate (q1, ¢z, ¢s3) e lo caratterizzano completamente.

o~

o~

Da ultimo, introduciamo il concetto di cella coordinata, illustrato nella figura
1.7. Sia P = P(q) un punto dello spazio, che possiamo anche identificare con
le sue coordinate cartesiane r. Consideriamo una variazione infinitesima delle
coordinate, dq, e sia dP = P(q+ dq) — P(q) il corrispondente spostamen-
to (infinitesimo) del punto P, con dr = r(q + dq) — r(q) la corrispondente
variazione delle coordinate cartesiane. Abbiamo

or or or » - ~
%d(h + —dgs + =——dgs = hi(q)erdqr + ha(q)exdgs + hs(q)esdgs.
1

dP = dr =
892 8613

Il volume infinitesimo che ha come facce le tre superfici coordinate passanti per
P(q) e le tre passanti per P(q+ dq) si chiama cella coordinata. Il suo volume
e, a meno di infinitesimi di ordine superiore, dV = hy(q)h2(q)hs(q)dgidgadgs.
Analogamente, I’area delle facce (a due a due uguali, a meno di infinitesimi di
ordine superiore) € hihsdgidgy, hihsdqidgs e hahsdgadgs.
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haday

es hgdag

€2

Figura 1.7: Cella coordinata in coordinate curvilinee.

1.5.2 L’operatore gradiente in coordinate curvilinee

Ricordiamo che, in coordinate cartesiane, 'operatore gradiente di una funzione
f(r) e definito come

Vi) =iy a—i + 2

Nel sistema di coordinate curvilinee (¢1, g2, ¢s) esso diventa
Vfa) = Fi(a)ée + Fy(q)é + Fi(q)es

e noi vogliamo determinare le componenti Fy, Fy ed F;.

Sia ora f(P) € C'(R?) e sia Vf il suo gradiente. In seguito alla variazione
delle coordinate q, tale funzione subisce pure una variazione df data da

af af af

df = 94 ——dq1 + —dQ2 + —d%
¢

Questa variazione puo pero anche essere espressa da
df =V f-dP = hy(q)Fi(q)dgy + ha(q)Fy(q)dgs + hs(q)F5(q)dgs.

Uguagliando i coefficienti dei differenziali d¢;, dgs € dgs otteniamo

1 8fA 1 6fA 1 of .
Vfi=——% +— 5+ — , 1.55
f hy 891 “ s 892 hs 8%63 ( )

che e la risposta cercata.
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1.5.3 L’operatore divergenza in coordinate curvilinee

Sia ora V(r) = Vl,(r)i + Vy(r)j + Vz(r)l; un campo vettoriale definito in R? e
le funzioni V.., V,, e V, siano ivi di classe C''. Ricordiamo che, in coordinate
cartesiane, l'operatore divergenza e dato da

ov, av, 9V,
VoV oz + dy + 0z’

Vogliamo determinarne ’espressione in coordinate curvilinee. A tale scopo

sfruttiamo 1l teorema della divergenza,
/V-VdV: V -ndS, (1.56)
Q 29

dove 2 C R? & un dominio chiuso e regolare e 92 ¢ la sua frontiera. Inoltre,
n ¢ la normale esterna alla frontiera 92 in ogni suo punto. Applichiamo il
teorema della divergenza ad un cella coordinata, che pero questa volta pensia-
mo centrata nel punto q. Consideriamo dapprima le due facce coordinate a ¢
costante. Il contributo di queste due facce al flusso totale (il membro di destra
della (1.56)) e, a meno di infinitesimi di ordine superiore,

Vilar + dq1/2, g2, q3)ha(qr + dai /2, G2, 3)hs(qu + dgy /2, g2, g3)dgads
—V1(Q1 - d%/Qa q2, %)hz(% - d(]1/27 q2, Q3)h3(Q1 - d(]1/27 q2, Q3)dQ2dQ3

= Vilgi + dq1 /2, g2, ) b2 (@1 + di /2, @2, 3)ha( @ + dar /2, @2 3)
—Vilgr — da1/2, g2, q3)ha(qn — daqi /2, q2, gs)hs(gr — da1 /2, G2, q3)] dgadgs

O(hshsV,
= %d%d%d%
1

Il contributo delle altre due coppie di facce e ovviamente analogo, con gli
opportuni scambi di coordinate, per cui abbiamo, sempre a meno di infinitesimi
di ordine superiore,

~ O(hshsV, O(hi1hsV; O(hihs V-
V-ndS = wdqld%d%_kw dqldqquﬁw

dgidagydas.
o0 a611 6612 8q3 2

Il membro di sinistra della (1.56) ¢ semplicemente (a meno di infinitesimi di
ordine superiore)

|5 VaV = (V- V) (ahatati(a) daddy

da cui, uguagliando le due espressioni, otteniamo

1 [a(hzhgvl) L AihaVa) | (hahaVh)

V-V =
hihzhs 891 892 8613

(1.57)
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1.5.4 1l rotore in coordinate curvilinee

Sia V(r) = Vl,(r)i—l— Vy(r)j + Vz(r)l; un campo vettoriale definito come nella se-
zione precedente. Ricordiamo che, in coordinate cartesiane, il rotore di questo
campo e dato da

_(OV. OV, ov, 0V.\: v, OVi\ ¢
vxv_(@y_g>l+<8z_ax>‘]+<w_8y>k'

Vogliamo determinarne I’espressione in coordinate curvilinee,
VxV = Rl(q)/e\l + Rg(q)/e\g + Rg(q)/e\g

A tale scopo sfruttiamo il teorema di Stokes nel piano,

/VxV-ﬁdS: V. dP, (1.58)
Q N

dove € &€ un dominio chiuso e limitato nel piano, n la normale ad 2 e 99 la
sua frontiera (che & una curva chiusa). L’orientazione di n e di 912 e tale che
un osservatore disposto lungo 7 e ad esso concorde! vede la curva percorsa in
senso antiorario.

Consideriamo dapprima una superficie elementare appartenente alla superfi-
cie coordinata a gs costante, centrata nel punto di coordinate q = (¢1, ¢2, ¢3)
e delimitata dalle curve coordinate a ¢; costante ed a ¢, costante, ottenute
incrementando rispettivamente ¢; e ¢o di £dq;/2 e £dqy/2. Sia inoltre 'orien-
tazione tale che n = €3. Il contributo di questa faccia al membro di destra e,
a meno di infinitesimi di ordine superiore,

V-dP = [Vi(qi,q2 — dg2/2,q3)hi(q1, 2 — dg2/2, g3)

o0
—Vilar, g2 + daga /2, z))Yha (@1, @2 + dga /2, q3)] dn
+ [Valgr + dgi /2, g2, g3)ha( @1 + dg1 /2, 42, 43)
—Valgr —da1/2, 92, ¢3))ha(qn — dar /2, 42, g3)] dga
D(haVa) (ki)

= — dgid
aql an q1aqz,

mentre il contributo al membro di sinistra, a meno di infinitesimi di ordine
superiore, ¢ dato da

(V x V- g3) hihy dgidgy, = Rs hyhg dgidgs.

1Cioe con il verso dai piedi alla testa concorde col verso di 7
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Uguagliando e dividendo per hihodgdg, otteniamo

o | (8(h2\/2)_8(hlvl)>
3 hlhg 8q1 aQ2 ‘

Procedendo in modo analogo per le altre componenti, otteniamo per il rotore
in coordinate curvilinee

1
VxV = ol X
{h [9(h3%) B 0(th2)] ) [thVl) B 0(h3V3)] -
! 892 8613 ! ? 8613 891 :
d(hVa)  O(hiVi)] ~
—|—h3 |: 6q1 an €3 7 . (159)

1.5.5 Il Laplaciano in coordinate curvilinee

Da ultimo, determiniamo 'espressione del laplaciano di una funzione f(P) €
C*(R?). Ricordiamo la definizione di Laplaciano

Af=V-Vf
che, in coordinate cartesiane, diventa
o*f  0*f  O*f
Af = :
/ 0x? + 0y? + 022

Usando le espressioni (1.57) e (1.55) per la divergenza ed il gradiente in
coordinate curvilinee, otteniamo

3= g Lo (i) Ui )+ (25|
B hihzhs 8q1 hy 8q1 aQ2 hy 892 8613 hs 8613 '

(1.60)

1.5.6 Coordinate ortogonali notevoli

Vogliamo ora applicare le espressioni generali degli operatori differenziali in
coordinate curvilinee ortogonali ai casi particolari delle coordinate cartesia-
ne, polari sferiche e cilindriche. Per ciascuno di questi insiemi di coordinate
ricaveremo le funzioni hy, hy ed hs dall’elemento di volume.

Esempio 1.5.1 (Coordinate Cartesiane) Siano ¢ = @, ¢ = y € ¢3 = =
le solite coordinate cartesiane nello spazio. La cella coordinata ¢ un cubo di
lati dx, dy e dz, per cui hy = hy = hy = 1 e le espressioni usuali di gradiente,
rotore, divergenza e Laplaciano in coordinate cartesiane seguono banalmente.
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Esempio 1.5.2 (Coordinate polari sferiche) In questo caso abbiamo ¢; =
r, gu = 0 e g3 = ¢. Le equazioni di trasformazione con le coordinate cartesiane

sono
x =rsinfcosp

y =rsinfdsine
z=rcosb

L’asse z e detto asse polare. La figura 1.8 mostra le superfici e le curve

Figura 1.8: 1l sistema di coordinate polari sferiche.

coordinate, i versori €,, €y e €, e l’elemento di volume. Le superfici ad r
costante sono superfici sferiche con centro 1'origine, le superfici a § costante
sono superfici coniche con vertice nell’origine, le superfici a ¢ costante sono
piani passanti per 1’asse polare. Le curve coordinate sono: semirette uscenti
dall’origine (r), circonferenze con centro I'origine (6), e circonferenze con centro
un punto dell’asse polare (¢). L’elemento di volume ha per lati dr, rdf e
rsinfde, da cul ricaviamo h, = 1, hy = r ed h, = rsinf. Gli operatori
differenziali in coordinate polari sferiche sono pertanto

of . 10f. 1 af.

_O0s 01 L af 1.61
VI or —I_ra@e&—l_rsm@acp% (1.61)
10 1 0 1 9V,
V= —— (V. — inf — 1.62
v r? Or (r V>+rsin(98(9(vesm )+rsin0 dy (1.62)
1 0 : V|
V= — 0)— —|e.
VX rsin 6 60(‘/@ sin ) Oy ‘
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Lo(ov. . 0 . 1[0 ov, ] «
Tsin(g [699 — SIHQE(TV@)] (7] ‘|‘ ; [E(T%) — W] 6@ (163)

19 [,0f 1 9 (. 0f 1 9%
A= r? Or (r 67“) + r?sin 6 06 (sm@ ) + r2 sin?  0p? (1.64)

Esempio 1.5.3 (Coordinate cilindriche) In questo caso abbiamo ¢; = r,
g2 = ¢ e g3 = z. Le equazioni di trasformazione con le coordinate cartesiane

SOno
= 7 COS

=rsing

no@ R

=z

La figura 1.9 mostra le superfici e le curve coordinate, i versori €,, €, e €, e

<V

Figura 1.9: 1l sistema di coordinate cilindriche.

I’elemento di volume. Le superfici ad r costante sono superfici cilindriche con
I’asse z come asse di simmetria, le superfici a ¢ costante sono piani passanti
per 'asse z, le superfici a z costante sono piani ortogonali all’asse z. Le curve
coordinate sono: semirette con l'origine sull’asse z e ad esso perpendicolari
(r), circonferenze con centro sull’asse z (¢), e rette parallele all’asse z (z).
L’elemento di volume ha per lati dr, rdy e dz, da cui ricaviamo h, = 1, h, = r
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ed h, = 1. Gli operatori differenziali in coordinate cilindriche sono pertanto

_Of . 10f.  Of.

Vf e + ;%ew + 7,6 (1.65)
LR
RS L P

- {% - %—Z] 2, (1.67)
Af = %% Q«Z—{) +:—2%+% (1.68)

1.6 Esercizi

o~

Esercizio 1.6.1 Calcolare le trasformate di Fourier f(k) delle seguenti funzioni:

(a)  flz)= { (1): 2l < 1/

2| > 1/a

o o= ks
@ fw={ s
W sw={5 ks
@ fa={ ks

—$2 z
o re={0 s

dove @ ed « sono numeri reali positivi ed n € un intero positivo.

o~

Esercizio 1.6.2 Calcolare le trasformate di Fourier f(k) delle seguenti funzioni:
f(z) = sin?a, f(z) = cos?a, f(z) = sin™ =z, f(z) = cos”z, f(z) = 2sinz cosz,
f(z) =|sinz|, f(z) = |cosz|, dove n & un intero positivo.

Esercizio 1.6.3 Calcolare il gradiente ed il laplaciano della funzione f(z) = 2% +
y? + 2% in coordinate polari sferiche.

Esercizio 1.6.4 Calcolare il gradiente ed il laplaciano della funzione f(z) = 22+ y?
in coordinate cilindriche.
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Esercizio 1.6.5 Calcolare la divergenza ed il rotore del campo vettoriale

xi—l—yj—l—zf{

Va2 +y? + 22

V =
in coordinate polari sferiche.

Esercizio 1.6.6 Calcolare la divergenza ed il rotore del campo vettoriale

zj - yi

V =

in coordinate cilindriche.
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Capitolo 2

Equazioni differenziali alle
derivate parziali

2.1 Introduzione

Un’equazione differenziale e, in generale, un’equazione nella quale I'incognita
e una funzione e che lega tra di loro la funzione stessa e le sue derivate. Se la
funzione incognita e una funzione di una sola variabile I’equazione differenziale
si dice ordinaria, se invece la funzione incognita e una funzione di piu variabili,
I'equazione differenziale si dice alle derivate parziali (da qui in poi indicata
con EDP). Un’equazione differenziale alle derivate parziali per una funzione
incognita u(x,y,...) si pué dunque scrivere nella forma

ou Ou *u *u 0*u
F(xvyvuva_xva_yv"'vaJ;Qvay27axay7"'> _07 (21)

dove F' ¢ una funzione data delle variabili indipendenti x, vy, . .., della funzione
incognita u(x,y,...) e di un numero finito delle sue derivate parziali. Una
data funzione u(x,y,...) si dice soluzione dell’equazione differenziale (2.1) se,
sostituita nella (2.1) assieme alle sue derivate parziali, la soddisfa in modo
identico in una regione {) dello spazio delle variabili indipendenti.

Si dice ordine di un’equazione differenziale ’ordine della derivata di ordine piu
alto che ivi compare.

[’equazione differenziale (2.1) puo essere scritta come
Lu =0,

dove L e l'operatore differenziale definito dalla funzione F', analogo a quello
introdotto all’inizio della sezione 1.3. Possiamo pertanto usare gli strumenti

51
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dell’analisi funzionale per studiare le equazioni differenziali, limitatamente pero
alle equazioni lineari.

In generale, un’equazione differenziale, da sola, e soddisfatta da una famiglia
di funzioni, piuttosto che da una sola funzione, cioe la soluzione di un’equa-
zione differenziale non e unica. Per avere 'unicita della soluzione, I’equazione
differenziale deve essere accompagnata da ulteriori condizioni, dette condizions
ausiliarie, che selezionano una soluzione particolare nella famiglia di tutte le
soluzioni. Le condizioni ausiliarie possono coinvolgere i valori della funzione
stessa e/o delle sue derivate lungo una curva (chiusa o aperta) nello spazio
delle variabili indipendenti z,y,.... La situazione e analoga, anche se un po’
piu complessa, a quella che si presenta nel contesto delle equazioni differenziali
ordinarie:

e quando le condizioni ausiliarie che accompagnano un’equazione differen-
ziale di ordine n coinvolgono i valori della funzione e delle derivate fino
all’ordine n — 1 nel medesimo punto del dominio, esse vengono dette
condizioni iniziali ed il problema dell’esistenza ed unicita della soluzione
viene detto problema di Cauchy;

e quando le condizioni ausiliarie che accompagnano un’equazione differen-
ziale di ordine n coinvolgono i valori della funzione e/o delle sue derivate
sulla frontiera del dominio, esse vengono dette condizioni al contorno, che
possono poi essere di Dirichlet o di Neumann, come abbiamo gia visto
nella sezione 1.3.1, dove abbiamo gia introdotto i problemi al contorno.

Si dice soluzione particolare dell’equazione differenziale (2.1) una qualunque
funzione u(x,y,z,...) che, sostituita nell’equazione assieme alle sue deriva-
te, la soddisfa in modo identico. Si dice soluzione generale di un’equazione
differenziale una famiglia di funzioni tali che:

e ciascun elemento delle famiglia e una soluzione particolare dell’equazione
differenziale;

e qualunque soluzione particolare della (2.1) appartiene alla famiglia.

Si puo anche dire che la soluzione generale e I'insieme di tutte le soluzioni
particolari.

La soluzione generale di un’equazione differenziale ordinaria di ordine n puo
essere rappresentata da una funzione della variabile indipendente contenente n
parametri. Si ottiene cosi una famiglia di funzioni descritta dagli n parametri,
famiglia che puo essere rappresentata geometricamente da un insieme di curve
nel piano, dette curve integrali. A ciascun valore dei parametri corrisponde una
soluzione particolare, che soddisfa ad un dato insieme di condizioni iniziali o
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al contorno. Si consideri, ad esempio, 1’equazione dell’oscillatore armonico
semplice

cf

Y (2.2
per la funzione incognita f(t), con t > 0. La soluzione generale di questa
equazione e la famiglia di funzioni

f(t) = Acoswt + Bsinwt

che dipende dai due parametri liberi A e B. Assegnando le condizioni iniziali,
si determinano i valori particolari delle costanti A e B, e quindi si determina
una soluzione particolare. Si invita lo studente a determinarei valori di Ae B
che corrispondono alle condizioni iniziali generiche f(0) = xq e df /dt(0) = vo.

Nel caso delle EDP, la soluzione generale e ancora data da una famiglia di fun-
zioni, ma invece di costanti arbitrarie da assegnare abbiamo funzioni arbitrarie.
La soluzione generale e rappresentata da superfici, in due o piu dimensioni a
seconda del numero di variabili da cui dipende la funzione incognita. Ad
esempio, I’equazione

Ju

— =0,

dy
da risolvere per la funzione incognita u(z,y) V(z,y) € R? ha come soluzione
generale la famiglia di funzioni

u(z,y) = o(x),
che contiene la funzione arbitraria ¢(x). Un altro esempio e dato dall’equazione
0%u
dzdy
da risolvere, come nell’esempio precedente, per u(z,y) in R% In questo caso,

come si puo facilmente verificare (e lo studente e invitato a farlo), la soluzione
generale contiene due funzioni arbitrarie:

u(z,y) = o(x) + ¥(y).
Le funzioni arbitrarie che compaiono nella soluzione generale vanno determina-
te dalle condizioni iniziali o dalle condizioni al contorno, esattamente come per
le equazioni differenziali ordinarie. Nel caso delle EDP le condizioni iniziali o
al contorno sono imposte su un’intera regione dello spazio, solitamente la fron-
tiera della regione nella quale la funzione incognita deve soddisfare I’equazione

differenziale.

[’equazione differenziale (2.1) si dice lineare se F' e’ una funzione lineare in u
e nelle sue derivate. Una EDP di ordine m si dice quasi-lineare se e lineare
nelle derivate parziali di ordine m.

Un sistema di equazioni differenziali e un insieme di equazioni differenziali che
coinvolgono piu funzioni incognite.
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2.2 Esempi

Riportiamo qui di seguito alcuni esempi tratti dalla fisica. In molti casi, una
delle variabili indipendenti e il tempo e viene indicata con t, mentre le altre
variabili, di solito indicate con x,y, z,... rappresentano coordinate spaziali.
Vediamo innanzitutto alcuni esempi di equazioni lineari.

1. Lequazione di Laplace in n dimensioni per la funzione incognita
u(xy, g, ..., x,) € 'equazione lineare del second’ordine

dove l'operatore A e l'operatore di Laplace introdotto in (1.17). Le
sue soluzioni sono chiamate potenziali o funzioni armoniche. La parte
reale u(x,y) e la parte immaginaria v(x,y) di una funzione analitica
della variabile complessa z = x + 1y, f(2) = u(x,y) + w(x,y) sono
funzioni armoniche (in questo caso dette “coniugate”) ed obbediscono
all’equazione di Laplace con n = 2.

2. L’equazione delle onde in n dimensioni per la funzione incognita

u(Ty, gy ..., Ty, t) €

0*u

W — czAu = 0,
con ¢ costante positiva. Per n = 1 'equazione rappresenta le vibrazioni
di una corda o la propagazione del suono in un tubo, per n = 2 la
propagazione di onde sulla superficie di fondali bassi e per n = 3 la

propagazione di onde acustiche od onde ottiche.

3. Le equazioni di Mazwell nel vuoto per il vettore campo elettrico E(x, y, z,t)
e per il vettore campo magnetico H(x,y, z,1),

E
eaa—t:VxH
OH

it E
Wogr = VX
V-E=0
V.H=0,

dove € e p sono la costante dielettrica e la permittivita, Vx e il rotore
e V- la divergenza, costituiscono un sistema lineare di seil equazioni del
primo ordine.

4. Lequazione del calore per la funzione incognita u(z,y, z),

2_1; = K Au,
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dove A e l'operatore di Laplace per n = 3, e soddisfatta dalla temperatu-
ra u di un corpo quando densita e calore specifico sono costanti. K > 0,
costante, ¢ la conducibilita termica.

5. Lequazione di Schrodinger e 'equazione fondamentale del moto in mec-
canica quantistica e governa l’evoluzione temporale della funzione d’on-
da U(x,y,z,t) di una particella di massa m sottoposta ad un potenziale
V(z,y,z) nello spazio fisico:

ov h?
h— = ——— AV + VU
! ol 2m +

dove £ e la costante di Planck divisa per 2.
Vediamo ora qualche esempio di equazioni non lineari.

1. L’equazione di Navier-Stokes descrive I'evoluzione temporale della velo-
cita di flusso u(x,y, z,t) e della pressione p(x,y, z,t) di un elemento di

fluido
Jdu

1
E—I—U-Vu:—Vp—I—EAu

assieme alla condizione di incompressibilita
Vou=0

per un fluido viscoso. Con R si indica il numero di Reynolds. In questo
caso abbiamo un sistema di quattro equazioni nelle quattro incognite

Ugy Uy y Uzy P

2. Nello studio delle onde d’acqua si incontra un esempio di equazione del
terzo ordine non lineare, I'equazione di Korteweg- de Vries

Oou ou  Pu
cu— =

9 T T e T

per la funzione incognita u(x,1t).
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Equazioni del prim’ordine

La forma generale di un’equazione differenziale del primo ordine per una fun-
zione incognita u(x,y, z,...) € del tipo

Ju Ou Ju
F<x7y727'”7u76_:1;78_y7$7'”>:0' (3.1)

La soluzione generale di un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine
puo essere rappresentata geometricamente da un insieme di curve nel piano,
dette curve integrali. Nel caso delle EDP del primo ordine, invece, la soluzione
generale e rappresentata da superfici, in due o piu dimensioni a seconda del
numero di variabili da cui dipende la funzione incognita. Per le equazioni diffe-
renziali ordinarie del primo ordine, e sufficiente assegnare una sola condizione
per ottenere una soluzione particolare dalla soluzione generale. Si consideri ad
esempio l’equazione lineare del primo ordine

dx
per la funzione incognita u(x) con ¥ € R. La soluzione generale e u(x) =
x + ¢ e dipende da un solo parametro libero, la costante ¢. Imponendo, ad
esempio, la condizione u(0) = 1 si ottiene la soluzione particolare u(x) =
x + 1. Nel caso delle EDP, la soluzione generale dipende non soltanto da una
costante arbitraria, ma da una funzione arbitraria e, per ottenere una soluzione
particolare dalla soluzione generale, dobbiamo assegnare il valore della funzione
incognita v in una regione dello spazio (una curva se u e una funzione di due
variabili, una regione del piano se u dipende da tre variabili, etc.).

In questa sezione ci limiteremo a studiare una classe di EDP del primo or-
dine, le equazioni quasi-lineari, affrontando il problema di Cauchy e fornendo
alcuni esempi. La trattazione sara fatta nel caso di EDP con due variabili
indipendenti.
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3.1 Equazioni quasi-lineari

La forma piu generale di un’equazione quasi-lineare del prim’ordine per una
funzione u(x,y) di due variabili e

ou

0
e,y u) g+ b g5 = ey, u). (3:2)

Le funzioni a(x,y, z), b(x,y, z) e ¢(x,y, z) siano note e, per ora, arbitrarie. Se
rappresentiamo la funzione u(x, y) tramite una superficie z = u(x, y) nello spa-
zio delle coordinate (x,y, z), allora le superfici che corrispondono alle soluzioni
della EDP (3.2) si dicono superfici integrali. Le funzioni a, b e ¢ definiscono
un campo vettoriale in un dominio @ C R? ! e la direzione di tale campo
vettoriale, che varia da punto a punto, si chiama direzione caratteristica.

[’equazione (3.2) stabilisce che le superfici integrali sono tangenti, in ciascun
punto del dominio €2, alle direzioni caratteristiche. Per dimostrarlo, ricordiamo
che, data una superficie

Fz,y,z)=0

VF = <8F or 8F>

nello spazio, il vettore

dx’ dy’ Dz
e disposto lungo la normale alla superficie e diretto verso ’esterno. Ricordiamo

anche che una curva 7 nello spazio puo essere espressa in rappresentazione
parametrica dalle equazioni

= (1)
y = y(7)
z = z(7),

con x(7), y(7) e z(7) funzioni regolari, e dove abbiamo introdotto il parametro
indipendente 7 € R, e che il vettore

[0z Oy Oy
= (E’E’E)

e diretto lungo la tangente alla curva v nel punto (x(7),y(7), 2(7)).

Siaora z = u(x,y), ovvero F(x,y,z) = u(x,y)—z = 0, una superficie integrale.
In ciascun punto del dominio €, il vettore VI = (Ou/dx, du/dy, —1) e disposto
lungo la normale alla superficie. Per la (3.2), esso e ortogonale al vettore
(a,b,c) e quindi alla direzione caratteristica in quel punto.

e funzioni a, b ¢ ¢ definiscono un campo vettoriale in unn dominio Q se sono di classe
C' in tale dominio
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Le curve che, punto per punto, sono tangenti alle direzioni caratteristiche,
sono dette curve caratteristiche. In ciascun punto di una curva caratteristica,
il vettore tangente e quindi disposto lungo la direzione caratteristica, quindi
soddisfa il sistema

de/dr = a(x,y,2)
dy/dr = b(zx,y,z2) (3.3)
dz/dr = c(z,y,z2),

che e detto sistema caratteristico. Eliminando il parametro 7 dal sistema
(3.3) otteniamo ’equazione delle curve caratteristiche in rappresentazione non
parametrica

dx dy dz (3.4)
a(x,y, z) N b(x,y, z) N c(z,y,2) '

Se le funzioni a, b e ¢ sono di classe C'' in un dominio €2, allora sappiamo dalla

teoria delle equazioni differenziali ordinarie che per ogni punto di {2 passa una
ed una sola caratteristica.

2 D

F(x,y,z) =z-u(x,y) =0

Figura 3.1: Superficie integrale e curva caratteristica.

Dimostriamo ora il seguente

Lemma 3.1.1 Sia S una superficie integrale e sia Py = (20, Y0,20) un suo
punto. Sia inoltre v la curva caratteristica passante per Fy. Allora v giace
interamente su S.
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Dimostrazione. Sia P(7) = (2(7),y(7),2(7)) la rappresentazione parame-
trica di v corrispondente alle condizioni iniziali P(7 = 0) = F,. In corrispon-
denza a ciascun valore di 7, il punto P(7) = (2(7),y(7), 2(7)) sta sulla curva
v mentre il punto Pi(7) = (x(7),y(7),u(x(7),y(7)) sta sulla superficie S ed
e in effetti la proiezione ortogonale di P(7) su S. Il teorema e dimostrato
se la differenza e(7) = z(7) — u(x(7),y(7)) & identicamente nulla. Notiamo
innanzitutto che e(0) = 0. Inoltre

de _ i ouds oudy
dr — dr  Oxdr Oydr
Ju ou

= c{x(r).y().2(7) = ala(m).u(7). 7)) 5 = blalr).y(r). (7)) 5 =0,

che e un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine per e(7), la cui
unica soluzione € ¢(7) = 0, essendo ¢(0) = 0. Quindi v giace interamente su

S. m

Usiamo ora il lemma precedente per dimostrare il seguente importante

Teorema 3.1.1 Una superficie S, data da z = u(x,y), é una superficie inte-
grale se € solo se S € un’unione di curve caratteristiche.

Dimostrazione. Sia S 'unione di curve caratteristiche. Sia 4 una di tali
curve caratteristiche e sia P € v C S un suo punto. La tangente a v in P
coincide con la direzione caratteristica, quindi la normale ad S in P e per-
pendicolare alla caratteristica; ne segue che S e una superficie integrale. Se
S e una superficie integrale, per il lemma precedente essa e 'unione di curve
caratteristiche. m

3.2 1l problema di Cauchy per I'’equazione
quasi-lineare

Nella sezione precedente, abbiamo fornito una descrizione della soluzione ge-
nerale dell’equazione quasi-lineare (3.2). Vogliamo ora affrontare il problema
di Cauchy, cioe la determinazione di una soluzione particolare u(x,y) a partire
da un dato assegnato.

Supponiamo di assegnare il valore della funzione u(x,y) lungo una curva I’
dello spazio (x,y, z). Sia

y = g(s) (3.5)
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la rappresentazione parametrica della curva I'. E’ ovvio che, dovendo la fun-
zione u soddisfare ’equazione differenziale, la curva I' deve appartenere ad

una superficie integrale. Allora il problema di Cauchy consiste nel trovare la
soluzione u(x,y) della (3.2) tale che la condizione

valga identicamente in s.

1

(curva dei dati)

caratteristiche

X=z (1)
y=y(®)
z=z (7)

Figura 3.2: 11 problema di Cauchy per I’equazione quasilineare.

Sia Py = (@0, Y0,20) un punto di I'; con xg = f(s0), Yo = g(s0), 20 = h(s0)
(vedi figura 3.2). Supponiamo inoltre che le funzioni f(s), g(s) ed h(s) che
definiscono la curva I' siano di classe C'' in un opportuno intorno I, di s¢ e
che le funzioni a(x, y, ), b(x, y, ), ¢(x, y, z) siano di classe C'* in un opportuno
intorno Ip, di Fy. Per s € I, , consideriamo allora la soluzione del sistema
caratteristico (3.3) con condizione iniziale sulla curva I', cioe

T = 5(577—)
Y
z = ((s,7),

con condizione iniziale £(s,0) = f(s), n(s,0) = g(s) e ((s,0) = h(s). Per

noti teoremi sui sistemi di equazioni differenziali ordinarie, le funzioni &, n e

(3.6)

Il
=
—

VA
-
~—

¢ sono uniche. Esse forniscono una rappresentazione parametrica, secondo i
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parametri s e 7, di una superficie ¥ : z = u(x,y) se possiamo invertire le
prime due delle (3.6), ottenendo s e 7 in funzione di = ed y, ad esempio come
s = S(x,y) e =T(x,y). Allora avremo che

z=Z(S(z,y), T(z,y)) = u(x,y) (3.7)

definisce una funzione u(x,y) che da una rappresentazione esplicita della su-
perficie . Abbiamo anche che £(s0,0) = f(s0) = @0 ed n(s0,0) = g(s0) = Yo.
La condizione di invertibilita di @ = £(s,7), y = n(s, 7) in un intorno di (sg,0)
deriva dal teorema della funzione implicita, il quale afferma che possiamo tro-
vare soluzioni s = S(z,y) e 7 = T(x,y) di classe C'' in un intorno di (2, yo)

se lo Jacobiano

0 0
3_§(507 O) 3_5(507 O)
J = (3.8)
0 0
3_;7(507 O) 3_2(507 O)
e diverso da zero. Ma 0&/0s(s0,0) = f'(s0), In/0s(s0,0) = ¢'(s0), E/IT(50,0)
a(xo, Yo, 20) € IN/07T(s0,0) = b(x0, Yo, 20), quindi la condizione sullo Jacobiano

(3.8) diventa

j=| [ A Y (3.9)

a(xo, Yo, 20)  b(x0, Yo, 20)

Questa e la condizione che garantisce che le (3.6) rappresentano una superficie
Yz = u(x,y) nello spazio (x,y,z). Che ¥ sia una superficie integrale lo si
vede dal fatto che, in ciascun punto P € 3, il piano tangente a X contiene
la direzione caratteristica; infatti, il vettore (9¢/dT,dn/d7,0(/0T) € un vetto-
re tangente alla superficie in P, e quindi appartiene al piano tangente, e per
le (3.3) esso giace lungo la direzione caratteristica. La verifica che ¥ e una
superficie integrale si puo fare anche per via analitica, utilizzando la rappre-
sentazione (3.7) per la funzione u e verificando esplicitamente che essa soddisfa
I'equazione differenziale (3.2). L'unicita della soluzione segue dal fatto che, se
ci fosse una seconda superficie integrale passante per la curva I', per il teorema
visto in precedenza essa dovrebbe contenere le curve integrali passanti per ' e
quindi dovrebbe coincidere con la superficie ¥ sopra definita.

Abbiamo dunque dimostrato che, sotto la condizione (3.9), esiste una ed una
sola soluzione di classe C'' dell’equazione differenziale (3.2). La condizione
(3.9) ha una semplice interpretazione geometrica. I vettori (a,b,0) ed (f’,¢',0)
sono diretti lungo le tangenti alle proiezioni delle caratteristiche e, rispettiva-
mente, della curva I' sul piano (x,y). La condizione (3.9) dice che tali vettori
non devono essere paralleli, cioe che, nel punto Fp, la proiezione della curva I’
non deve essere tangente alla proiezione della caratteristica passante per Fj.
Se fosse J = 0, si puo dimostrare che tale condizione e’ compatibile con ’esi-
stenza di una soluzione solo se I' ¢’ una curva caratteristica. In questo caso,
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I’equazione (3.2), con il dato assegnato su una curva caratteristica, avrebbe
non una ma infinite soluzioni.

Un caso particolare e quello di un problema evolutivo,

Ju Ju
e + a(x,t, u)a—x = c(x,t,u) (3.10)

nel quale si assegna una condizione iniziale per la funzione incognita u(x,1t).
In questo caso, x rappresenta la coordinata spaziale e t la variabile temporale
e la condizione iniziale e del tipo

u(x,0) = h(x). (3.11)

La curva I' ammette allora la rappresentazione parametrica

t = 0 (3.12)
z = h(s).

Un altro caso particolare e quello di un’equazione lineare, che si ricava dalla
(3.2) con a, b e ¢ nella forma

a=alz,y), b=>b(z,y), clz,y,u)=c(z,y)u+d(z,y)

Il sistema caratteristico (3.3) si riduce allora al sistema di due equazioni in due

incognite
de/dr = a(x,y)
{dy/dT = b(z,y) (3.13)

equivalente alla singola equazione differenziale

dy _ b(x,y)
de a(x,y)

(3.14)

Il sistema (3.13), o I'equazione (3.14), determinano una famiglia di curve sul
piano (x,y), dette proiezioni caratteristiche e che sono le proiezioni sul piano
(x,y) delle curve caratteristiche nello spazio (x,y,z). Le caratteristiche si
ottengono allora dalle loro proiezioni risolvendo 1’equazione differenziale

fi_j = o), y(1)z + d(x (1), y(1)).
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caratteristiche

proiezioni caratteristiche

Figura 3.3: Caratteristiche e proiezioni caratteristiche per un problema evolutivo.

3.3 Equazioni lineari

Consideriamo ora in maggior dettaglio il caso di un’equazione lineare del primo

ordine per una funzione u(xy, x2,...,x,),
0 0 0
A1) o Ag(2) o o A (1) = 0, (3.15)
8:1;1 81'2 axn
dove abbiamo usato la notazione x = (a1, x2,...,2,) ed Ay, Az, ..., A, sono

funzioni note di classe C'' in una regione 2 C R™ Per un’equazione lineare del
prim’ordine, si possono generare soluzioni particolari a partire da un insieme
di soluzioni particolari note. Si ha infatti il

Teorema 3.3.1 Se uy,uy,...,uy sono soluzioni della (3.15) ed ' : D C R¥ —
R ¢ una funzione di classe C'(D), allora, se (uy,ug,...,ux) € D, la funzione

u(x) = Fu(x), uz(x),. .., up(z))

¢ soluzione della (3.2).

Dimostrazione.

du = OF Oy
6:@ N —1 8ul 81}2
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e quindi, sostituendo nell’equazione (3.15),

“ 6F 8ul

=1

Z@ulZA Z@ul 0=0.

Questo dimostra che la funzione u soddisfa I’equazione (3.15). m

Il sistema caratterisico associato all’equazione lineare (3.15) &

dei/dr = Ai(x)
deo/dr = Ay(x)
N (3.16)
de,/dr = A,(x)
du/dr = 0.

Le caratteristiche giacciono pertanto sugli iperpiani ad « =costante. Se u e una
funzione di due variabili, ad esempio u = u(x,y), le caratteristiche giacciono
sui piani paralleli al piano (x,y). In questo caso, e sufficiente considerare le
proiezioni caratteristiche.

Una qualunque funzione f(x) che sia costante lungo una linea caratteristica,
soluzione del sistema (3.16), si chiama integrale primo. E facile vedere che, se
u = f(x), con f un integrale primo, allora u e soluzione della (3.15). Infatti
d af d af d af dx, 0 0 0
f f ! L9 [ dxy N [ dx / / f

= — =A==+ A,— A,
0 dr 8:1;1 dr 0x, dr ox, dt Yo 1 + 26:1:2 Tt "Ox,

e cioe u = f(x) soddisfa la (3.15). Gli integrali primi consentono di arrivare
alla soluzione generale della (3.2):

Teorema 3.3.2 Se sono noti n — 1 integrali primo tra loro linearmente indi-

pendenti, fi(x), fo(@), ..., fuo1(2) allora la funzione
u(:z;) = F(fl(x)v fZ(x)v ttty fn—l(x))

¢ la soluzione generale della (3.2).

3.4 Esempi

In questa sezione determineremo le caratteristiche e le superfici integrali di
alcune equazioni differenziali quasi-lineari e lineari del prim’ordine. Risolvere-
mo alcune equazioni del primo ordine con il metodo delle caratteristiche nella

Parte II.
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Z=Z2

Z:Z1

Figura 3.4: Caratteristiche per I’equazione di free-streaming.

Esempio 3.4.1 (Equazione del trasporto libero) Consideriamo ’equazio-
ne lineare del prim’ordine

ou ou
St =0 (3.17)

per la funzione incognita u(x,t), nel dominio
Q={(t,x):t>0,2 € R}

e dove v e una costante reale. Questa equazione descrive la traslazione rigida
nel tempo, a velocita costante, di un dato profilo iniziale, che puo rappresen-
tare, ad esempio, la concentrazione di una sostanza nello spazio. Le curve
caratteristiche sono date dalle soluzioni del sistema

dt/dr = 1

de/dT = v

dz/dr = 0
la cui soluzione generale e

t = 7

r = v7T+ 29

zZ = 2o

dove abbiamo scelto t = 0 per 7 = 0. Le curve caratteristiche sono pertanto
rette parallele di pendenza v giacenti sui piani paralleli al piano (¢,z) (vedi
figura 3.4). L’equazione (3.17) viene solitamente risolta sotto le condizioni
iniziali u(x,0) = ug(x). Avremmo in questo caso la situazione delle equazioni

(3.10)-(3.12).
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Esempio 3.4.2 Consideriamo 'equazione lineare

oo
at—l_vax_

[

: (3.18)

ancora con v costante reale, per la funzione incognita u(x,t), nel dominio
Q=A{(t,z):t>0,2 € R}

Le curve caratteristiche sono date dalle soluzioni del sistema

dt/dr =
de/dT =
dz/dr =

la cui soluzione generale e

T

vT 4+ Zg

z = zge’

dove abbiamo scelto t = 0 per 7 = 0. Le curve caratteristiche sono pertanto
esponenziali giacenti sui piani paralleli al piano = = vt.

Esempio 3.4.3 Consideriamo 'equazione lineare

ou ou

per la funzione incognita u(x,t), nel dominio
Q=A{(t,z):t>0,2 € R}

Le curve caratteristiche sono date dalle soluzioni del sistema

dt/dr =
de/dT = v
dz/dr = =z
la cui soluzione generale e
t = 7
r = vT+ 29
z = vr?/24 20T + 20

dove abbiamo scelto t = 0 per 7 = 0. Le curve caratteristiche sono pertanto
parabole giacenti sui piani paralleli al piano = = vt.
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Esempio 3.4.4 Consideriamo 'equazione quasi-lineare

Ou 49 Ou 5
T— — =
oz y@y
1l sistema caratteristico e
de/dT = z
dy/dr = 2y
dz/dr = 2z?
la cui soluzione &
T = x9€”
_ 2T
Yy = Yot

z = zo/(1 = zo7)

Le proiezioni caratteristiche sono date dalle soluzioni dell’equazione

dv @
dy 2y
il cui integrale generale e
2
2 _ .
Y

con (' costante reale. Le proiezioni caratteristiche sono una famiglia di para-
bole simmetriche rispetto all’asse y.

Esempio 3.4.5 Consideriamo ’equazione lineare

ou ou
ya—x + :L'a—y =u
Il sistema caratteristico ¢
de/dT = vy
dy/dr = =z
dz/dr = =z

la cui soluzione &
r = Ae” + Be 7
y = Ae” — Be™7

z = zge’

Le costanti A e B vanno determinate dalle condizioni iniziali:

A—|—B:$0
A — B=yo

Le proiezioni caratteristiche sono date dalle soluzioni dell’equazione

v _y
dy =
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il cul integrale generale e
-yt =C

con (' costante reale. Le proiezioni caratteristiche sono dunque iperboli equi-
latere.

Esempio 3.4.6 (Equazione di Burgers) Consideriamo 1’equazione quasi-
lineare di tipo evolutivo

ou ou
a + Ua—w =0 (320)

per la funzione incognita u(x,t) nel dominio
Q=A{(t,z):t>0,2 € R}

Quest’equazione e detta equazione di Burgers, e ne studieremo le soluzioni nei
prossimi capitoli. Il sistema caratteristico e dato da

dt/dr = 1
de/dT = =z
dz/dr = 0
la cui soluzione e
-
r = zoT + 2o
zZ = Zo.

Le caratteristiche sono rette parallele giacenti sui piani z = zp, con pendenza
che varia da un piano all’altro.

3.5 Esercizi

Esercizio 3.5.1 Determinare, in rappresentazione parametrica, le caratteristiche
delle seguenti equazioni differenziali del prim’ordine:

(a) x% + ng—z =—u

(b) Qy%—xgz —u

0 22l

(d) 4y%—|—x? =u
du du
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Capitolo 4

Equazioni del second’ordine

La forma generale di un’equazione differenziale del second’ordine per una
funzione incognita u(x,y, z,...) & del tipo

ou du Ou 0*u 0*u 0*u *u
F(x,y,z '7u76_x78_y7$7"'78x278y2782276:1;8y7'”>_0' (4.1)

Ricordando quanto detto nella sezione (2.1), la soluzione generale di un’e-
quazione differenziale ordinaria del second’ordine e una famiglia di funzioni
dipendente da due parametri che puo essere rappresentata geometricamente
da un insieme di curve nel piano, dette curve integrali. Nel caso delle EDP del
second’ordine, la soluzione generale e sempre data da una famiglia di funzioni,
ma e rappresentata da superfici, in due o piu dimensioni a seconda del numero
di variabili da cui dipende la funzione incognita. Per ottenere una soluzione
particolare dalla soluzione generale, la situazione che si presenta e piu comples-
sa rispetto alle equazioni del prim’ordine, e la affronteremo caso per caso. In
questa sezione, studieremo le equazioni lineari e quasi-lineari del second’ordine
in due variabili indipendenti, introducendo la loro classificazione in equazioni
iperboliche, paraboliche ed ellittiche attraverso I'impostazione del problema
di Cauchy. Nei capitoli successivi tratteremo anche i problemi al contorno di
Dirichlet e di Neumann, che abbiamo gia incontrato nella sezione 1.3.1.

4.1 Caratteristiche e classificazione

La forma piu generale dell’equazione quasi-lineare del second’ordine per una
funzione incognita u(x,y) € del tipo

+e—=4d (4.2)
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dove a = a(x,y,u,du/0x, du/dy) ed analogamente per b, ¢ e d. Come nel caso
delle equazioni del prim’ordine, vediamo di impostare il problema di Cauchy
in un dominio  C R? per ora non specificato. Si tratta di assegnare un
dato iniziale su una curva v C ). In questo caso, pero, trattandosi di un
problema del second’ordine, non sara sufficiente assegnare la funzione u, ma
dovremo assegnare anche le derivate parziali prime. Il problema di Cauchy per
I'equazione (4.2) consiste quindi nel determinare la soluzione u(x,y) a partire
da valori assegnati per u, du/dz e du/dy lungo una curva y C €. Sia allora

y=g(s) (4.3)

la rappresentazione parametrica di 7y e siano

u(5),9(5) = k(s
T (1(5).9(5)) = 6(s) (44)

ou
a—y(f(s)ag(S)) = 1(s)

i valori assegnati su y. Va notato che le tre funzioni h(s), ¢(s) e ¥(s) non
sono tra loro indipendenti, ma se ne possono assegnare arbitrariamente solo
due. Infatti, differenziando la prima delle (4.4) rispetto ad s, otteniamo la
condizione di compatibilita

_ Ou,
Oz

du ,

() + 5-9'(s) = 6(s)f'(s) + ¥(s)g'(s). (4.5)
Y

h'(s)
In modo analogo, possiamo ottenere altre due condizioni di compatibilita deri-
vando du/dx e du/dy lungo la curva v; queste due nuove condizioni di compa-
tibilita forniscono, assieme all’equazione differenziale (4.2), il seguente sistema
lineare di tre equazioni nelle tre incognite 0*u/dx?, 9*u/dxdy e I*u/dy* lungo
y:

['(8)0%uf0x* + g'(s)0%u/dxdy = &(s)
J(8)0*u/0xdy + ¢'(5)0%u/dy? = Y'(s) (4.6)
ad®u/dz* 4 2b0*u/0xdy + cO*u/dy? = d

Questo sistema ammette una ed una sola soluzione se il determinante della

matrice dei coefficienti,

ffg 0
A=|0 f ¢ (4.7)
20 ¢

e diverso da zero. Tutte le funzioni che compaiono nel determinante si intendo-
no calcolate lungo 4. La curva v e detta caratteristica (rispetto all’equazione
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differenziale (4.2) ed al dato di Cauchy (4.4)) se A = 0 ed e detta non carat-
teristica se A # (. Pertanto, lungo una curva non caratteristica, il dato di
Cauchy determina univocamente i valori delle derivate parziali seconde della
funzione u. Nel caso in cui ¥ sia una curva caratteristica, il sistema (3.3) non
ammette soluzioni, a meno che non sussistano relazioni addizionali fra 1 dati
del problema. Siccome questa eventualita e del tutto accidentale, diciamo che,
in generale, il problema di Cauchy con il dato di Cauchy assegnato lungo una
caratteristica non ammette soluzione.

Considerando la definizione (4.7) del determinante, I’equazione di una caratte-
ristica risulta ag”? — 2bg’ f' + cf"* = 0. Questa, ricordando le (4.3), puo essere
scritta nella forma

ady® — 2bdxdy + cdz® = 0

che puo essere risolta per la derivata dy/dz come

dy  b++b* — ac
A S (4.8)
dx a

che e un’equazione differenziale ordinaria per la curva 7, una volta note le
funzioni a, b e ¢. Siccome, in generale, a, b e ¢ sono funzioni anche della
soluzione u (e delle sue derivate), le curve caratteristiche possono essere definite
solo per una fissata soluzione oppure nel caso in cui l'equazione (4.2) sia lineare,
cioe quando a, b e ¢ sono funzioni di x ed y soltanto.

Notiamo che I'equazione differenziale delle caratteristiche (4.8) pud ammet-
tere due soluzioni reali, una soluzione reale oppure due soluzioni complesse
coniugate, a seconda del segno di b* — 4ac. Questo fatto porta alla seguente
importante classificazione delle equazioni quasi-lineari del second’ordine in due
variabili:

e l'equazione differenziale (4.2) e detta ellittica se b* — ac < 0 (e quindi
non ci sono caratteristiche reali);

e l'equazione differenziale (4.2) ¢ detta iperbolica se b* — ac > 0 (e quindi
ci sono due famiglie distinte di caratteristiche reali);

e l'equazione differenziale (4.2) & detta parabolica se b* — ac = 0 (e quindi
c’e una sola famiglia di caratteristiche reali).

Osserviamo comunque che, nel caso non lineare, il tipo dell’equazione differen-
ziale (ellittica, iperbolica o parabolica) e determinato non solo dall’equazione
stessa, ma anche dalla particolare soluzione che si considera. Anche nel caso
lineare, inoltre, il tipo puo essere diverso in diverse regioni del dominio {2.
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4.2 Forma canonica

Consideriamo ora il caso particolare in cui i coefficienti a, b e ¢ dell’equazione
(4.2) sono costanti. Introduciamo 'operatore differenziale del second’ordine

[’equazione (4.2) si puo allora scrivere come Lu + ... = 0. All’operatore L si
associ il trinomio di secondo grado

pr(A) = al? 4+ 2b)\ + ¢
e siano A; e Ay le sue radici. L’operatore L si puo allora fattorizzare nel

0 0 0 0

Notiamo che —\; e —A; sono date proprio dal membro di destra dalle equazioni

prodotto

delle caratteristiche (4.8) che, essendo «a, b e ¢ costanti, sono immediatamente
integrabili:

con (' e (5 costanti. Il caso con A e A\, reali e distinte corrisponde all’equa-
zione iperbolica, il caso con A; e Ay reali coincidenti all’equazione parabolica

ed il caso con A; e Ay complesse coniugate corrisponde all’equazione ellittica.
Consideriamo ora separatamente i tre casi.

1) A1 # Ay reali distinte, caso iperbolico. Introduciamo le variabili
E=Ma+y (4.11)
n=MXr+y (4.12)

Dalle (4.9)-(4.10) segue che ¢ ed 7 sono costanti sulle caratteristiche. F facile
verificare che, nelle nuove variabili, 'operatore L diventa

, 0*u

Dl

Le variabili € ed n coincidono con le caratteristiche, sono cioe costanti lungo le
caratteristiche. Dividendo I’equazione differenziale per —a(A; + A2)? si ottiene
I'ulteriore semplificazione dell’operatore L che diviene

0%

Lu:agan.

(4.14)
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Questa si chiama forma canonica dell’operatore L nel caso iperbolico.

In questo caso esiste anche un’espressione alternativa della forma canonica
(4.14), che si ottiene con 'ulteriore trasformazione

&+
P

2
£—n
=

w =

L’operatore L diventa allora

Pu Q*u
= o —— (4.15)
0z Jw?
2) A1 = Ay = A reali coincidenti, caso parabolico. In questo caso, una trasfor-
mazione analoga alla trasformazione (4.11)-(4.12) adottata nel caso iperbolico
e possibile per una sola delle variabili. Introduciamo quindi la trasformazione

E=Xv+uy (4.16)
n=y (4.17)
Nelle nuove variabili 'operatore L diventa in questo caso
2
Lu= w2
on?

e, dividendo 'equazione differenziale ulteriormente per Ab, otteniamo la forma
canonica dell’operatore L nel caso parabolico:

0%

(4.18)

3) A = A} complessi coniugati, caso ellittico. Poniamo in questo caso \; =
A 41X e Ay = A — 1), Introducendo nuovamente le variabili

=Mz +y (4.19)
n=MXr+y (4.20)
come nel caso iperbolico, 'operatore L assume ancora la forma (4.13), soltanto
che ora le variabili £ ed 1 sono complesse. Per ritornare al caso reale, introdu-

ciamo una seconda trasformazione dalle variabili complesse (&, n) alle variabili
reali (z,w) data da

Sl

£

z =

(4.21)

| [N\

w =

U
. 4.22
5 (4.22)
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Si puo vedere facilmente che nelle nuove variabili 'operatore L diventa

0?u  9*u
b= 032 ({5 + 1)

e, dividendo ulteriormente I'equazione differenziale per —aA?, L assume la
forma canonica
Pu  *u
Lu=—

a2t (4.23)

La riduzione dell’operatore L in forma canonica nei tre casi e del tutto generale
(cioe non limitata al caso in cui i coefficienti a, b e ¢ sono costanti) quando
L ¢ lineare. La sequenza di trasformazioni delle variabili che conduce alla
forma canonica parte dalle equazioni delle caratteristiche (4.8). Siano ¢(x,y)
e Y(x,y) gli integrali generali delle due equazioni (4.8) ed usiamo la notazione

b+ Vb —ac

a

(2, y) =

Abbiamo allora

d¢ o _

%+X+a—y—0
I N
%‘FX_a—y—O.

Introduciamo a questo punto la trasformazione

¢ = ¢(z,y) (4.24)
n=(,y). (4.25)

Nel caso iperbolico, questa trasformazione riduce direttamente 1'operatore L
nella forma canonica (4.14) a meno di un fattore. Nel caso parabolico, la (4.25)
puo essere scelta arbitrariamente (purche indipendente dalla prima), e ’opera-
tore L viene ridotto nella forma canonica (4.18), sempre a meno di un fattore.
Nel caso ellittico, I'ulteriore trasformazione (4.21)-(4.22) riduce 'operatore L
nella forma canonica (4.23). I dettagli della riduzione in forma canonica nel
caso di coefficienti a, b e ¢ variabili sono tediosi ma sufficientemente semplici
e vengono lasciati come esercizio.

Notiamo che, se si considera la forma alternativa (4.15) nel caso iperbolico,
la forma canonica dell’operatore differenziale del second’ordine L puo essere
definita come la forma che "operatore assume quando, con una trasformazione
di variabili, vengono eliminati i termini differenziali misti.
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4.3 Esempi

Esempio 4.3.1 (L’equazione di Tricomi) Si consideri I'equazione

0%u 0%u
— —y=— =0.
0y? 0x?
Abbiamo a = —y, b =0, c =1, ac—b* = —y e dunque ’equazione ¢ iperbolica

per y > 0, ellittica per y < 0 e parabolica per y = 0. Le caratteristiche nel
piano y > 0, dove I’equazione e iperbolica sono date da

dy 1

dx_i\/g

che ha per soluzioni le due famiglie ad un parametro di curve

2/3
Yy = (C + g:zj)

con (' il parametro libero. Per y = 0 l'equazione e parabolica con 1'unica
caratteristica y = 0.

Determiniamo la trasformazione che riduce I'equazione in forma canonica nel
caso iperbolico. Gli integrali primi sono

20 £ 32 = C4
e la trasformazione (4.25) diventa pertanto

€= o(x,y) = 29" + 3
n=v(z,y)=2y"* - 3u,

che riduce '’equazione differenziale nella forma

1 23 g2y

dove Ly e un operatore che riassume i termini del primo ordine. Nella figura
4.1 mostriamo le caratteristiche a £ costante e ad n costante.

Esempio 4.3.2 Determinare le regioni di iperbolicita, ellitticita e parabolicita
nel piano (z,y) dell’equazione

( + )az_u_|_2 O*u _ Qaz_u_
g xy@x@y yayz_

922 0.
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1.5

0.5

X

Figura 4.1: Caratteristiche a & costante (linee rosse) e ad 7 costante (linee verdi)
nel caso iperbolico (y > 0) per I'equazione di Tricomi.

Abbiamo ¢ = u+ 2, b = zy e ¢ = —y*. Dunque
b’ — ac = y2(:1;2 + @+ p).

Il primo fattore e sempre non negativo. Il secondo fattore e sempre positivo
per u > 1/4, mentre per u < 1/4 ¢ negativo per x; < & < x5 con

1+ T—1x
; .

1,2
Perveniamo dunque al seguente risultato sulla classificazione:

e Per 1 < 1/4 lequazione ¢ ellittica nelle regioni x; < < 5,y > 0 ¢
Ty < < x9,y < 0, iperbolica nelle regioni = < 1,y > 0, * > x5,y > 0,
r<x,y<0ex >xy,y<0,ede parabolica sull’asse y = 0 e sulle rette
T = $172;

e per ;o = 1/4 i risultati sono analoghi, solo che le rette = x4 5 coincidono;

e per > 1/4 'equazione ¢ iperbolica su tutto il piano, tranne che sulla
retta y = 0 dove e parabolica.

Esempio 4.3.3 Determinare le regioni di iperbolicita, ellitticita e parabolicita
dell’equazione

0% 0%

"oz TV =
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e ridurla in forma canonica su tutto il piano (x,y).

Abbiamo a = x, b =0 e ¢ = y. Dunque
b* — ac = —xy.

L’equazione e pertanto parabolica sugli assi coordinati + = 0 ed y = 0 ed e
iperbolica nel II (z < 0, y > 0) e nel IV (2 > 0, y < 0) quadrante, ed ellittica
nel I (z >0,y > 0)enel IIl (x <0, y <0) quadrante. L’equazione delle
caratteristiche (4.8) e, in tutte le regioni,

d_y_j:v—:z:y

dr x

che, nelle regioni iperboliche, diventa

e, nelle regioni ellittiche

Consideriamo la riduzione in forma canonica separatamente nelle varie regioni.
I quadrante, x > 0 e y > 0, regione ellittica. Gli integrali primi sono dati da

VI EivE=Cy.

La trasformazione (4.25) diventa pertanto

£=ole,y) = Vy+ive
n=1(r,y) =y —ive

e la trasformazione (4.21)-(4.22), che riduce ’operatore in forma canonica reale,
e

Sl

z =

=V

Con quest’ultima trasformazione 1’equazione differenziale diventa

1 /6% 0%u
(T*a?) + Ly =0.

4

dove L e un operatore che riassume i termini del primo ordine.
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Il quadrante, x < 0 e y > 0, regione iperbolica. Gli integrali primi sono dati
da

\/ﬂ + VvV —T = Ci.
La trasformazione (4.25) diventa pertanto
£= qb(:z:,y) = ﬂ—l—@
)=o) = ViV
e ’equazione differenziale diventa
0*u

@—I—Lluzo

I quadrante, x < 0 e y < 0, regione ellittica. Gli integrali primi sono dati da
vV Y + i\/ —Tr = Ci.
La trasformazione (4.25) diventa pertanto
§=olv,y) =V—y+iv—r
n=v(xy)=v-y—iv-r
e la trasformazione (4.21)-(4.22), che riduce 'operatore in forma canonica reale,
e
5
=V-y
5 \/—

2@

z =

w =

Con quest’ultima trasformazione ’equazione differenziale diventa

0%u 0%
(82 * 9wz >+L1“_0

IV quadrante, © > 0 e y < 0, regione iperbolica. Gli integrali primi sono dati

da
\/—yj:\/_: Ci.

La trasformazione (4.25) diventa pertanto

¢=olr,y)=V-y+Vr
n=1y(e,y)=v-y-vr

e ’equazione differenziale diventa

62u
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Regioni paraboliche per + = 0 ed y = 0. In questo caso 1’equazione stessa
assume direttamente le forme canoniche

0*u

210

Ox?

0*u

270

dy?

rispettivamente per y = 0 e per x = 0.

4.4 Esercizi

Esercizio 4.4.1 Determinare le regioni di iperbolicita, ellitticita e parabolicita delle
seguenti equazioni del second’ordine e ridurle in forma canonica su tutto il piano

(,y):

0%u 0%u
() Vgur ¥ 4gye =0
0%u 0? 2
2 _
(b) z 9.2 T 255 (H+y)55=0
0? 0?
() G5+ oy s =0
0%u 0%u
2 2 _
(d) ¥ 53 T 0
0%u 0%u
(&) Fa2 =50y 0
0*u 0*u Py Ou
2 2 2
(&) 48u+68u+ 8u_0
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Capitolo 5

Equazioni notevoli

In questo capitolo studieremo alcune tra le piu importanti equazioni della
fisica-matematica: ’equazione delle onde, I’equazione di Lalpace e I’equazione
del calore (o della diffusione), che sono i pit importanti esempi, rispettivamen-
te, di equazioni iperboliche, equazioni ellittiche ed equazioni paraboliche. In
apertura di ciascuna sezione discuteremo, in modo euristico, la derivazione o
la giustificazione fisica di ciascuna equazione.

5.1 L’equazione delle onde

5.1.1 Derivazione euristica

u(x,t) o

e e

T(x)

WV

X X+AX

Figura 5.1: Derivazione euristica dell’equazione della corda vibrante.

Si consideri una corda di densita costante p libera di vibrare in un piano
verticale (z,y). Sia u(x,?) lo spostamento verticale di un elemento di corda,
di lunghezza orizzontale Az attorno alla posizione di coordinata x, mentre
t indica il tempo. Su questo elemento di corda agisce la tensione della corda

83
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stessa, il cui modulo indichiamo con T'(x). L’equazione del moto per I’elemento
Az e 'equazione di Newton; se supponiamo che ciascun elemento di corda si
possa muovere soltanto nella direzione verticale, la risultante delle forze lungo
x si deve annullare. Avremo pertanto (vedi figura 5.1)

T(x)cos B =T(x+ Ax)cosa = Ty.

Siccome il ragionamento si puo fare per qualsiasi elemento della corda, Ty
deve essere costante lungo la corda. Nella direzione verticale, invece, abbiamo
I’equazione del moto

2
Amg—; = —T(z)sinf+T(x+ Az)sina

dove Am = pAz & la massa dell’elemento di corda e 9*u/dt? la sua accelerazio-
ne. Dalla prima equazione ricaviamo T'(x) = Ty/ cos B e T'(x+ Ax) = T/ cos a
e, sostituendo nella legge del moto,

0*u
Amw = —Tytan 3 + Ty tan a.

Ma, per il ben noto significato geometrico della derivata, abbiamo

ou

¢ = (at
wsd = Mo
tana = @(:p—I—A:p,t).
x
Sostituendo nuovamente:
0% ou ou

Dividendo per Ax e passando al limite per Az — 0, e posto v? = Ty/p,
otteniamo infine
Pu 0%
—_— Y =
ot? Ox?

che e appunto I'equazione della corda vibrante. In questa derivazione, abbiamo
trascurato leffetto della forza di gravita, che modifica I'equazione delle onde
(5.1) con la presenza di un termine costante. In molte applicazioni, come ad
esempio nello studio dele vibrazioni di una corda di pianoforte o di violino, la
gravita effettivamente gioca un ruolo del tutto trascurabile. In altre applica-

0, (5.1)

zioni, invece, e piu importante, come ad esempio nello studio di sistemi di cavi
a sospensione.
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5.1.2 Proprieta fondamentali e formula di D’Alembert

[’equazione delle onde (5.1) & ’esempio piu semplice di equazione differenziale
di tipo iperbolico. Le caratteristiche dell’equazione nel piano (¢, x) sono = +
vl =costante, come si vede banalmente dalla (4.8). La trasformazione (4.25)
che riduce ’equazione in forma normale e in questo caso

E=x+ vt
n=ua—ot (5.3)
e ’equazione (5.1) diventa
0%u
=0 5.4
la cui soluzione generale e della forma
u=F()+Gn) = Fx+vt)+ Glx — ot). (5.5)

Dunque, la soluzione generale della (5.1) puo essere espressa come una combi-
nazione lineare della soluzione generale u;(t,x) = F(x + vt) dell’equazione

Ju Ju

— —v— =10,

ot dx
che rappresenta onde viaggianti nella direzione —z, e della soluzione generale
us(t, ) = G(x — vt) dell’equazione

Ju N Ju 0

- V— =

ot dx ’
che rappresenta onde viaggianti nella direzione 4+z. Questo corrisponde al
fatto che 'operatore differenziale

_ Pu 0%
u_at2 Ua:Jc2

puo essere fattorizzato, secondo quanto illustrato in 4.2, in

fu (2 _, 2N\ (2, 9
“S\ar T Yox ) \or T )

gli autovalori A; e Ay introdotti in 4.2 essendo in questo caso +wv.

L

Va notato che le funzioni ' e G sono funzioni di una variabile, mentre la u
e funzione di due variabili. Le variabili indipendenti ¢ ed x entrano nella F' e
nella ¢ soltanto attraverso le combinazioni z + vt ed  — vt.

Assegniamo ora le condizioni di Cauchy nella forma delle condizioni iniziali

u(x,0) = h(x) (5.6)
du

5 (2,0) = (). (5.7)
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Questo significa che la curva v del dato di Cauchy coincide, nel piano (¢, x),
con l'asse x ed e data dalla rappresentazione parametrica @ = g(s) = s,
t = f(s) = 0. Queste condizioni iniziali sono sufficienti per ottenere una ed
una sola soluzione (ricordiamo anche la condizione di compatibilita (4.5)). Ov-
viamente, avremmo potuto anche assegnare u e du/dx oppure du/dxz e dJu/dt,
senza cambiare la sostanza della trattazione. Utilizzando la forma (5.5) della
soluzione, abbiamo che

u(0,2) = F(x) + G(x) = h(x)

Ju , , B
E(O,x) =vF'(z) — oG (x) = ¢(x) (5.8)
da cui otteniamo che
ey = ) )
G/(l') — Uh/(l‘)qu qb(l')
e quindi
F(z) = h(;) v h qz(j)dA +6
Glay = M) Lo PN

dove ¢ ed € sono due costanti opportune tali che § + € = 0 (per la (5.8)). In

t t
(A) (B)

A X+ vt

(x,1)

x-vt X+vt X ) X

Figura 5.2: Dominio di dipendenza per I'equazione delle onde: (A) intervallo di
dipendenza e (B) cono di influenza.

conclusione, la soluzione del problema di Cauchy per ’equazione delle onde
con le condizioni iniziali (5.6)-(5.7) si puo scrivere nella forma, detta forma di

d’Alembert,

r+tut

ul(t,z) = %(h(:z; +ot) + h(z — o)) + %/ SV, (5.9)

r—vt
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Seh € C* e ¢ € (' allora u € C?. Dall’equazione (5.9) notiamo che la
soluzione u(t,x) nel punto = all’istante ¢ e determinata dai valori delle due
funzioni note h(x) e ¢(x) nell’intervallo [x — vt, & 4 vt] dell’asse . Chiamere-
mo tale intervallo dominio di dipendenza (vedi figura 5.2 (A)). Se consideriamo
le due caratteristiche passanti per il punto (¢, x) del piano, vediamo che que-
ste intersecano ’asse = esattamante negli estremi del dominio di dipendenza.
Viceversa, i valori iniziali nel punto (0, zo) dell’asse = influenzano i valori della
soluzione negli istanti di tempo successivi nei punti (¢,2) interni alla regio-
ne delimitata dalle caratteristiche passanti per (0, ), cioe i punti per i quali
xo—vt < & < xo+vt (cono di influenza, vedi figura 5.2 (B)). E come dire che i
segnali la cui evoluzione e governata dall’equazione delle onde (5.1) viaggiano
con velocita v.

Concludiamo questa sezione enunciando alcune proprieta di invarianza del-

I'equazione delle onde, lasciando la facile dimostrazione per esercizio (vedi
esercizio 5.4.1).

I’ 5.4.1)

Teorema 5.1.1 (Invarianza per traslazione) Sia u(x,t) una qualunque solu-
zione dell’equazione delle onde (5.1). Allora, qualunque sia A € R, anche
u(x — A1) € soluzione dell’equazione (5.1).

Teorema 5.1.2 Sia u(x,t) una qualunque soluzione dell’equazione delle onde
(5.1). Allora qualunque derivata della funzione w, ad esempio du/dt, Ou/0x,
0*u/dz?, ..., € pure soluzione dell’equazione (5.1).

Teorema 5.1.3 (Invarianza per trasformazione di scala) Sia u(x,t) una qua-
lunque soluzione dell’equazione delle onde (5.1). Allora, qualunque sia a € R,
anche u(ax,at) é soluzione del problema (5.1).

5.2 L’equazione di Laplace

5.2.1 Giustificazione fisica

L’esempio piu importante di equazione differenziale del second’ordine di tipo
ellittico e 'equazione di Laplace, che ora studieremo in dettaglio. Una delle
applicazioni piu importanti dell’equazione di Laplace e il calcolo del potenziale
elettrostatico generato da una distribuzione di carica in una regione di spazio
Q C R? 1l campo elettrico E(x) obbedisce alla terza delle equazioni di Maxwell
(detta anche equazione di Poisson)

V-E =4mp
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dove p(x) e la densita di carica. Se indichiamo con ¢(x) il potenziale elettro-
statico, tale che E = —V ¢, allora ¢ obbedisce all’equazione

A¢p = —4mp.

Nel caso in cui non ci siano cariche presenti nella regione di spazio considerata,
I’equazione diventa

A¢ =0,

che e ’equazione di Laplace. Il piu delle volte succede che, in elettrostatica co-
me in altre applicazioni, ’equazione di Laplace vada risolta con una condizione
ausiliaria sul bordo della regione ). Questa condizione puo riguardare il valore
del potenziale oppure il valore del campo elettrico. Si parla allora di problema
al contorno di Dirichlet e, rispettivamente, di Neumann, che definiremo meglio
nella prossima sezione.

5.2.2 Proprieta e teoremi fondamentali

Ricordiamo che nella sezione 1.3.1 abbiamo definito l'operatore di Laplace
(1.17) e l'operatore differenziale lineare del second’ordine L dato dalla (1.18).
L’operatore di Laplace si ottiene dall’operatore L ponendo p(z) = —1 e ¢(x) =
0, quindi possiamo riscrivere le identita di Green (1.20)-(1.21) per I'operatore
di Laplace al modo seguente:

/vAudV = —/VU-VU—I—/ vd—udS (5.10)
Q Q aq dn

d d
/ vAudV = / uAvdV —I—/ (v—u — u—v> dS (5.11)
Q Q le) dn dn

dove V e il gradiente in n dimensioni, 92 indica la frontiera del dominio 2,
d/dn ¢ la derivata direzionale lungo la normale alla superficie 90 (diretta

verso 'esterno) e dV & I’elemento di volume. Inoltre, u,v € C'*(2). Nel caso
particolare di v = 1, si ottiene

du
AudV:/ —dS. 5.12
/Q aq dn ( )

Un altro caso notevole si ha quando v = u, che porta all’integrale dell’energia
definito per 'operatore L nella sezione 1.3.1:

/|Vu|2dV—|—/uAu:/ ud—udS, (5.13)
Q Q sq dn

Da notare che, per u € C%(Q), se Au=01in Q e u = 0 oppure du/dn = 0 sulla
frontiera 012, allora abbiamo necessariamente che

/ |Vu|?dV = 0.
Q
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Siccome l'integrando e una funzione continua e non negativa, esso deve annul-
larsi identicamente in €2, cioe u =costante in . Questo fatto porta ai teo-
remi di esistenza ed unicita per due problemi fondamentali nella teoria delle
equazioni ellittiche.

Sia ora data ’equazione

Au=p (5.14)

nel dominio €2, con p una funzione assegnata. Si definiscono allora:

o Il problema di Dirichlet: determinare la soluzione u della (5.14) nel
dominio €2, dati i valori di u sulla frontiera 0€;

o Il problema di Newmann: determinare la soluzione u della (5.14) nel
dominio €, dati i valori di du/dn sulla frontiera 0S2.

La soluzione u € C'*(2) del problema di Dirichlet & determinata univocamente

dall’equazione stessa e dalle condizioni al contorno; la soluzione u € C?(2) del
problema di Neumann, invece, ¢ determinata a meno di una costante additiva.

[’equazione (5.14) nel caso p =0,
Au=0 (5.15)

e detta equazione di Laplace. Come gia anticipato nella sezione 2.2, le soluzioni
dell’equazione di Laplace in due variabili sono dette funzioni armoniche.

Dimostriamo ora un importante teorema.

Teorema 5.2.1 (Principio di massimo) Sia u € C*(Q) (" C(Q) e sia Au > 0
perx € Q. Allora u assume il suo massimo sulla frontiera 0S). Se u ¢é tale che
Au =0 per xz € Q, allora anche il minimo di u si trova sulla frontiera 0f).

Dimostrazione. Sia M = u(xg) il massimo di v in @ e sia m il massimo

di w in Q). Supponiamo per assurdo che M > m. Sia d il diametro di €. Si

consideri la funzione ausiliaria

M —m
nd?

Abbiamo v(xg) = u(xg) = M ed inoltre, su 9 si ha

M — M —1 M+ Mn-1
v(x) <m+ " +m{n )< + M(n )
n n n

Iz = ol *

v(x) =u(x)+

=M.

Dunque, anche v(z) assume il massimo in un punto interno al dominio, e non
sulla frontiera. Inoltre, trattandosi di un punto di massimo, si avra Av < 0.
Ma, calcolando direttamente Av dalla sua definizione, abbiamo

M —m

Av = Au+2 7

>0
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giungendo cos1 ad una contraddizione. Se Au = 0, allora il teorema vale
anche per la funzione —u, il che e possibile solo se u raggiunge il minimo sulla
frontiera. m

Corollario 5.2.1 Se uy ed uy sono soluzioni del problema di Dirichlet con le
stesse condizioni al contorno, allora u; = u,.

Dimostrazione. Questo segue dal fatto che la funzione u = u; — uy ¢
soluzione dell’equazione di Laplace con u(x) = 0, @ € 9dQ. Siccome u deve
assumere il massimo ed il minimo su Jf2, deve essere u = 0. =

Con argomenti analoghi, si puo anche dimostrare che la soluzione del problema
di Dirichlet dipende in modo continuo dai dati al contorno.

Dimostriamo ora un paio di teoremi sul problema di Neumann.

Teorema 5.2.2 Sia u una soluzione del problema di Neumann nel dominio )
con frontiera 0}

Au=0 x €
d
% = g(z) = € 0N (5.16)

Allora si ha

/ gdS = 0.
o9

Dimostrazione. Abbiamo intanto

d
/ gdS = / s
an aq dn

In base alla prima identita di Green nella forma (5.12) abbiamo anche
/ d—udS = / Au=0
o dn Q
essendo u soluzione del problema di Neumann. m

Teorema 5.2.3 Siano uy e uy due soluzioni del problema di Neumann (5.16).
Allora uy — uy = C, dove C' € una costante.

Dimostrazione. La funzione u; — uy € soluzione del problema di Neumann

(5.16) con g(x) = 0 per x € 2. Abbiamo allora

/uAu:()
Q
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du
u—-idS =0
/aﬂ dn

e, per la (5.13), si ha anche

/ |Vul*dV =0
Q

|Vu|* =0, Vzec,

che implica

cioe Vu = 0 e quindi u e costante. m

Concludiamo questa sezione con un aggancio all’analisi complessa. Ricor-
diamo che, se f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € una funzione analitica della varia-
bile complessa z = x + 1y, le funzioni u e v obbediscono alle equazioni di
Cauchy-Riemann

Ju Ov

ou v

- 2 1
dy oz (5.18)

e si dicono coniugate. Inoltre, u e v sono funzioni armoniche, in quanto

Pu v _82u
dz?  OJxdy  Oy?’

che si ottiene derivando la (5.17) rispetto ad = e la (5.18) rispetto ad y. Una
relazione analoga vale per v. E opportuno notare che, data una funzione
armonica u, la sua coniugata non e unica. Sussiste allora il seguente

Teorema 5.2.4 Sia u una soluzione del problema di Neumann (5.16). Allora
esiste una funzione v, coniugata di u, che é soluzione di un opportuno problema

dt Dirichlet.

Dimostrazione. Sia @ = x(s), y = y(s) la rappresentazione parametrica
della frontiera 92 (che e una curva nel piano (z,y)) nell’ascissa curvilinea.
Ricordiamo che = (dx/ds,dy/ds) e il versore tangente alla curva, mentre
n = (dy/ds,—dx/ds) e il versore normale. Sia inoltre G(s) = g(x(s),y(s)),
dove g e la funzione nelle (5.16) e sia f(s) una qualunque primitiva della (7,
cioe f'(s) = G(s). Sia allora v coniugata di u e soluzione del problema di

Dirichlet

Av=0 z€Q
v(z,y) = f(z,y) =€ I
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Essendo u coniugata di v, ¢ anche Au = 0 in € ed inoltre, in 92,

B gy duudy dude
R 8yny_a:1;d3 dy ds
dvody dvde _df

9y ds +8_:z;ds = Is G(s) = g(z,y)

5.3 L’equazione del calore e della diffusione

5.3.1 Derivazione euristica

L’equazione del calore e in realta un’equazione di tipo diffusivo che descrive
una famiglia di fenomeni che rientrano nella categoria del trasporto diffusivo.
Tra questi, si contano sia la conduzione del calore sia, ad esempio, la diffusione
di particelle in un gas. Vediamo la derivazione euristica in entrambi i casi.

Equazione del calore. Consideriamo una sbarra omogenea, cilindrica, sotti-
le, di lunghezza L, come mostrato in figura 5.3. Sia S ’area della sua sezione
trasversale e sia p la sua densita (costante). Supponiamo che la sbarra sia isola-
ta lateralmente, cosi che il calore puo fluire solo lungo la direzione dell’asse del
cilindro, che assumiamo come asse x. Sia u(x,t) la temperatura della sbarra,
come funzione della posizione, x, lungo la sbarra e del tempo t. Assumiamo
inoltre la validita della legge di Fourier, secondo la quale il flusso di calore
I', (definito come la quantita di calore che passa attraverso una superficie di
sezione unitaria nell’unita di tempo) e legato alla temperatura dalla relazione

Ly(a,t) = —/ia—x(x, t)

dove k e la conducibilita termica. La quantita di calore che passa attraverso

uixt) u(x+Axt)

QX Q (X+AXt)
S S % N\
= () e
0 X X+Ax L

Figura 5.3: Derivazione euristica dell’equazione del calore.

una sezione della sbarretta, di area S, nell’unita di tempo e allora

du
Qx,t) = —lisa—x(l', t).
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Dalla termodinamica, sappiamo inoltre che la quantita di calore ¢(t) contenuta
in una sezione trasversale compresa tra le ascisse © ed x + Ax della sbarra
all’istante ¢ & data da

z+Az
q(t) = / cpSu(s,t)ds,

dove ¢ ¢ il calore specifico che supponiamo costante. La variazione di questa
quantita nell’'unita di tempo e data dalla differenza tra il flusso entrante nel
volumetto attraverso sezione in x ed il flusso uscente in x + Ax, vale a dire

U = Qe 1)~ Qe+ A1)

Il primo membro puo essere scritto come

dq r+Ax au
% — / closa(s,t)ds = C,OS (57 )

dove abbiamo usato il teorema della media con # < ¢ < & + Axz. Dividendo
entrambi i membri dell’equazione per Az e passando al limite per Az — 0

otteniamo
IERT Q(l’,t)—@(l’—l—Al‘,t)
i epS 60 = Jim S
8 0*u
ovvero a 62
U L0

dove K = k/cp e una costante detta coefficiente di conduzione termica.

Quella che abbiamo appena ottenuto e la versione piu semplice dell’equazione
del calore: e monodimensionale ed il coefficiente di conduzione termica K e
costante. La generalizzazione ai casi bi- e tri-dimensionale, sempre con K
costante, e data da

ou [ 0*u O%u
ou A 0*u DPu D*u
5 = K <6x2 + 352 + 822> (5.21)

per una funzione u(x,y,t) o u(x,y, z,t) rispettivamente di due o tre variabili.

La forma piu generale del coefficiente di conduzione termica K e in realta
un tensore, K, che descrive le proprieta termiche di un mezzo non isotropo.
Le componenti di questo tensore possono inoltre dipendere dalle coordinate
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spaziali. L’equazione del calore monodimensionale (nel cui caso K e ancora
uno scalare) diventa allora

Ju 0 [, . 0Ou
e le generalizzazioni bi- e tri-dimensionali diventano
Ju
Frie V- [K(z,y,2) - Vu]. (5.23)

[’equazione (5.19) contiene I'informazione circa la scala di tempo sulla quale
avviene la propagazione del calore in un mezzo. Per vederlo, basta riscrivere
I’equazione stessa in forma adimensionale. Sia L la dimensione spaziale ca-
ratteristica del sistema in esame (ad esempio, la lunghezza della sbarretta).
Introducendo la variabile adimensionale z = a/L I'equazione diventa

Ju K 0%*u

ot [20:2

da cui si vede che il tempo caratteristico della propagazione del calore, su un
tratto spaziale di dimensione L, ¢ 7 = L?/K. Introducendo anche la variabile
adimensionale temporale T' = ¢ /7, 'equazione del calore si puo scrivere

ou  0%u

che e I'equazione con conducibilita termica unitaria. Va notato che la (5.24)
non contiene costanti fisiche o parametri liberi, e si dice che e scritta in forma
universale.

Equazione della diffusione. Consideriamo un insieme di particelle, come
ad esempio un gas. Le particelle collidono fra di loro, ed indichiamo con A
il cammino libero medio, cioe la distanza media percorsa da una particella
tra due collisioni successive. Allora 1/\ ¢ il numero medio di collisioni per
unita di lunghezza e la probabilita che una particella abbia una collisione
in un intervallo di lunghezza Ar ¢ Ar/A. Introduciamo a questo punto la
funzione P(r), definita come la probabilita che una particella percorra una
distanza pari ad r senza subire collisioni. Per determinare la forma dettagliata
di P(r) facciamo il seguente ragionamento: la probabilita che una particella
non subisca collisioni in un intervallo di lunghezza r + Ar e il prodotto della
probabilita che non ci siano collisioni fino ad r per la probabilita che non ci
siano collisioni tra r ed r + Ar, quindi

P(r+ Ar) = P(r) (1 - %) .
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Riarrangiando i termini, dividendo per Ar e passando al limite per Ar — 0,
otteniamo ’equazione differenziale per P(r)

a,_ P

=T
Se scegliamo la costante d’integrazione in modo che P(0) = 1, la soluzione &

P(r) = e,

che e detta distribuzione di Poisson. Essa permette di calcolare il valor medio
delle grandezze che ci interessano; in particolare, il valor medio di r, che rap-
presenta la distanza media percorsa da una particella tra un urto e 'altro, e

data da - e
<r >= / rP(r)dr = —/ re AN = )\,
0 A Jo

consistente con il cammino libero medio introdotto in precedenza.

Consideriamo ora un volumetto cilindrico elementare nel gas; supponiamo che
la densita n(x,t) varii soltanto lungo la direzione dell’asse del cilindro, che
assumiamo come asse ¥ e sia invece costante nelle altre direzioni (vedi la figura
5.4). Sia S l'area della sezione trasversale del cilindro, il cui dominio lungo

T n(x,t) N(x+Axt) T (x+AX
X X+AX

Figura 5.4: Derivazione euristica dell’equazione della diffusione.

I’asse x si estende da « ad ©+ Ax. Il numero di particelle contenute nel cilindro
all’istante t € n(x,t)SAx e la variazione di questa quantita nell’unita di tempo
e ovviamente (dn/0t)SAx. Tale variazione ¢ anche uguale alla differenza tra
il flusso di particelle entrante ed il flusso uscente dal volumetto. Se I'(z,?) e il
flusso di particelle attraverso la sezione trasversale all’ascissa x, allora

(Onjot)SAx = S(I'(x,t) — I'(x + Az, 1)).

Dividendo per Ax e passando al limite per Az — 0 otteniamo

an ar
— = (5.25)
ot dx
Il flusso di particelle in x e, per definizione, il numero di particelle che attraversa
la sezione unitaria posta in x nell’unita di tempo. Supponiamo che la velocita

direzionale media delle particelle del gas sia nulla, e quindi che esse si muovano
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soltanto per agitazione termica, con v la velocita termica. Supponiamo inoltre
che il moto dovuto all’agitazione termica sia isotropo nello spazio, cioe che tutte
le direzioni sono equiprobabili. Per calcolare il flusso di particelle, supponiamo
di prendere una sezione unitaria nell’origine, + = 0. Siccome i ragionamenti
che seguono non dipendono da x, non si perde di generalita. Il numero di
particelle dNy(x) che attraversano l'origine in un tempo 7 = A/v, provenienti
da un volumetto compreso tra x e x+dx e sezione unitaria a sinistra dell’origine
(quindi @ < 0), e dato dal numero di particelle nel volumetto che viaggiano
nella direzione positiva dell’asse x e che non subiscono collisioni. Tale numero
e pari a

dNy(x) = % n(xz) P(—x)dx,

dove il fattore 1/6 ¢ dovuto alle 6 possibili direzioni in cui le particelle si
possono muovere. Il numero totale di particelle provenienti da sinistra e che
attraversano l’origine si ottiene integrando questa espressione lungo =, da —oo
fino all’origine. Con un ragionamento del tutto analogo, il numero di particelle
che attraversano l'origine da destra e

Il flusso netto di particelle attraverso 'origine e quindi dato da

r(0) = U_io AN, () — /OOO dN_(:z;)] % _ 6% U_io n(z)e"da — /OOO n(:z;)e_g”/Adx} |

Siccome il contributo agli integrali viene soltanto dalle regioni di spazio vicino
ad x = 0, sviluppiamo n(z) in serie diTaylor attorno all’origine,

n(z) ~n(0)+x (g—Z)O—I-...

Sostituendo e calcolando gli integrali, otteniamo

dove

e detto coefficiente di diffusione. Siccome il risultato non dipende dalla scel-
ta dell’origine come punto di riferimento, abbiamo 'espressione del flusso di
particelle

on
[(z)=-D P (5.26)
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L’equazione di diffusione diventa allora

on 0*n
o~ P

che ha la stessa struttura dell’equazione del calore. Va precisato che, nel

(5.27)

ricavare 1’equazione della diffusione, si e fatta un’approssimazione importante,
sviluppando la densita in serie di Taylor e troncando tale serie al secondo
termine. Questa approssimazione e ragionevole se la scala spaziale di variazione
della densita e molto piu lunga del cammino libero medio o, in altre parole,
se la variazione della densita di particelle su una distanza pari al cammino
libero medio A e piccola. Questa considerazione fornisce il limite di validita
dell’equazione della diffusione. Quando si descrive un sistema fisico in cui
la densita subisce variazioni microscopiche importanti, cioe variazioni grandi
su distanze dell’ordine del cammino libero medio, si deve ricorrere a modelli
cinetici piu sofisticati, come per esempio I'equazione di Boltzmann.

Anche 'equazione della diffusione ammette le generalizzazioni che abbiamo
introdotto a proposito dell’equazione del calore. Ci limitiamo e scrivere la
forma piu generale, nella quale la densita n dipende da tre coordinate spaziali
ed il coefficiente di diffusione e in realta un tensore, D, anch’esso dipendente
dalle coordinate spaziali:

aa—:L =V .- [D(x,y,z)- Vn]. (5.28)
In piena analogia con ’equazione del calore, anche ’equazione della diffusio-
ne permette di individuare un tempo caratteristico, scrivendo ’equazione in
forma adimensionale. Se L e la scala spaziale caratteristica del sistema che si
considera, il tempo caratteristico della diffusione ¢ 7 = L?/D; con le variabili
z=ua/L e T =1t/7, 'equazione della diffusione diventa

o _
or 022’

che e ’equazione della diffusione con coefficiente unitario. Anche questa equa-
zione e scritta in forma universale, senza costanti fisiche o parametri liberi.

Se le particelle del gas hanno una velocita media direzionale non nulla v, allora
I’espressione per il flusso (5.26) diventa

on
['(z) = —D%—I—vn

e I’equazione di diffusione si modifica con la comparsa di un termine di deriva,
diventanto

on on 0*n

- p-"
Ox?’
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che viene detta equazione di “drift-diffusion”. Quando, nella (5.29), si ha
D = 0 (cioe in assenza di diffusione), si ottiene ’equazione del trasporto libero
(o convettivo), gia vista nell’esempio 3.4.1, eq. (3.17).

Proviamo ora a scrivere anche 'equazione di drift diffusion in forma adimen-
sionale, cosl come abbiamo fatto per ’equazione del calore e per I'equazione
della diffusione. Sia, come prima, L la dimensione spaziale caratteristica del
sistema. Introducendo la variabile adimensionale z = /L otteniamo

on  von D 0%*n

o " To: T o
Vediamo che ora compaiono due tempi caratteristici, 7p = L*/D e 7, = L/v,
che sono, rispettivamente, il tempo caratteristico della diffusione ed il tempo
caratteristico della convezione. Il rapporto tra questi due tempi caratteristici,

p-m_vb
Ty D

e detto numero di Peclet, che ci dice se uno dei due processi domina sull’altro,
o se sono dello stesso ordine. Se P >> 1, ad esempio, il tempo caratteristico
della diffusione e molto piu grande di quello della convezione, ed il trasporto
delle particelle avviene principalmente per convezione. Se invece P << 1, il
tempo caratteristico della diffusione ¢ molto piu piccolo di quello della conve-
zione, ed il trasporto avviene principalmente per diffusione. Se, invece, si ha
P ~ 1, i due processi sono dello stesso ordine ed entrambi contribuiscono al
trasporto delle particelle in egual misura. Per introdurre la variabile adimen-
sionale corrispondente al tempo, conviene prima valutare se ci si trova in uno
dei due casi limite, P >> 1 oppure P << 1, e scegliere il tempo caratteristico
opportuno per adimensionalizzare il tempo. Supponiamo, ad esempio, che sia
P << 1. Allora conviene porre T' = t/1p, cosi che 'equazione diviene

on p on  0*n

or + 0z 022

Un importante esempio di applicazione dell’equazione di drift-diffusion si ha
quando si aggiunge una piccola concentrazione di una sostanza colorante ad
un volume di liquido, per esempio acqua, e se ne segue ’evoluzione nel tem-
po. Se l'acqua e ferma (stato stazionario), il colorante diffonde nell’acqua, e
pian piano la traccia si allarga. Se ’acqua e in movimento, ad esempio se si
trova dentro una conduttura, la traccia, oltre a diffondere, la segue nel suo
movimento. I due processi, quello di diffusione e quello di convezione, sono
descritti, rispettivamente, dal membro di destra dell’equazione (5.29) e dal
secondo termine del membro di sinistra.

Va infine precisato che la presente derivazione dell’equazione del calore e dell’e-
quazione della diffusione hanno un carattere prettamente euristico. Una deriva-
zione rigorosa, che porterebbe ad un’espressione piu dettagliata del coefficiente
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di conduzione termica e del coefficiente di diffusione, dovrebbe procedere dai
principi e dai metodi della teoria cinetica.

Va anche precisato che, anche se la derivazione e stata ottenuta assumendo
un dominio finito, le stesse equazioni valgono in un dominio spaziale infinito,
come vedremo nella sezione 5.3.3. La frontiera del dominio, sia in una che in
due o in tre dimensioni, entra nel problema soltanto tramite le condizioni al
contorno che accompagnano ’equazione differenziale.

5.3.2 Problema di Hadamard

Le condizioni ausiliarie che solitamente accompagnano 1’equazione del calore
sono di tipo misto, cioe iniziali ed al contorno. Tali condizioni, per una funzione
u(t, x) di due variabili, sono

(0,2) = h(x), [0, L]

(t,0) = fi(t), t>0 (5.30)
Questo equivale a considerare un dominio illimitato © = {(¢,2),0 < t <
00,0 < & < L}, al cui interno la funzione u soddisfa I'equazione (5.19),
assieme al contorno I' = {(t,z),2 = 0,0 < ¢t < oo} J{(t,2), 2 = [,0 <

t < oo} U{(t,2),0 <« < L,t = 0} sul quale valgono le (5.30). La di-
mostrazione dell’unicita della soluzione, tuttavia, e sviluppata soltanto su un
intervallo finito nel tempo, 0 < ¢t < T'. Considereremo pertanto anche il do-
minio Qp = {({,2),0 <t <T,0 < a2 < L}, nel quale vale ’equazione (5.19)
ed il contorno I'y = {(t,z), 2 = 0,0 <t < T}HU{(t,x), 2 = 1,0 <t <
THH(t 2), 0 <2 < Lt =0} sul quale valgono le condizioni ausiliarie (5.30).
Il problema dell’esistenza ed unicita della soluzione dell’equazione del calore
(5.19) con le condizioni miste (5.30), e dipendente in modo continuo dai dati
al contorno, si chiama problema di Hadamard. Dimostriamo ora 1'unicita della
soluzione del problema di Hadamard, supposto che tale soluzione esista. A
tale scopo, dimostriamo prima il seguente teorema, in tutto e per tutto simile
al principio di massimo dimostrato nel caso dell’equazione di Laplace.

Teorema 5.3.1 (Principio di massimo) Sia u(t,z) € C(Qr) una soluzione
dell’equazione (5.19) nel dominio Qr con le condizioni ausiliarie (5.30) in I'r.
Tale soluzione assume il suo massimo ed il suo minimo sul contorno I'y.

Dimostrazione. La dimostrazione e simile a quella del Principio di massimo
per 'equazione di Laplace. Anche qui, basta dimostrare che il massimo si trova
sulla frontiera; 'affermazione per il minimo segue considerando la funzione —u,
che e pure soluzione dell’equazione del calore. Cominciamo con 'osservare che,
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0 S 0
t 4 t T

Figura 5.5: 1 domini  ed Q7 del problema di Hadamard.

essendo Q7 e I'7 chiusi e limitatiin R, il massimo M di u in Q7 ed il massimo
m di win ['r esistono e sono finiti. Supponiamo che M > m, e sia (g, x9) € Qr
tale che u(tg, x9) = M. Per le ipotesi fatte, (o, z¢) € un punto interno di Q.
Consideriamo ora la funzione

M —m
412

(x — z0)*.

v(t,x) =u(t,z) +

Abbiamo v(ty, #9) = u(to, x0) = M ed inoltre, su I'y si ha

M — M+ 3
v(t,z) <m+ 4m: —Zm<M.

Dunque, anche v assume il suo massimo in un punto interno del dominio €7,
e sia (t1, 1) tale punto, per il quale supponiamo che sia t; < 7. In tale punto
avremo 0%*v/dz*(t1,21) < 0 (essendo (¢y,2;) un punto di massimo isolato).
Inoltre, avremo anche dv/dt(t1,x1) = 0. Dunque,

Ma, con un calcolo diretto si ottiene

v 82v_8u 0*u M—m M—m<0
ot 0x2 Ot  Ox? 202 2/2 ’

in contraddizione con l'ipotesi M > m. Dunque deve essere M = m ed il
massimo si raggiunge in ['y.

Possiamo ora dimostrare 'unicita della soluzione.

Teorema 5.3.2 La soluzione di (5.19) con le condizioni (5.30) é unica in Q.
Per Uarbitrarieta di T, la soluzione é unica in €.

Dimostrazione. Siano u; ed uy due soluzioni della (5.19) in Q7 con le
condizioni (5.30) in I'r. Allora la funzione u; — uz € pure soluzione della (5.19)
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con le condizioni (5.30), ora pero con h(x) = fi(t) = f2(t) = 0. Per il principio
del massimo, u; — uy assume il massimo ed il minimo sul contorno 'y, dove
vale 0. Dunque abbiamo 0 < u; — uy < 0, cioe u; = up in Q7. Siccome T’
puo essere scelto arbitrariamente grande, I'unicita della soluzione puo in realta
asserita per 0 <{ < oco. m

Con argomenti analoghi, si puo anche dimostrare che la soluzione di (5.19) con
le condizioni (5.30) dipende in modo continuo dai dati al contorno.

Per quanto riguarda ’esistenza della soluzione, questa si puo trovare risolvendo
I’equazione stessa, ed ¢ un punto che demandiamo alla prossima sezione.

5.3.3 L’equazione del calore in un mezzo infinito

Nella sezioni precedente, abbiamo considerato I'equazione del calore (5.19) e
I’equazione della diffusione (5.27) in un dominio finito. Esse si applicano anche
a sistemi con una frontiera spaziale molto lontana, tanto da poter considerare
un dominio infinito, —co < x < oo o semi-infinito, 0 < = < co. In generale,
nella descrizione di un sistema fisico, si usa un dominio infinito quando 1'in-
fluenza delle condizioni al contorno sulla soluzione e trascurabile. L’equazione
del calore (o della diffusione) in un dominio infinito si formalizza come:

s
ot e
u(x,0) = h(x) (5.31)

per —oo < & < oo. In questa sezione, ci limitiamo ad enunciare alcune pro-
prieta di invarianza del problema, che saranno essenziali per la ricerca delle
soluzioni. La dimostrazione di queste proprieta e semplice e la lasciamo per
esercizio (vedi 'esercizio 5.4.2).

Teorema 5.3.3 (Invarianza per traslazione) Sia u(x,t) una qualunque solu-
zione dell’equazione del calore (5.31) nel dominio —oo < & < oo. Allora,
qualunque sia A € R, anche u(x — A t) € soluzione del problema (5.31).

Teorema 5.3.4 Sia u(x,t) una qualunque soluzione dell’equazione del calore
(5.31) nel dominio —oo < & < oo. Allora qualunque derivata della funzione u,
ad esempio du/Ot, Ou/dx, D*u/dz?, ..., € pure soluzione del problema (5.31).

Teorema 5.3.5 (Principio di sovrapposizione) Siano u(xz,t) e v(x,t) due so-
luzioni qualunque del problema (5.31). Allora anche la funzione w(x,t) =
au(x,t)+ Pv(x,t) € soluzione del problema (5.31) per qualunque costanti reali
o complesse a e 3. Il principio di sovrapposizione vale anche nella formula-
zione sequente, piu generale: sia uy(x,t) una soluzione del problema (5.31),
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dipendente da un parametro A che varia con continuita in un dominio (limi-
tato od illimitato) D e sia g(A) una funzione reale o complessa della variabile
A € D. Allora anche la funzione

v(:z;,t):/DuA(x,t)g()\)d)\ (5.32)

¢ soluzione del problema (5.31), purché siano verificate le condizioni per la
convergenza dell’integrale (5.32).

Teorema 5.3.6 (Forma integrale della soluzione) Sia u(x,t) una qualunque
soluzione dell’equazione del calore (5.31) nel dominio —oo < x < oo. Allora
anche la funzione

v(a,t) = /_OO u(x — A, 1)g(A)dA, (5.33)

o0

¢ soluzione del problema (5.31), purché la funzione (reale o complessa) g(\)
sta tale da verificare le condizioni per la convergenza dell’integrale (5.33).

Teorema 5.3.7 (Invarianza per trasformazione di scala) Sia u(x,t) una qua-
lunque soluzione dell’equazione del calore (5.31) nel dominio —oco < x < 0.
Allora, qualunque sia X € R con A > 0, anche uy(x,t) = u(v/ Az, M) ¢ soluzione
del problema (5.31).

Le proprieta descritte nei teoremi 5.3.3-5.3.7, che abbiamo appena enuncia-
to, sono importanti perche permettono di scrivere la soluzione del problema
(5.31) in forma integrale. Cominciamo col costruire una soluzione particolare
dell’equazione del calore, soluzione corrispondente alla condizione iniziale

h(z) = hole) = { (1) t (5.34)
Notiamo che la funzione ho(x) € invariante per trasformazioni di scala; si ha
infatti ho(Az) = ho(x) per qualunque A > 0. Questa proprieta suggerisce di
cercare la soluzione del problema (5.31) tra le funzioni che rimangono inva-
rianti per trasformazioni di scala, cio¢ funzioni tali che uy(z,t) = u(v/ Az, At).
Si vede subito che queste funzioni sono del tipo u(x,t) = U(x//t); infat-
ti: uy(z,t) = u(V Az, M) = Uz /M) = Uz /1) = u(z,t). Introduciamo
quindi la variabile z = x/v4 Kt (il fattore 4K e stato introdotto per comodita)
e cerchiamo la soluzione nella forma u(x,t) = U(z). Abbiamo:

ou  1zdU
ot~ 2t dr
ou 1 dU
oxr VAKt dz
0*u 1 d?U

Ox? - 4Kt dz?
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Sostituendo nell’equazione del calore, otteniamo 1’equazione differenziale per
U(z):

d*U dU

—+ 22— =0

dz? e dz ’

la cui soluzione generale si ottiene facilmente per quadrature ed e
U(z) = AN;EHC(Z) + A,

dove Erf(z) e la funzione degli errori definita da

2 A
Erf(z) = —/ e " dt.
=7
I facile verificare che Erf(—z) =Erf(z), Erf(z) = (2/y/7)e™", lim._o, Erf(z) =

1 ed Erf(0) = 0. Ritornando alle variabili iniziali « e ¢, possiamo ora scrivere
la soluzione generale per la u nella forma

Nz x
t)=A—FErf | — As.
ety = Ay )

Per come e stata definita la variabile z, e chiaro che questa forma della soluzione
vale soltanto per ¢ > 0, e per imporre la condizione iniziale dobbiamo ricorrere
ad un procedimento di limite. Abbiamo per x > 0

1= lim u(x,t) = Alg + A,,

t—0t
mentre per x < 0 abbiamo
0= lim u(x,t) = —Al\/—E + A,,
t—0t 2

dove abbiamo usato che lim;_,g+ 2 = 400 e le proprieta della funzione degli
errori. Le costanti A; ed A; sono dunque date da Ay = 1//7m e Ay = 1/2.
La soluzione dell’equazione del calore con la condizione iniziale (5.34), che
chiameremo ug(x, 1), si scrive dunque

oz, t) = % {1 + Exf (\/Zﬂ” . (5.35)

Abbiamo allora il seguente

Teorema 5.3.8 La funzione

u(x,t) = / w(x — A Hh(N)dA, (5.36)
dove w(x,t) = dug/dx(x,t) ed ug € definita dalla (5.35), é Uunica soluzione
del problema (5.31).
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Dimostrazione. La funzione u(x,t) e soluzione dell’equazione del calore in
base ai teoremi (5.3.3)-(5.3.7). Dobbiamo soltanto verificare che soddisfi alla
condizione iniziale del problema (5.31), cioe che lim; o+ u(x,t) = h(x). A tale
scopo, riscriviamo la funzione u(x,t) definita in (5.36) nella forma:

u(x,t) = /w(:z; — AN Hh(AN)dA = /%(:p — A Dh(N)dN =
Jug
= — a—)\(:z; — AN Oh(N)dN =

= —[uolz =N ORN)]T, + /uo(:zj — N OR(N)dX =

= /uo(:zj — MR (N)dA

avendo supposto che lim, 1. ug(x,t)h(x) = 0. Per quanto riguarda la condi-
zione iniziale abbiamo quindi:

lim u(z,t) = lim [ wg(ax — A ¢)R (N)dA =

t—0t t—0t
/ho(:z; — MR (AN)dA = / h'(N)dX = h(x).
|
La funzione w(x,?) & data esplicitamente da
8u0 1 2 -
w(z,t) = —(z,t) = ———e " /1KY
(=,1) dx (=,1) VAT Kt

ed e detta funzione di Green per il problema (5.31). La soluzione (5.36) si puo
allora scrivere

1
ulx,l) =
(=%) VAT Kt

/ e~ AR B () d A (5.37)

5.3.4 L’equazione del calore in un mezzo semi-infinito

[’equazione del calore (o della diffusione) in un dominio semi-infinito si puo
formalizzare come:

s
ot e
u(x,0) = h(x)
w(0,1) = 0 (5.38)

per 0 < & < oo. La condizione al contorno u(0,t) = 0 non toglie generalita
al problema, come vedremo nella Sezione 8.3. Per risolvere questo problema,
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lo pensiamo come una restrizione ad = > 0 del problema (5.31) della sezione
precedente, con una condizione iniziale h(x) data da

) h(z), x>0
h(z)=<¢ —h(—2x), >0 (5.39)
0 x=0.

Indichiamo con @(x,t) la soluzione del problema cosi modificato. In base alla

(5.37), abbiamo

1 > 2 e s
a(x,t) = TV ERD L NN,

che, trasformando opportunamente I'integrale, puo essere posta nella forma

1
Var Kt

La soluzione del problema iniziale (5.38) e allora la restrizione di @(x,t) ad
x> 0:

u(x,t) =

/Oo {e(x—/\)2/(4Kt) _ (e N2/ (4K h(\)dA. (5.40)
0

u(x,t) = a(x,t), «>0. (5.41)

5.3.5 Stati stazionari

Ritorniamo ora alle equazioni (5.19)-(5.21) che descrivono la propagazione del
calore quando il coefficiente di conduzione termica e una costante scalare. Que-
ste equazioni governano 1’evoluzione temporale della distribuzione spaziale di
temperatura e la loro soluzione ¢ una funzione delle coordinate spaziali e del
tempo. Come vedremo anche nel capitolo 8, in molti casi si deve determinare la
distribuzione stazionaria di temperatura in un mezzo, distribuzione compatibi-
le con le condizioni al contorno e la conducibilita termica assegnate. In questo
caso, la funzione incognita da determinare e una funzione delle sole coordi-
nate spaziali e che deve soddisfare le equazioni stazionarie corrispondenti alle
(5.19)-(5.21). Ricaviamo dunque tali equazioni stazionarie direttamente dalle
(5.19)-(5.21), assumendo che la funzione incognita v non dipenda dal tempo;

otteniamo
d*u
0*u 0%
I 4
Ox? + 0y? 0 (5-43)
’u  0*u  O%*u
57 + o + 5.2 =0 (5.44)

per una funzione u(x), u(x,y) o u(x,y, z) rispettivamente di una, due o tre
variabili. Giungiamo cos1 ad un importante risultato:



Teorema 5.3.9 Le soluzioni stazionarie dell’equazione del calore sono solu-
zioni dell’equazione di Laplace.

Questo risultato e in realta un po’ piu generale, e comprende anche il caso in
cui la conducibilita termica sia un tensore, con componenti costanti. In questa
situazione, si deve prima operare una opportuna trasformazione di variabili,
che coinvolge la conducibilita termica stessa, per poter scrivere il membro di
destra della (5.23), con K costante, nella forma dell’operatore Laplaciano. Nel
caso in cul la conducibilita termica dipenda dalle coordinate spaziali, invece, la
trasformazione dell’equazione del calore stazionaria nell’equazione di Laplace
e possibile solo sotto condizioni particolari. Vedi gli esercizi 5.4.3 e5.4.4.

5.4 Esercizi

Esercizio 5.4.1 Dimostrare le proprieta di invarianza per I’equazione del delle onde
enunciate nei teoremi 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3.

Esercizio 5.4.2 Dimostrare le proprieta di invarianza per l'equazione del calore
enunciate nei teoremi 5.3.3, 5.3.4, 5.3.5, 5.3.6 e 5.3.7.

Esercizio 5.4.3 Scrivere la forma stazionaria dell’equazione del calore in tre di-
mensioni nel caso in cui la conducibilita termica sia data da:

(a) uno scalare K(z,y, z), dipendente dalle coordinate spaziali;

(b) un tensore diagonale K con componenti K;, Ky e K3, costanti e diverse tra
loro;

(c) un tensore diagonale K con componenti Kq(z,y, z), Ka(z,y,2) e Ks(z,y, z)
dipendenti dalle coordinate;

(d) un tensore non diagonale, simmetrico, K con componenti K;;(z,y,2), t,5 =
1,2, 3, costanti e diverse tra loro (tranne che per la relazione di simmetria);

(e) un tensore non diagonale, simmetrico, K con componenti K;;(z,y,2), t,5 =
1,2, 3, dipendenti dalle coordinate.

Esercizio 5.4.4 Verificare, in tutti i casi dell’esercizio precedente, se esiste un’op-
portuna trasformazione delle variabili z, y e z che permetta di scrivere 'equazione del
calore stazionaria in tre dimensioni nella forma dell’equazione di Laplace e, quando
esiste, determinare tale trasformazione.
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Capitolo 6

Equazioni del prim’ordine

6.1 Soluzione diretta del problema di Cauchy

La soluzione diretta consiste, quando ¢ possibile, nell’utilizzare la procedura
esposta nelle sezioni 3.1 e 3.2, cioe le equazioni (3.3)-(3.7).

Esempio 6.1.1 Consideriamo I’equazione del trasporto libero (3.17) introdot-
ta nell’esempio 3.4.1

Ju N Ju 0
N V— =
ot dx ’
con la condizione iniziale u(x,0) = h(x). I coefficienti a, b e ¢ che compaiono

nella forma generale (3.2) e (3.3) sono, per questo esempio, « = 1, b = v e
¢ = 0. Il sistema caratteristico (3.3) & quindi

1

0.8

Figura 6.1: Soluzione dell’equazione di trasporto (3.17) con la condizione iniziale

(6.2).

109
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dt/dr =
de/dr = v (6.1)
dz/dr = 0

mentre la rappresentazione parametrica (3.5) della curva I' diventa in questo

caso
t =

Il
w o

z = h(s).

La soluzione del sistema caratteristico (3.6), con condizioni iniziali t(s,0) = 0,
x(s,0) = s, 2(s,0) = h(s), e in questo caso

ts,7) = 7
(s, 7) = 0T+
z(s,7) = h(s).

Eliminando 7 ed s dalle equazioni, otteniamo

T =1
s = x—vt

e sostituendo nell’equazione per z, abbiamo la soluzione

z=u(x,t) = h(s(x,t)) = h(x — vt),

che riportiamo nella figura 6.1 con la condizione iniziale
h(z) =e"". (6.2)

Eliminando soltanto 7 dalle prime due equazioni, otteniamo 1’equazione della
famiglia delle proiezioni caratteristiche, + = vt + s, dove a ciascun valore del
parametro s corrisponde una curva della famiglia.

Esempio 6.1.2 Come secondo esempio, consideriamo 'equazione (3.18) del-

I’esempio 3.4.2
Ju Ju

— +tv—=u
ot + dx

con la condizione iniziale «(0,x) = h(z). Le curve caratteristiche sono date

dalle soluzioni del sistema

Y

dt/dr =
de/dT =
dz/dr =
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u(x,t)

Figura 6.2: Superficie integrale per I’equazione di trasporto (3.17) con la condizione
iniziale (6.2).

mentre la rappresentazione parametrica (3.5) della curva I' diventa in questo
caso

t = 0
r = s
z = h(s).

La soluzione del sistema caratteristico (3.6), con condizioni iniziali ¢(s,0) = 0,
x(s,0) = s, z(s,0) = h(s), e in questo caso

ts,7) = 7

(s, 7) = vT+s

z(s,7) = h(s)e".

Eliminando 7 ed s dalle equazioni, otteniamo

T =1
s = x—vt

e sostituendo nell’equazione per z, abbiamo la soluzione
z=u(x,t) = h(s(:z;,t))eT(x’t) = h(x — vt)ée',

che riportiamo nella figura 6.3 per la condizione iniziale (6.2). La famiglia delle
proiezioni caratteristiche ¢ la stessa dell’esempio precedente.
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25

20

Figura 6.3: Soluzione dell’equazione (3.18) con la condizione iniziale (6.2).

Esempio 6.1.3 Consideriamo ora 1’equazione (3.19) dell’esempio 3.4.3,

Ju Ju
o e T
con la condizione iniziale u(0,x) = h(x). Il sistema caratteristico e dato da
dt/dr = 1
de/dr = v (6.3)
dz/dr = z
mentre la rappresentazione parametrica (3.5) della curva I' diventa in questo
caso
t =0
r = 8
z = h(s).

La soluzione del sistema caratteristico (3.6), con condizioni iniziali t(s,0) = 0,
x(s,0) = s, 2(s,0) = h(s), e in questo caso

ts,7) = 7

(s, 7) = vr+s

2(s,7) = vr?/2 4 s7 + h(s).

Eliminando 7 ed s dalle equazioni, otteniamo

T =1
s = x—vt

e sostituendo nell’equazione per z, abbiamo la soluzione
2

z=ulz,t)= v; + (z —vt)t + h(x — vt).

La famiglia delle proiezioni caratteristiche e la stessa degli esempi precedenti.
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Esempio 6.1.4 Consideriamo ora il seguente problema di Cauchy per un’e-
quazione differenziale lineare del primo ordine: sia

:I;g—Z—I—(:I;Z—I—y)g—Z—I— <%—x>u:1
con la condizione al contorno u(1,y) = 0. I coefficienti a, b e ¢ che compaiono
nella forma generale (3.2) e (3.3) sono, per questo esempio, a = a(z,y) = «,
b=>b(z,y)=a2*4+yec=c(z,y,u) =1 —(y/z — x)u. 1l sistema caratteristico
(3.3) e quindi

de/dT = z

dy/dr = z*+y

dzfdr = 1—(y/z — )z

mentre la rappresentazione parametrica (3.5) della curva I' diventa in questo
caso

z = 1
y = s
z = 0

La soluzione del sistema caratteristico (3.6), con condizioni iniziali x(s,0) = 1,
y(s,0) = s, z(s,0) = 0, & in questo caso

(s, 7) = €
e*m 4+ (s —1)e”
z(s,7) = [1 — 6(1_5)7] [(s—1).

<

—
VA
-

~—
Il

Eliminando 7 ed s dalle prime due equazioni, otteniamo la soluzione

X

S [1 @)
y—

z=ulz,y) =

Eliminando invece T dalle prime due equazioni soltanto, otteniamo ’equazione
della famiglia delle proiezioni caratteristiche y = 2% + (s — 1)x.

Esempio 6.1.5 (Equazione di Burgers) Vediamo ora di applicare il me-
todo di questa sezione ad un esempio non lineare: 1’equazione di Burgers
(3.20)

Ju du 0

o "ox

con la condizione iniziale (0, 2) = h(x). Il sistema caratteristico e dato da

dt/dr =
de/dT = =z (6.4)
dz/dr = 0
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mentre la rappresentazione parametrica (3.5) della curva I' e

t =0
r = 8
z = h(s).
La soluzione del sistema caratteristico, con condizioni iniziali ¢(s,0) = 0,
x(s,0) = s, 2(s,0) = h(s), e
ts,7) = 7
(s, 7) = h(s)T+s (6.5)
z(s,7) = h(s).

L’eliminazione di 7 ed s dalle equazioni e fattibile solo in modo implicito, a
causa della nonlinearita dell’equazione. Otteniamo

T =
{S—I—th(s) = x (6.6)

e sostituendo nell’equazione per z, abbiamo la soluzione in forma implicita
z=z(s(x,t)) = u(x,t) = h(x — tu).

Da quest’ultima espressione riusciamo ad estrarre qualche proprieta notevole
della soluzione. Derivando rispetto ad x abbiamo infatti

Qu _0h  0houw _dh  dh (  Ou
or 9z Touor ds T as\lar )
ovvero
u _ dh/ds
8:1;_1—|—tdh/d3

dove, nelle due ultime uguaglianze, la variabile s prende il valore s = = — tu.
Vediamo dunque che, se dh/dz < 0 in qualche intervallo del dominio, ¢ possibile
che esista un tempo ¢t = —1/h’(sg), per un qualche sq, tale che la derivata
Ou/dz diventi infinita. In corrispondenza a tale istante di tempo ¢, si dice che

(6.7)

la soluzione u subisce un fenomeno di catastrofe (nel gradiente). Nell’esempio
6.4.1, illustreremo questo fenomeno per una scelta particolare della funzione

h.

6.2 Metodo delle caratteristiche

Il metodo delle caratteristiche consiste nel valutare la variazione della funzione
incognita sulle curve caratteristiche ed integrare I’equazione lungo di esse. Il
metodo si applica bene quando i coefficienti a e b dell’equazione differenziale
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(3.2) non dipendono da wu. In caso contrario, il metodo e ancora teoricamente
corretto, ma il suo utilizzo per ottenere la soluzione risulta molto pit compli-
cato. Il metodo delle caratteristiche e del tutto equivalente al metodo esposto
nella sezione precedente, che abbiamo chiamato metodo diretto per la soluzio-
ne del problema di Cauchy. Ne descriviamo brevemente i tratti essenziali e lo
illustriamo con qualche esempio. Sia

Ju Ju
a(xvy)a_x—l_b(xvy)a_y = c(:z;,y,u) (68)

I’equazione differenziale da risolvere e sia

r = a(7)
y = y(7) (6.9)
z = z(7)

la rappresentazione parametrica di una curva caratteristica. Se indichiamo con

U(7) = u(a(r),y(7)).

1 valori assunti dalla funzione u lungo la caratteristica, la variazione di U lungo
la caratteristica stessa e data da

T = ey Gl (7)) + Wl u(r) G el () =

= c(a(r),y(r),U)=C(r,U).

[’equazione differenziale alle derivate parziali (6.8) per la funzione u(x,y) e
stata cosi ridotta ad un’equazione differenziale ordinaria per la funzione U(7).
Sia U = U(r, ) lintegrale generale di questa equazione. Per determinare la
costante d’integrazione ¢, dobbiamo usare il dato di Cauchy (3.5) per la fun-
zione u sulla curva I'. Ad esempio, se vogliamo trovare la soluzione u nel
punto (x,y) del piano, dobbiamo considerare la curva caratteristica passante
per (x,y) e percorrerla all’indietro fino ad incontrare la curva I'. La forma-
lizzazione generale del metodo e, da questo punto in poi, poco significativa,
e quindi lo vedremo caso per caso negli esempi. Va comunque menzionato
che, siccome ora le variabili # ed y indicano il punto del piano nel quale si
cerca la soluzione, e non il punto generico sulla caratteristica, e opportuno
indicare il punto generico sulla caratteristica con delle nuove variabili, £, n e (.
In realta e sufficiente considerare le proiezioni caratteristiche sul piano (x,y),
quindi ometteremo la variabile ¢ d’ora in poi. Riscriviamo dunque il sistema
caratteristico (3.3), limitatamente alle prime due equazioni, al modo seguente:

df/dr = a(&n)
{dn/dT = b(&m). (6.10)

Nel seguito, indicheremo con &(7,x,y) ed n(r,x,y) la soluzione del sistema
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tA
(xt)
€ (1 tx)
n(ttx))
(0,1 x) x
n(0,tx))

Figura 6.4: Caratteristica per un problema evolutivo.

(6.10) che passa per (x,y). La condizione di passaggio per (z,y) si traduce in un
insieme di condizioni iniziali per il sistema (6.10), che vedremo nei vari esempi.
Nel caso dei problemi di evoluzione temporale (3.10)-(3.11), tali condizioni si
riducono a &(¢,t,2) = x con 7 = t. Nella figura 6.4 illustriamo la situazione
per il problema evolutivo.

Esempio 6.2.1 Consideriamo nuovamente ’equazione (3.17) del trasporto

libero
Ju ou 0
oo T
con la condizione iniziale u(x,0) = h(x) e sia £(7,1, ) la soluzione del sistema
caratteristico (6.1) con la condizione iniziale £(f,¢,2) = a: £ = @ 4+ v(7 — 1).
[’equazione (3.17), esprime semplicemente la variazione della funzione u lungo
la caratteristica, e la possiamo riscrivere nella forma

dU
= 0 (6.11)
che e la forma che 'equazione (3.17) prende in un sistema di riferimento viag-
giante con velocita v. Il membro di sinistra di questa equazione da la derivata
totale della funzione u lungo la caratteristica e ’equazione stessa esprime il
fatto che u rimane costante sulla caratteristica. La soluzione si puo allora
formalmente scrivere come

u(x,t) = u(é(x,t,0),0)
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e cioé

u(x,t) = u(x —vt,0).

Esempio 6.2.2 Come secondo esempio, consideriamo nuovamente I’equazione

(3.18) dell’esempio 3.4.2
Ju du
o o
con la condizione iniziale u(0,2) = h(z). Le curve caratteristiche sono date
dalle soluzioni del sistema

Y

dt/dr =

de/dT = v

dz/dr = =z
e I’equazione differenziale che esprime la variazione di u lungo la caratteristica
diventa

U

—=U
dr ’

la cui soluzione generale e
U(r)=U(0)e".

La soluzione del sistema caratteristico,

dn/dr =
dé/dr = v,

con la condizione n(t,t,x) =te (t,t,x) =x,en=17ef =x+v(r—1). La
soluzione ¢ dunque

u(t,z) = u(n(0,t,2),£(0,t,7))e" = h(z — vt)e',

consistente con la soluzione dell’esempio 3.4.2.

Esempio 6.2.3 Consideriamo ora 1’equazione (3.19) dell’esempio 3.4.3,

Ju N Ju
— tv—=ux
ot dx ’
con la condizione iniziale u(0,2) = h(x). Il sistema caratteristico, scritto

direttamente nelle variabili £ ed n e

dn/dr = 1
dé/dr = v

cioe lo stesso dell’esempio precedente. La caratteristica che passa per (¢, )

e pertanto ancora n = 7 e £ = 4+ v(7 —t). La variazione di u lungo la
caratteristica e data ora da
dU

E :f(T,t,Ji) :J}—I-U(T—t),
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la cui soluzione & )

Ulr) = (x — vt)r—l—v% + U(0)
ovvero, con 7 =,
2

t
u(t,z) = (x —vt)t + v§ + h(x —ot),

consistente con la soluzione ottenuta nell’esempio 3.4.3.

6.3 Metodo delle trasformate di Fourier

Il metodo delle trasformate di Fourier si applica quasi esclusivamente alle equa-
zioni lineari a coefficienti costanti. In presenza di termini non lineari o di coef-
ficienti variabili, il suo utilizzo puo talvolta essere possibile con modifiche od
accordimenti particolari, da considerare caso per caso.

Esempio 6.3.1 Consideriamo nuovamente 1’ equazione del trasporto libero

(3.17)

ou N ou _0
ot U@:L' -
nel dominio —co < & < 400 e con la condizione iniziale u(x,0) = h(z).

Introduciamo innanzitutto la trasformata di Fourier della funzione incognita
u seguendo la definizione usuale

1 o :
u(x,t) = E/ u(k, t)e* dk,

1 o .
a(k,t) = — e M da,
u(k,t) \/%/_Oou(x Je z

sotto l'ipotesi che la funzione v ammetta trasformata di Fourier per ogni t.
Operando con la trasformata di Fourier direttamente sull’equazione (3.17)
otteniamo un’equazione per u,

con l'inversa

2_1; + tkvu = 0, (6.12)
di facile risoluzione:
Uk, t) = Gk, 0)e= ™" = h(k)e™ ™, (6.13)

dove }L\(k) e la trasformata di Fourier di h(x). Antitrasformando:

(o t) = % /_Oo lk, 1) dk
- % /_Oo ik, )™= — y(z — vt,0) = h(x — vl),
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che fornisce nuovamente il risultato dell’esempio 6.1.1.

Esempio 6.3.2 Consideriamo ora 1’equazione (3.18) dell’esempio 3.4.2
Ju N Ju
— 4 v—=u
ot dx ’
con la condizione iniziale u(x,0) = h(x). Introduciamo innanzitutto la trasfor-
mata di Fourier della funzione incognita u,

t zkxdk
(:1; \/ 27 /
con l'inversa
k,t) t)e ke,
wlk, T Vo /

sotto l'ipotesi che la funzione u ammetta trasformata di Fourier per ogni ¢.
Operando con la trasformata di Fourier direttamente sull’equazione (3.18)
otteniamo un’equazione per u:

ou PR

— +ikvu=1u

ar * ’
ovvero 90

u

— + (thv — 1)u = 0.

La soluzione &

o~

Uk, 1) = Gk, 0)e0 =)0 = R(f)et=Ho)
dove }L\(k) e la trasformata di Fourier di h(x). Antitrasformando:

u(z,t) = \/ﬂ/ et dk

0)€i (ac—vt)et — U(l’ . Ut, O)Gt — h(gj — Ut)et

E/_m ik, 0)e

che e la stessa soluzione ottenuta con gli altri metodi.

Y

Le equazioni differenziali degli altri esempi svolti nelle sezioni precedenti non
si possono affrontare con il metodo delle trasformate di Fourier.

6.4 Ulteriori applicazioni

Esempio 6.4.1 (L’equazione di Burgers) In questo esempio, vogliamo il-
lustrare la soluzione dell’equazione di Burgers (3.20)
Ju Ju
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0.5

A
2 -1 1 )
X

Figura 6.5: Condizione iniziale h(z) per 'equazione di Burgers.

con una condizione iniziale particolare, che permette la risoluzione esplicita del
sistema caratteristico (6.4) o (6.5).

Sia dunque

[ 1-z], Jel <1
h(z) _{ 0 o (6.14)

mostrata nella figura 6.5. L’equazione (6.6), che da la soluzione del sistema
caratteristico (6.4) ancora in forma implicita, diventa dunque

T =
{ h(s) = (e—s)ft (6.15)
con h(s) data dalla (6.14).

x=-15 x=-1 x=-0.2 X\ x=1

/_‘
P
N
wv

_2 \ _\ \
Figura 6.6: Equazione di Burgers: soluzione grafica del sistema caratteristico per
t=0.2.

x=0.2 x=0.5 x=1.5

Determiniamo il valore di s aiutandoci con un metodo grafico. La seconda
equazione del sistema, che dovrebbe dare s in funzione di x e t, puo essere
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considerata come ’equazione risolutiva del sistema

{y = h(s)

y = (e=s)/t

che fornisce le intersezioni della curva y = h(s), fissa nel piano (s, y) con la cur-
vay = (x —s)/t, che & una retta del piano (s,y), la cui configurazione dipende
da x e da t. Consideriamo dapprima il caso di ¢ piccolo (quantificheremo in
seguito “quanto” piccolo). Per questi valori di ¢, la retta in questione forma
un angolo grande e negativo con I’asse s, ed al variare di x otteniamo un fascio
di rette parallele, ciascuna delle quali interseca la funzione h(s) in uno ed un
solo punto, come mostrato in figura 6.6. Le intersezioni ad —1 < s < 0 sono
pertanto date dalla soluzione del sistema

ARy

r—1

s = :

t+1

Questa soluzione per s esiste fino a quando —1 < (x —t)/(t + 1) < 0, ovvero

—1 < x <t. Per x =t si ha s =0 e, per valori di x tali che z > t si devono
considerare le intersezioni ad 0 < s < 1, date dalla soluzione del sistema

AR

che e

(6.16)

che e ;
—
= 6.17
T (6.17)
che esiste fino a quando 0 < (x —t)/(1 —t) < 1, ovvero t < & < 1. Le
intersezioni con |s| > 1 ed h(s) = 0 corrispondono ai valori di = tali che

|z| > 1. In conclusione, per questi valori “piccoli” di ¢, la soluzione u(x,t) =
z(s(x,t), 7(x, 1)) = h(s(x,t)) dell’equazione di Burgers data dal sistema (6.5),
diventa:

e per —1 < & < t, s & negativo ed e dato dalla (6.16), pertanto h(s) =
l+s=(x+1)/(t+1) ed abbiamo

:1;—|—1‘

u(x,t) = t—l_—l,

(6.13)

e pert < a <1, sepositivo ed e dato dalla (6.17), pertanto h(s) =1—s =
(x —1)/(t = 1) ed abbiamo

r—1

t—1’

u(x,t) = (6.19)
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u(x,t)

AN
-1 X 1 4

Figura 6.7: Soluzione dell’equazione di Burgers (3.20) per ¢t = 0, 0.25, 0.5, 0.75 e 1.

e per |z| > 1 invece abbiamo

u(x,t) =0. (6.20)

La soluzione (6.18)-(6.20) e illustrata nella figura 6.7, per diversi valori di ¢: il
punto angoloso nel massimo della funzione si sposta verso destra al crescere di
t, la pendenza della retta a sinistra del massimo diminuisce e la pendenza della
retta a destra aumenta. Come ¢ si avvicina ad 1, la pendenza tende all’infinito
ed in corrispondenza a ¢t = 1 la soluzione subisce un salto per x = 1, cioe
diventa discontinua. Questo ¢ un esempio di un fenomeno chiamato catastrofe.
E chiaro, dunque, che la soluzione che abbiamo costruito considerando valori
di ¢t “piccoli” vale fintanto che ¢ < 1. Per ¢ > 1, la pendenza delle rette
di equazione y = (x — s)/t e piu vicina all’orizzontale e, come si vede dalla
figura 6.8, le intersezioni con la funzione y = h(s) possono essere multiple e la
soluzione in senso convenzionale non esiste.

N

S

AN
1 45

x=1.25

Figura 6.8: Equazione di Burgers: soluzione grafica del sistema caratteristico per
t=1.5.
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Esempio 6.4.2 (Il Problema del traffico) Le equazioni differenziali alle de-
rivate parziali del prim’ordine stanno alla base di alcuni modelli che descrivono
il traffico veicolare su una strada. Consideriamo qui un modello unidimensio-
nale molto elementare e primitivo. Supponiamo di avere un flusso di auto-
mobili in una sola direzione lungo un tratto di strada, che supponiamo privo
di entrate o uscite; non consideriamo inoltre la possibilita che le automobili
eseguano sorpassi. Come si vede, un modello cosi costruito e molto elementare
e poco realistico; esso e tuttavia utile per capire come un modello continuo
descriva alcuni fenomeni elementari. Ed e ovviamente utile ed interessante
come applicazione delle tecniche risolutive delle equazioni del prim’ordine. Sia
x un’ascissa introdotta lungo la strada e sia ¢ il tempo. Le grandezze fonda-
mentali in questo modello sono la densita dei veicoli lungo la strada, p(z,t), e
la loro velocita v(x,t). Sotto le condizioni enunciate sopra, se consideriamo un
tratto di strada compreso tra le ascisse # — Az /2 e v + Az /2, la variazione del
numero di macchine in quel tratto nell’unita di tempo e data dalla differenza
tra il flusso entrante ad @ — Az /2 ed il flusso uscente ad « + Az /2. Il numero
di macchine nel tratto considerato e p(x,t)Ax, e quindi, indicando con I'(x, )
il flusso, abbiamo

@A:p =I(x — Ax/2,t) = I'(x + Az /2,1)

ot
che, al limite per Az — 0, diventa
dp ar
o 21
ot dx (6:21)

Il flusso I' € puramente convettivo ed e dato da I'(x,t) = p(a,t)v(x,t); per ot-
tenere I'equazione di evoluzione per la densita p, dobbiamo dunque esprimere
la velocita v(x,t) in funzione di p(x,t). Il modello piu semplice ed intuitivo
che possiamo formulare prevede che quando la densita delle macchine e nulla,
cioe p = 0, le (poche !!) macchine presenti viaggiano alla massima velocita
consentita vy, mentre quando la densita raggiunge un valore critico (o mas-
simo) p. le macchine non si muovono, cioe v = 0. Se supponiamo che v varii
linearmente con p tra p = 0 e p = p., perveniamo all’espressione

v(z,t) = var (1 - ﬁ) . (6.22)

Pe

Sostituendo questa espressione nell’equazione del traffico (6.21), otteniamo

@+UM<1—2ﬁ>@—0.

ot pe) Ox
Introducendo come incognita la funzione w(x,t) = p(x,t)/p., quest’ultima
diventa p p

L oon (1 —2u) 2 =0, (6.23)

ol dr
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che ¢ molto simile all’equazione di Burgers'. Sia infine u(z,0) = h(z) la

condizione iniziale. Il sistema caratteristico e

dt/dr = 1
de/dr = vy (1 —22) (6.24)
dz/dr = 0

mentre la rappresentazione parametrica (3.5) della curva I' e

t =0
r = 8
z = h(s).
La soluzione del sistema caratteristico, con condizioni iniziali ¢(s,0) = 0,
x(s,0) = s, 2(s,0) = h(s), e
ts,7) = 7
(s, 7) = vy (1l —2h(s))T+s (6.25)
z(s,7) = h(s).

L’eliminazione di 7 ed s dalle equazioni e fattibile solo in modo implicito, a
causa della nonlinearita dell’equazione. Otteniamo

T =
{S+tvM(1—2h(s)) — (6.26)

Sostituendo il valore di s cosi trovato nell’equazione per z, abbiamo la soluzio-
ne, ancora in forma implicita,

z = h(s(x,t)) = u(a,t).

Per determinare il valore di s in funzione di x e ¢, aiutiamoci nuovamente con
un metodo grafico. La seconda equazione del sistema (6.25) puo essere scritta

hs) = % (1 _r- 5) (6.27)

UMt

come

che puo essere considerata I’equazione risolutiva del sistema
{ y = hs)
y = yl(s)

vis) = % (1 - xv];t8> '

Lo studente & invitato a trasformarla nell’equazione di Burgers con un opportuno
cambiamento di variabili.

con
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h(x) AN
05
‘ ‘ ‘ \,
-2 -1 1 2
X
Figura 6.9: Condizione iniziale h(z) per l'equazione del traffico (prima
applicazione).
La seconda equazione del sistema rappresenta la retta y = y;(s) del piano

(s,y), la cui configurazione dipende da x e da t, e le sue intersezioni con la
curva y = h(s) danno la soluzione grafica del problema.

Consideriamo ora, come prima applicazione del modello, la condizione iniziale
(2/5)?
h(z) = a+ (8 —a)e 0/

corrispondente ad un intasamento formatosi sulla strada in corrispondenza
al valore # = 0. Per |z| grande (lontano dall’intasamento) la densita tende
ad un valore asintotico, p = ap., mentre essa raggiunge il massimo, p =
Bpe, nell’origine. Ovviamente, supponiamo che sia J < 1. Questa condizione
iniziale e riportata nella figura 6.9 per a« = 0.1, = 1 e § = 0.5. Come
abbiamo fatto nel caso dell’equazione di Burgers, consideriamo dapprima il
caso di ¢ piccolo. Le rette y = y;(s) hanno pendenza quasi verticale e positiva.
La risoluzione grafica del problema, con vy = 50 km/h, ¢ illustrata in figura
6.10, dove si vede che, per ciascun valore di z, si ha una ed una sola intersezione
tra la retta y = y1(s) e la curva y = h(s). Notiamo che il massimo del profilo
di densita, che si raggiunge quando l'intersezione avviene per s = 0, si sposta
a valori negativi di x, sempre piu lontani dall’origine al crescere di ¢.

Al crescere di t, la pendenza delle rette y = y;(s) diminuisce e ad un tempo
t =T esiste una retta della famiglia y = y;(s) che risulta tangente alla curva
y = h(s). Questo succede quando I'equazione h'(s) = y;(s) ammette soluzione
ovvero, esplicitando 1 termini,

ﬁ — —( /5)2 1
_9o = 5/0)° — 6.28
52 5¢ QUMt ( )

I due membri di questa equazione sono illustrati graficamente nella figura 6.11.
Per t piccolo, la retta che rappresenta il membro di destra non interseca la
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x=-1.5 x=-1 y - x=1

Figura 6.10: Equazione del traffico (prima applicazione): soluzione grafica del si-
stema caratteristico per ¢ = 0.002. Le rette corrispondono ad z = —1.5, —1, —0.5,
—0.1,0.4, 1 ed 1.5

N

/\
7 \

Figura 6.11: Equazione del traffico (prima applicazione): condizione di tangenza.
le rette rosse corrispondono a t = 0.0055, 0.00646 e 0.012.

curva; al crescere di t la retta si avvicina all’asse orizzontale e, per ¢t = T, si ha
la condizione di tangenza. Un semplice studio della funzione y = h'(s) mostra

che
VU
2o0m V208 — a

Per questo valore di ¢, il profilo u(x, T') acquisisce una pendenza infinita, si ha

cioe,

du

a—x(l’o, T) = 00,
dove x = xg e il valore di = al quale avviene 'intersezione tangente. Questo e
un esempio di catastrofe, del tutto analoga alla catastrofe che abbiamo visto
con 'equazione di Burgers, vedi (6.7). Lo possiamo anche dimostrare in modo
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analogo, a partire dalla soluzione formale u(x,t) = h(s(x,t)); siccome

Ou Js
— ) —
o W(s(eat)
dobbiamo valutare ds/dx. Derivando la seconda equazione del sistema (6.26)
abbiamo P P
s s
— — 2oy h'(s)=— =1
Ox oM (8)8:1;
ovvero
Js 1

or 11— 2toph!(s)

che ha una singolarita quando 1 — 2tvph/(s) = 0, che e proprio I'equazione

(6.28) studiata sopra.
!/
/
!/
/
A

Figura 6.12: Equazione del traffico (seconda applicazione): risoluzione grafica. Le
rette rosse corrispondono ad z = —1, —0.5, —0.2, 0, 0.2, 0.5 ed 1.

W

La comparsa della singolarita non e ovviamente una caratteristica della situa-
zione reale, ma e soltanto una conseguenza del modello, molto approssimato e
molto primitivo, che abbiamo adottato. Un modello del traffico piu sofisticato
e piu realistico dovrebbe tener conto di molti altri fattori, tra cui, ad esempio,
il tempo di reazione dei conducenti.

Consideriamo ora una seconda applicazione, con una condizione iniziale che
corrisponde alla distribuzione veicolare in prossimita di un semaforo rosso,
subito prima che questo passi al verde. Sia x = 0 la posizione del semaforo.
La condizione iniziale, in questo caso, prevede una densita massima p. per
x < 0 ed una densita nulla, p = 0, per > 0, quindi

h(z) = O(—x), (6.29)

con O(x) la funzione di Heavyside. L’equazione risolvente (6.27) diviene ora

@@ﬂ):1<1—x_3>, (6.30)

UMt
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la cui risoluzione grafica e illustrata in figura 6.12 per { = 0.004. Come nel
caso precedente, la pendenza delle rette ¢ positiva e diminuisce al crescere di ,
mentre il valore di x determina le intercette delle rette con gli assi coordinati:
al crescere di x le rette si spostano verso destra nel disegno. Per x < 0 e grande
in valore assoluto, I'intersezione con la funzione h(s) avviene per s < 0 con
h(s) = 1. Analogamente, per @ > 0 e grande, abbiamo s > 0 con h(s) = 0. Il
valore massimo di & per cui si ha h(s) = 1 e dato dall’equazione (6.30) ponendo
s =0 con O(0) = 1; si ottiene cosi @ = —vpt. Analogamente, il valore minimo
di @ per cui si ha h(s) = 0 si ottiene dalla stessa (6.30) ponendo s = 0 con
O(0) = 0; si ottiene cosi @ = vpst. Riassumendo, abbiamo

L < —upt
u(x,t) = { 0. > vt (6.31)
N
]
5
N\
-2 -1 1 2

X

Figura 6.13: Equazione del traffico (seconda applicazione): condizione iniziale
modificata h.(x)

Rimane da determinare la soluzione per —vyt < = < wpt; per questi valori
di x, le soluzioni del sistema risolvente (6.30) corrispondono alle intersezioni
di rette quali quella tratteggiata sul disegno con la condizione iniziale e so-
no quindi indeterminate. Per determinare la soluzione in questo intervallo di
valori di = facciamo ricorso ad un artificio, modificando leggermente la con-
dizione iniziale. Invece della funzione h(x) data dalla (6.29), consideriamo la
condizione iniziale di figura 6.13 e data da

1, r < —¢€
he(z) =< —a/e, —e<a<0 (6.32)
0, x>0

e sia u.(x,t) la soluzione dell’equazione del traffico con la condizione iniziale
(6.32). Siccome lim._o he(x) = h(x), se il limite non e singolare avremo anche
limeo ue(x,t) = u(x,t) ed avremo cosi la soluzione del problema originario
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uxt) N (A) vixt) P (B)
1 1
0 0
AN AN
>
2 1 1 2 -2 -1 1 2
X X

Figura 6.14: Equazione del traffico (seconda applicazione): (A) soluzione u(z,t) e
(B) velocita v(z,t)/va per t = 0 (giallo), 0.001 (verde), 0.003 (blu), 0.005 (rosso),
0.007 (nero) ore

nell’intervallo —vpt < @ < vyt. L’equazione risolvente (6.27) corrispondente
alla condizione iniziale h, e:

r — S
1:—<1— ),3<—e
2 UMt

—_

3 1 T — 38
——==1-= , —e<s <0
e 2 vprt
1 T — S
0=—-11-— s> 0
2 UMt
la cui soluzione e
x4 vprt, T < —vpyt —€
s=1q €lz—opt)/Lupt+e), —vyt —e<a < vyt
x — vprt, x > vyt

La soluzione u.(x,t) = h.(s(x,1)) diventa allora

1, < —oyl —¢
uc(x,t) =< —(x —ovpt)/(2upmt +€), —vmt —e < a < vyt
0. T > vyt

I limite € — 0 & chiaramente regolare ed abbiamo (vedi figure 6.14)

1, T < —vpt
u(z,t) =9 —(x—omt)/(2umt), —omt <z < vyt (6.33)
0. T > vyt

L’interpretazione della soluzione e ovvia; come il semaforo passa dal rosso al
verde, il blocco di macchine dietro il semaforo si svuota gradualmente e la
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densita dopo il semaforo aumenta. L’andamento lineare attorno alla zona del
semaforo e conseguenza della linearita e della semplicita del modello adottato;
modello che comunque riesce a riprodurre il ritardo, ben noto dall’esperienza,
con cui le macchine ripartono dopo lo scattare del verde: pitu lontano ci si trova
dal semaforo, piu tempo si rimane fermi prima di ripartire dopo che il semaforo
e diventato verde. La velocita subisce un analogo fenomeno di ritardo: una
macchina che si trova inizialmente ad una certa distanza dal semaforo rimane
ferma per un intervallo di tempo, poi aumenta linearmente la sua velocita fino
a raggiungere la velocita massima dopo aver oltrepassato il semaforo.

Esempio 6.4.3 (La rottura di una diga) In questo esempio, consideriamo
cosa succede all’acqua di un bacino artificiale quando si verifica ’evento ca-
tastrofico della rottura della diga che trattiene ’acqua all’interno del bacino.
Questo e un esempio di applicazione di un sistema di equazioni differenziali del
prim’ordine alle derivate parziali. In questo corso, non abbiamo trattato orga-
nicamente i sistemi di equazioni differenziali, ma sara sufficiente ’'uso attento
dei concetti finora acquisiti, unito ad un po di intuizione fisica, per ottenere
la soluzione. Ovviamente, nel formulare il modello, faremo qualche ipotesi
semplificativa, che permette di scrivere equazioni differenziali semplificate.

N

hexo) B

4/9)

A

N 4

2 -1 x 1

Figura 6.15: Condizione iniziale h(z,0)/H (linea continua) ed andamento
qualitativo della soluzione h(z,t)/H (linea tratteggiata) per il problema della diga.

Consideriamo un bacino d’acqua che, all’istante iniziale, occupa la regione di
spazio @ = {(z,y,z) : 2 > 0, —c0o <y < 00,0 <z < Hlesiaax =0la
posizione della diga (vedi figura 6.15). All'istante ¢ = 0 la diga si rompe e
la massa d’acqua comincia a fluire nella direzione delle = negative, svuotando
allo stesso tempo il bacino ad x positive. Saremo interessati a determinare
la velocita di avanzamento del fronte d’acqua ad x negative e la velocita di
svuotamento del bacino ad x positive. La situazione e raffigurata qualitativa-
mente dalla linea tratteggiata nella figura 6.15, dove abbiamo indicato con A il
punto di avanzamento del fronte d’acqua e con B il punto di svuotamento del
bacino. Supponiamo che 'unica direzione rilevante sia quella lungo 'asse = e
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supponiamo anche che la profondita della massa d’acqua lungo z sia trascura-
bile rispetto alla sua estensione lungo le altre direzioni. Sotto queste ipotesi,
il movimento di un elemento di fluido situato alla posizione x e ad altezza z ¢
governato dalle equazioni di “shallow water” (o dei fondali bassi)

0 0
%(U—I-QC) + (u—I—C)%(lHr?C) =0 (6.34)
a(u —2¢) + (u— c)a—x(u —2¢) =0, (6.35)

dove u = u(x,t) e ¢ = ¢(x,1) sono le funzioni incognite, con u la velocita di

un elemento di fluido e ¢ = \/hg, con h(z,?) la profondita e g I'accelerazione

di gravita. Le condizioni iniziali sono u(x,0) = 0 per ogni = e ¢(x,0) = 0 per

r<0ec(x,0)=+/gH = ¢y per x > 0. Introducendo le variabili ausiliarie
v=u-+2c

w=u— 2c,

le equazioni (6.34) e (6.35) si possono scrivere nella forma

ov N 3v 4+ wdv B
ol 4 Oz
Jw N v+ 3w Jw B
ol 4 gxr
cul si associano 1 sistemi caratteristici
dt/dr = 1
de/dr = (3v+4w)/4 (6.36)
dv/dr = 0
e
dt/dr = 1
de/dr = (v+3w)/4 (6.37)
dw/dr = 0.
Le curve I' delle condizioni iniziali sono date da
t =0
r = s (6.38)
vo= wvo(s)
e
t =0
r = s (6.39)
w = ws)
dove

0, x <0

vo(x) = v(z,0) = u(x,0) + 2¢(z,0) = { 2, >0



132 Parte 1I: Soluzioni analitiche

0, x <0

) = wles0) = u(e0) —2ee,0) = { ¥y TS0

Sulle curve caratteristiche descritte dal sistema (6.36) la granzezza v(x,t) e
costante, e le chiameremo pertanto v-caratteristiche; analogamente, chiamere-
mo w-caratteristiche le caratteristiche descritte dal sistema (6.37). I sistemi
caratteristici sono non lineari, tuttavia riusciamo a risolverli facendo ricorso ad
un po’ di intuizione fisica. Cominciamo col determinare le curve caratteristiche
su cui si muovono 1 punti A e B della figura, cioe il fronte di avanzamento del-
I’acqua ed il punto di svuotamento del bacino. Il punto A si trova ad = < 0 ed
il punto B ad = > 0 e si muovono rispettivamente verso sinistra e verso destra.
Ovviamente, entrambi percorrono caratteristiche che partono dall’origine. Di-
mostriamo prima di tutto che il punto A si trova su una w-caratteristica ed il
punto B su una v-caratteristica.

Per il punto A abbiamo ¢(xz,t) = 0 e pertanto v(z,t) = w(x,t) = u(x,t).
Supponiamo, per assurdo, che il punto A si trovi su una v-caratteristica. Ne
segue che, essendo v costante su una v-caratteristica, anche w deve essere

costante sulla caratteristica cui appartiene il punto A; il sistema (6.36) si
integra quindi facilmente ottenendo il sistema risolutivo

xr = vt+s
vo= vg(s),

{ vo= (e-9)/t (6.40)

vo= wls),

ovvero

la cui risoluzione grafica e illustrata nella figura 6.16. Siccome cerchiamo so-

Vol

2 2¢q

x<0 x>cot

S

AN
-2 -1 0 1 2
x=0 X=C0t

Figura 6.16: Soluzione grafica del sistema (6.40).

luzioni corrispondenti ad x negative, ed x/t e I'intercetta all’origine delle rette
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parallele rappresentate dalla prima equazione del sistema risolutivo (6.40), ve-
diamo che che le rette con intercetta negativa intersecano vg(s) per valori s < 0,
dove si ha vo(s) = 0. Quindi, si dovrebbe avere u(x,t) = v(x,t) = 0, che non
e il caso del punto A. Dunque il punto A appartiene ad una w-caratteristica.
Il sistema risolutivo corrispondente al sistema caratteristico (6.37) € in questo
caso

{x = wits (6.41)

w = wes),
ovvero
= (z—s)/t

wo= (z=s)f (6.42)

w = wo(s),
la cui risoluzione grafica e illustrata nella figura 6.17. Nuovamente, cerchiamo
intersezioni che corrispondono ad x negative e con w # 0. La retta che cer-
chiamo e pertanto quella che interseca wo(s) per s = 0 con w = —2¢y. Per tale
retta si ha, dal sistema risolutivo, —2¢y = x/t e quindi

x = —2cot (6.43)

e I’equazione della caratteristica cui appartiene il punto A. Il punto A si muove
pertanto verso sinistra con velocita costante pari a —2cg.

Consideriamo ora il punto B. Per esso si ha u(x,t) = 0 e ¢(x,t) = ¢o, € dunque
v(x,t) = —w(ax,t) = 2¢(x,t). Supponiamo, per assurdo, che B si trovi su una
w-caratteristica. Il sistema risolutivo per le w-caratteristiche e in questo caso

{ w = 20— s)/t

w = wo(s).

In questo caso, cerchiamo intersezioni ad @ > 0; nuovamente, siccome 2z /t ¢
I'intercetta all’origine delle rette descritte dalla prima delle equazioni, questo
deve avvenire a valori di s tali che wo(s) = —2¢g. La prima di tali rette e
quella che da s = 0 come soluzione; sostituendo, si vede che, per tale retta,
si ha @ = —cpt, in contraddizione col fatto che il punto B ha ascissa positiva.
Dunque, B sta su una v-caratteristica. Il sistema risolutivo e in questo caso

oz o

e la risoluzione grafica e illustrata nuovamente nella figura 6.16. Nuovamente,
cerchiamo intersezioni che corrispondono ad x positive e con v # 0. La retta
che cerchiamo e pertanto quella che interseca vo(s) per s = 0 con v = 2¢q. Per
tale retta si ha, dal sistema risolutivo, 2¢o = 22/t e quindi

T = cot (6.44)

e 'equazione della caratteristica cui appartiene il punto B. Il punto B si muove
pertanto verso destra con velocita costante pari a ¢q.
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W (s)
N
-2 -1 0 1 2
2> s
X<-2¢gt -1 x>0
) -2y
X=-2C0t x=0

Figura 6.17: Soluzione grafica del sistema (6.42).

Abbiamo cosi determinato le caratteristiche sulle quali si muovono i punti A e
B. Abbiamo anche ottenuto un importante risultato: su entrambe queste due
caratteristiche le due grandezze v e w si conservano separatamente. Questo
ci permette di affermare che v e w si conservano separatamente su qualunque
caratteristica e che tutte le caratteristiche sono linee rette. Infatti, sia v; una v-
caratteristica sulla quale si conservano separatamente v e w e siano £ ed F' due
punti su di essa (vedi figura 6.18). Siano inoltre v2 una seconda v-caratteristica,
distinta da v;, e 3 € 74 due w-caratteristiche distinte. Siano infine GG ed H le
intersezioni di 42 con 43 € 74. Indicando con vy = v(x g, tg), etc., i valori di v e
w sul punti appena introdotti, abbiamo, per definizione delle v-caratteristiche
e delle w-caratteristiche, vy = vp, vg = vy, wg = wg e wp = wy. Inoltre,
siccome su 7y; si conserva per ipotesi anche w, si ha pure wg = wp. Ne segue
facilmente che e anche wg = wy, vg = vg e vp = vy. Siccome vy, v3 € Y4
sono arbitrarie, abbiamo dimostrato la prima parte dell’asserto. La seconda
parte segue banalmente dai sistemi caratteristici: se v e w sono costanti, segue
che da/dt ¢ pure costante. Queste considerazioni permettono di ottenere la
soluzione del problema su tutto il piano (z,t). Infatti, per @ < —2¢ot e per
x > cot la soluzione e banale, in quanto questi intervalli rappresentano valori
di x esterni all’intervallo (A, B), dove la soluzione & nota:

(0,0), T < —QCot

(0,¢0) > cot (6.45)

(u(o el ) = |
All’interno dell’intervallo (A, B), cioe per —2¢yt < x < ¢ot, invece, abbiamo,
seguendo le v-caratteristiche e tenendo conto che sono delle rette passanti per
I’origine,

dx 3v+w z

dt — 4 t

Come si evince dalla figura 6.17, il valore di w corrispondente a tali caratteri-
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Figura 6.18: Coppie di caratteristiche a v costante (y1 e v3) ed a w costante (y3 e
74)-

stiche e w = —2¢y; sostituendo otteniamo
vo= (da/t+ 2¢)/3
w = —2c¢

che da la soluzione

v+ w T
u(x,t) = 5 =3 <? - Co>

v —w 1 /z
C(l’,t): 4 = g <?—|—200> .

| DN

In termini della variabile h(x,t) introdotta all’inizio per rappresentare la pro-
fondita dell’acqua in funzione di « e di ¢, abbiamo

2t 1 2
h(x,t) = & (;7 ) — % <§—|—200> , —2¢pt < x < cpt.

Nel tratto compreso tra i punti A e B, dunque, il profilo dell’acqua e quello
di una parabola, col vertice in A; da notare che il valore dell’altezza ad * = 0

rimane costante nel tempo:

La soluzione per h(x,t) & quella gia illustrata in figura 6.15.



136 Parte 1I: Soluzioni analitiche

6.5 Esercizi

Esercizio 6.5.1 Risolvere i seguenti problemi di Cauchy per le equazioni differen-
ziali del prim’ordine, utilizzando tutti i metodi possibili:
Ju  Ou
e I
(a) dx + dy
u(z,0) =€”
Ju  Ou
b e it
(b) dx + dy
u(z,2z) =14 cosz
du du
2— — 5— 4 4u = z*
(c) pe 58y +4u =2
uw(0,y) =siny+ €Y +1/8

=1Uu

u(z,y) =y sulla curva 2?4+ 2y* =4
du du

f = T+ 2 =

0 vy -5t 2=

u(z,y) = e“sin(1+ z) sulla curva y* =2z + 1



Capitolo 7

Equazioni iperboliche

7.1 Sviluppo in autofunzioni

Lo sviluppo in autofunzioni € un metodo molto generale per risolvere equazioni
differenziali, sia ordinarie che alle derivate parziali, e costituisce anche la base di
molti metodi numerici. Vediamo brevemente in cosa consiste, e poi ne vedremo
i dettagli nelle applicazioni. Consideriamo il caso di funzioni di due variabli,
una delle quali e il tempo, e sia u(x,t) la funzione incognita in una EDP
di cui cerchiamo la soluzione; introduciamo una base opportuna di funzioni
ortogonali, {¢,(x)}2, nella quale sviluppare la funzione u istante per istante.
Riprendendo la (1.29), con i coefficienti dipendenti dal tempo, scriviamo

u(,t) = enlt) dul). (7.1)

n=0

Sostituendo tale sviluppo per la funzione incognita v nel’lEDP che vogliamo
risolvere, e sfruttando I'indipendenza lineare delle funzioni di base ¢,,, ottenia-
mo un’equazione per i coefficienti ¢,, dello sviluppo (7.1). Una volta ottenuti i
coefficienti ¢,,, la soluzione e completata.

[lustreremo 1'utilizzo di questo metodo alle equazioni iperboliche e, nei capitoli
seguenti, a quelle paraboliche ed a quelle ellittiche. Tratteremo esclusivamente
il caso di domini finiti; I’estensione a domini infiniti e concettualmente sempli-
ce, ma richiede I'introduzione di qualche strumento aggiuntivo, che esce dagli
scopi di questo corso.

Il metodo dello sviluppo in autofunzioni e talvolta detto anche metodo di se-
parazione delle variabili, che fornisce la stessa espressione per la soluzione, ma
impiega una strada alternativa, ancorche del tutto equivalente, per arrivarci.
Lo illustreremo brevemente nell’esempio della corda vibrante ed in qualche
altro esempio nel capitolo sulle equazioni ellittiche.

137
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Esempio 7.1.1 (La corda vibrante) Consideriamo ’equazione delle onde
(5.1)

Pu 0%

I Sy |

oz~ " 92
con la condizione iniziale (problema di Cauchy) u(x,0) = h(x) e du/dt(x,0) =
Y(x). Siano inoltre assegnate le condizioni al contorno w(0,t) = u(L,t) = 0.
Questo e il modello che descrive le vibrazioni di una corda fissata agli estremi,
in un intervallo [0, L] della variabile spaziale.

Otteniamo ora la soluzione di questa equazione mediante uno sviluppo in auto-
funzioni. Sviluppiamo la funzione incognita u(x,t) secondo la (7.1) e scegliamo
come insieme di funzioni di base le autofunzioni dell’operatore L definito da
pe
e
Ox?
con le stesse condizioni al contorno del nostro problema, cioe ¢(0) = ¢(L) = 0.
Abbiamo studiato il problema agli autovalori per questo operatore nell’esempio
1.3.1, equazione (1.30), e ne abbiamo determinato gli autovalori (1.31) e le
autofunzioni (1.32),
nw
k=k,=—
L
on(2) = sin by,

n =1,2,...(ricordiamo che per n = 0 non si ha alcun autovalore). Sostituendo
lo sviluppo (7.1) nell’equazione delle onde (5.1), con le autofunzioni appena
indicate, otteniamo:

]2

[cnqbn — vzcnqb;’] =0

Il
—

n

che, tenendo conto del fatto che ¢ = —k2¢, in quanto autofunzioni dell’ope-
ratore L, abbiamo che

Z [cn + kivzcn] b, = 0.

n=1

Per l'indipendenza lineare delle autofunzioni, ed introducendo le frequenze
w, = k,v, otteniamo le equazioni differenziali cui devono obbedire i coefficienti
Cn:

. 2
¢ +w e, =0,

la cui soluzione generale e

en(t) = Ay coswpt + B, sinw,t.
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Possiamo allora scrivere la soluzione generale della (5.1) nella forma

u(x,t) = Z (A, cosw,t + B, sinw,t)sin k,x. (7.2)

n=1

Le costanti A, e B,, vanno determinate dalle condizioni iniziali, che coinvolgono
sia 1l profilo iniziale della funzione u che della sua derivata temporale. Ci sara
pertanto utile anche ’espressione della derivata parziale

a o0
6—1;(:1;, ) = nz:; Wy sin kyx (— A, sinw,t + By, cosw,t) .
Per ¢t = 0 abbiamo

u(x,0) = Z Ay sin by = h(x),
n=1

ou - .
a(x,()) = ;wan sin k= 1h(x).

Dalle note formule d’inversione per le serie di Fourier otteniamo

9 (L
A, = —/ h(x)sin k,x dx
L Jq

9 L
B, = / () sin kyx da
n Jo

Lw

La soluzione u(x,t), ottenuta dall’espressione (7.2) con le condizioni iniziali

sin(2ra /L), x < L/2
h(“'):{o, Lj2<a<L

P(z) =0 (7.3)

e dove abbiamo posto v = 1 ed L = 1, € mostrata nella figura 7.1 (linea nera
continua), assieme alla soluzione dell’equazione di Klein-Gordon (linea rossa
tratteggiata) che commenteremo in seguito. Si vede come ’eccitazione iniziale
si propaga verso destra per ritrovarsi, capovolta ma non distorta, all’altro
estremo.

Vediamo ora come si possa pervenire all’espressione (7.2) della soluzione per
una strada alternativa, forse meno elegante ma ampiamente usata, detta me-
todo di separazione delle variabili.

Supponiamo, dapprima, che la funzione incognita sia fattorizzabile nel prodot-
to di una funzione di x ed una funzione di t,

u(z,t) = X(x)e(t)
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(A)

0.5
X

©)

0.5

-0.5

(E)

0.5
X

0.5

-0.5

0.5

-0.5

Parte II:

Soluzioni analitiche

(B)
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Figura 7.1: Soluzione dell’equazione delle onde (linea nera continua) dall’espressione
(7.2) con la condizione iniziale (7.3), e dell’equazione di Klein-Gordon (linear rossa
tratteggiata) dall’espressione (7.8) con (A) ¢t =0, (B) t = 0.2, (C) t = 0.4, (D)
t=0.6, (E) t=0.8, (F) t = 1. I valori dei parametri sono L =1, v =1 e vy = 20.

e sostituiamo questa forma nell’equazione differenziale. Siccome, ovviamente,

Pu dPX
Ox? - dz? (1)

ed analogamente
0% _ xy )dzc
gz~ T\ g
otteniamo che
X(z)d"(t) — UQX"(:L')C(t) =0
ovvero
X//(x)

_ c//(t)
X(x) v2e(t)’

per 0 < & < L, t > 0. Nell'ultima equazione, il membro di sinistra e una
funzione della sola x, mentre il membro di destra e una funzione della sola .
Questo e possibile solo se il valore comune dei due membri e una costante, che
nel nostro caso supporremo negativa ed indichiamo con —k%. Otteniamo cosi
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le due equazioni differenziali ordinarie:

X'"x)+ E*X(x) =0 (7.4)
A'(t) + kzvzc(t) = 0. (7.5)

Vediamo come applicare le condizioni al contorno, u(0,?) = u(L,t) = 0. Esse
diventano

Con queste condizioni al contorno, ’equazione (7.4) diventa il problema di
Sturm-Liouville con condizioni di Dirichlet che abbiamo gia studiato nell’e-
sempio 1.3.1, e che fornisce gli autovalori (1.31) e le autofunzioni (1.32) che
abbiamo visto in precedenza. L’equazione (7.5) si risolve in maniera analoga,
soltanto che ora la costante k£ che vi compare prendera i valori &, trovati sopra.
Avremo dunque

c(t) = en(t) = A, coswpt + By, sinwyt,

dove w, = k,v. Ricordando la fattorizzazione u(x,t) = X(a)c(t), avremo le
soluzioni particolari

un(x,t) = sink,x(A, cosw,t + B, sinw,t), (7.6)

per n =0,1,.... Per qualunque valore delle costanti A, e B, la (7.6) rappre-
senta una soluzione particolare dell’equazione delle onde (5.1), che e lineare.
Pertanto, qualunque sovrapposizione lineare delle u,, pure soddisfa I’equazione
differenziale e le condizioni al contorno. Possiamo allora scrivere la soluzione
generale della (5.1) nella forma (7.2) che abbiamo gia visto col metodo dello
sviluppo in autofunzioni.

Esempio 7.1.2 (L’equazione di Klein-Gordon classica) Se all’equazione
delle onde aggiungiamo un termine che rappresenta una forza di richiamo
proporzionale allo spostamento, I'equazione (5.1) diventa

Pu 0%

da risolversi sempre con la condizione iniziale u(x,0) = h(x), du/0t(x,0) =0e
le condizioni al contorno w(0,t) = u(L,t) = 0. Qui, v > 0 € una costante. An-
che in questo caso, cerchiamo una soluzione mediante sviluppo in autofunzioni



142 Parte 1I: Soluzioni analitiche

nella forma (7.1), ed utilizziamo nuovamente le autofunzioni dell’operatore L
introdotto nell’esempio della corda vibrante. Sostituendo nell’equazione, e te-
nendo conto che le ¢, sono le autofunzioni dell’operatore L con autovalori dati
dalle (1.31), otteniamo

Z (¢ + v ke, +7¢n) o =0

n=1
che, tenendo conto dell’indipendenza lineare delle autofunzioni, fornisce nuo-
vamente ’equazione dell’oscillatore armonico per i coefficienti ¢,,:

. 2
¢ +w e, =0,

dove pero adesso w,, = \/k2v? + ~. La soluzione generale per i coefficienti ¢,
¢ ancora del tipo
en(t) = A coswpt + By sinw,t

e la soluzione generale della (7.7) puo essere scritta nella forma

u(x,t) = Z sin kya (A, cosw,t + By sinw,t), (7.8)

n=1
dove ancora i coeflcienti A,, e B,, vanno determinati dalle condizioni iniziali.

Da notare che, mentre nel caso dell’equazione delle onde, la frequenza di cia-
scun modo non dipendeva dal numero d’onda k,, nel caso dell’equazione di
Klein-Gordon la frequenza dipende esplicitamente dal numero d’onda, presen-
tando dunque dispersione. La soluzione dell’equazione di Klein-Gordon, con
la stessa condizione (7.3) usata per I'equazione delle onde e con v = 20, e
illustrata nella figura 7.1, con la linea rossa tratteggiata, assieme alla soluzione
dell’equazione delle onde, eq. (7.2). In questo caso, confrontando direttamen-
te I’evoluzione temporale dei due profili, ¢ evidente la distorsione della forma
del profilo iniziale con 'andare del tempo, distorsione dovuta alla dispersione
accennata sopra.

7.2 Metodo delle caratteristiche

Il metodo delle caratteristiche per 'equazione delle onde e gia stato illustrato
nella sezione (5.1), dove abbiamo derivato la forma di d’Alembert (5.9). La

applichiamo qui a qualche esempio, inizialmente su domini spaziali illimitati.

Esempio 7.2.1 (Equazione delle onde in un dominio illimitato) Vogliamo
risolvere ’equazione delle onde

Pu 0%

o Vo !
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per —oo < & < oo con le condizioni iniziali (5.6)-(5.7), usando la forma di
d’Alembert (5.9). Prendiamo in questo caso

u(0,2) = h(x) = e
du

20,0) = d(x) = 0.

Queste condizioni iniziali corrsipondono ad un’eccitazione iniziale gaussiana,
con la corda rilasciata all’istante ¢ = 0 senza nessuna accelerazione. Il termine
integrale della (5.9) e in questo caso nullo, e la soluzione e costituita da due
Gaussiane che si muovono verso sinistra e verso destra con ampiezza dimezzata
rispetto a quella iniziale:

1 2 2
U(t,l') — 5 <€—(x+vt) 4 e—(x—vt) > 7

come illustrato graficamente nella figura 7.2 per diversi valori del tempo ¢.

Modificando le condizioni iniziali possiamo ottenere altri tipi di moto notevoli.
Prendiamo ora

u(0,2) = h(x) = sin(kox)
(7.9)
du

20,0) = d(x) = 0.

[’eccitazione iniziale e ora sinusoidale, con lunghezza d’onda 27 /ky e da luogo
alla soluzione

1
u(t,z) = 5 (sin ko(x + vt) + sin ko(x — vt)) = sin kox cos vt,

illustrata nella figura 7.3, dove abbiamo preso v = 27, [ =1 e kg = 2m. Da
notare che i nodi della soluzione, che si hanno per kgxr = nm,n =0,+1,4+2.. .,
rimangono fissi nel tempo. Questo € un esempio di un’onda stazionaria che
risulta dalla sovrapposizione di due onde di uguale ampiezza viaggianti con
velocita opposte.

Esempio 7.2.2 Consideriamo 'equazione

0*u 0*u 0*u
2 — —
Ox? 58:1;8y + 38y2 0

e determiniamone la soluzione generale nella forma di d’Alembert (5.9). In-

nanzitutto vediamo che b* — ac = 1/4 > 0, quindi I'’equazione ¢ iperbolica ed
a coefficienti costanti. Gli autovalori della sezione 4.2 sono A\; =1 e Ay = 3/2
e quindi possiamo introdurre come nuove variabili

{=r+ty
n=3r+ 2y
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(A) (B)
1 1
0.5 0.5
) 4 0 4 8
X
© ®
1 1
0.5 0.5
3 4 0 4 8
X
) G
1 1
0.5 0.5
-8 -4 0 4 8 -8 -4 0 4 8
X X

Figura 7.2: Soluzione dell’equazione delle onde in un dominio illimitato con condi-
zione iniziale Gaussiana, v =1econ (A)t =0, (B)t=0.6,(C)t=1.2, (D)t = 1.8,
(E)yt=24, (F)t=3.

nelle quali I’equazione assume la forma canonica
Pu
ooy

La soluzione generale, nelle variabili ¢ ed 5 risulta pertanto

u(&,n) = F(§) + Gn)

0.

ovvero
u(@,y) = F(z +y) + G(3z + 2y)

con F' e (G due funzioni derivabili due volte in modo continuo.

Esempio 7.2.3 Consideriamo 'equazione

262u +6 0% +482u +a_u+a_u_0
Ox? 0xdy dy: Oz Oy




Cap. 7: Equazioni iperboliche

145

0.5

0.5 1

Figura 7.3: Soluzione dell’equazione delle onde in un dominio illimitato con con-
dizione iniziale sinusoidale, v = 27 e con ¢ = 0 (linea nera), ¢ = 1/8 (linea rossa),
t =1/4 (linea verde), t = 3/8 (linea blu) e t = 1/2 (linea celeste).

e determiniamone la soluzione generale nella forma di d’Alembert (5.9). In-
nanzitutto vediamo che b* — 4ac = 4 > 0, quindi I'equazione ¢ iperbolica ed a
coeflicienti costanti. Gli autovalori della sezione 4.2 sono Ay = —2 e Ay = —1

e quindi possiamo introdurre come nuove variabili

nelle quali I’equazione assume la forma canonica

che si puo anche scrivere

0 0 (Ou _
o0& \ dn

(=2 —y
= -y
0%u ou
“oeon o ="

2~ “ocon

La soluzione generale, nelle variabili £ ed n risulta pertanto

(€ n)e™? = F(§) + Gi(n)

ovvero

u(é,n) = F()e"* + G(n).

Ritornando alle variabili = ed y, la soluzione generale risulta

u(z,y) = F(2e — y)e" ™7 4 Gz —y)

con F' e (G due funzioni derivabili due volte in modo continuo.

E) 2 & (ue_”/2> e"? = .
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Esempio 7.2.4 Consideriamo 'equazione

0*u 0*u Ju Ou B

e determiniamone la soluzione generale nella forma di d’Alembert (5.9). Questa
e un’equazione non omogenea, quindi scriviamo la soluzione come la soluzione
generale dell’omogenea associata g pitt una soluzione particolare wu,,. E banale
verificare che u, = 2¢” ¢ una soluzione particolare. Per quanto riguarda ’omo-
genea associata, vediamo che b* — 4ac = 4 > 0, quindi I’equazione & iperbolica
ed a coeflicienti costanti. Gli autovalori della sezione 4.2 sono Ay =0 e Ay =2
e quindi possiamo introdurre come nuove variabili

E=a
n=x+2y
nelle quali I’equazione omogenea assume la forma canonica
0%u Ju
2

~oeon o ="

che si puo anche scrivere

0 (Ju u 0?
S e -n/2\ /2 _
485 (877 2) 485877 <ue >€ 0.

La soluzione generale, nelle variabili ¢ ed 5 risulta pertanto

ul(&,m)e™ = F(€) + Gi(n)

ovvero
u(€.n) = F(§)e" + G(n).

Ritornando alle variabili x ed y ed all’equazione non omogenea, la soluzione

generale risulta

u(z,y) = 2¢” + F(ac)e(l""zy)/2 + Gz + 2y)

con F' e (G due funzioni derivabili due volte in modo continuo.

7.3 Metodo delle trasformate di Fourier

Come nel caso delle equazioni del prim’ordine, il metodo delle trasformate di
Fourier si adatta bene alle equazioni lineari a coefficienti costanti. In presenza
di nonlinearita o coefficienti variabili bisogna di solito ricorrere ad altri metodi.
In questa sezione, rivediamo le equazioni degli esempi della sezione 7.2, ed ivi
risolte col metodo delle caratteristiche, e ne aggiungiamo altri.
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Esempio 7.3.1 (L’equazione delle onde in un dominio illimitato) Ricaviamo
la soluzione nella forma (5.5) per 'equazione delle onde (5.1)

Pu 0%
A T

con le condizioni iniziali u(x,0) = h(x) e du/0t(x,0) = (), utilizzando la
trasformata di Fourier. Introduciamo innanzitutto la trasformata di Fourier
della funzione incognita wu,

1 o0 »
u(x,t) = E /_OO u(k,t)e* dk,
con l'inversa

1 o .
Uk, t) = — e R dy
u(k,t) \/%/_Oou(x Je z

Operando con la trasformata di Fourier direttamente sull’equazione (5.1) ot-
teniamo un’equazione per u:

% + k0% =0, (7.10)

di facile risoluzione:
u(k,t) = f(k)e™ + g(k)e™™. (7.11)
Siccome u(x,t) € una funzione reale, deve essere u(k,t) = u*(—k,t), che

comporta g = f*. Antitrasformando otteniamo

u(x,t) = / u(k,t)e* dk

o0

= /_OO [f(k)eikvt —I—g(k)e_ikvt] kT — F(x—l—vt) + G(:L‘ . Ut),

o0

che & la forma (5.5) della soluzione, e dove F(x) e Gi(x) sono le antitrasformate

delle funzioni f(k) e g(k).

Esempio 7.3.2 Consideriamo ’equazione

0*u 0*u 0*u
2 — —
Ox? 58:1;8y + 38y2 0

e determiniamone la soluzione generale usando le trasformate di Fourier. La
trasformata di Fourier permette di trasformare I’equazione alle derivate parziali
in una semplice equazione differenziale ordinaria. Sia ug(x) la trasformata della
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funzione u rispetto ad y (e del tutto equivalente a considerare la trasformata

rispetto ad x),
x eV dk.
ul@,y) \/27‘(‘ /

Sostituendo nell’equazione differenziale abbiamo
2uy — ik, — 3k, = 0

che & un’equazione differenziale ordinaria per uy. Le radici dell’equazione ca-
ratteristica 2A* — 5ikA — 3k* = 0 sono A\, = ik e Ay = 3ik/2 e la soluzione
generale e

ak(x) — f(k)ezkx —|—g(k>€3ik9€/2.

L’antitrasformata da

(l’ y f zk (z+y) dk _I_ zk 31’/2—|—y)dk
\/27‘[‘

Siano ora F'(y) e G1(y) le funzioni di cui f(k) e g(k) sono le trasformate di
Fourier. Allora

u(z,y) = Flz+y)+ Gi(32/2 +y)
e, posto G(x) = G1(x/2), otteniamo alla fine

u(@,y) = F(z +y) + G(3z + 2y)

con F' e (G due funzioni derivabili due volte in modo continuo.

Esempio 7.3.3 Consideriamo 'equazione

262u +6 0*u +482u +a_u+a_u_0
0x? 0xdy dy: Oz Oy

e determiniamone la soluzione generale usando le trasformate di Fourier. Sia,

)e*Vdk:.
ule,y) = ——= /

Sostituendo nell’equazione differenziale abbiamo

come al solito,

ZUZ + 6zkuk —4k*U. + uk +kup =0

Le radici dell’equazione caratteristica 2A? + (6ik + 1)A — (4k* — ik) = 0 sono
A = —ik e Ay = —2ik — 1/2 e la soluzione generale ¢

ak(l’) = f(k)e_(%k‘l'l/Q)l’ + g(k)e—zkx
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L’antitrasformata da

u(z, — 22k+1/2)x+zkydk_|_ / —zkx-l—ikydk
(z,9) Ner / [k —
— —x/? zky Qxdk_l_—/ zky xdk
N2 / Ik

Siano ora Fi(y) e G(y) le funzioni di cui f(k) e g(k) sono le trasformate di
Fourier. Allora

u(z,y) = e P (y —22) + Gy — )
e, posto F(x) = W22 (—z), otteniamo alla fine

u(z,y) = eI F (220 — y) + G(z — y)

con F' e (G due funzioni derivabili due volte in modo continuo.

7.4 Ulteriori applicazioni

Esempio 7.4.1 (L’equazione del telegrafo) Supponiamo ora che le vibra-
zioni della corda avvengano dentro un mezzo viscoso, come acqua, aria od altro.
L’effetto della forza viscosa sul moto della corda si traduce in un termine di
derivata prima rispetto al tempo nell’equazione delle onde (5.1):
2 2

;2 UZ% + 2)\2—? =0, (7.12)
che studiamo con le condizioni al contorno u(0,¢) = u(L,t) = 0 e le condizioni
iniziali u(x,0) = h(x), du/0t(x,0) = (x). Questa equazione sorse per la
prima volta nella descrizione matematica del telegrafo, ed e pertanto detta
equazione del telegrafo. Utilizzando il metodo dello sviluppo in autofunzioni,
sempre con le (1.31) per gli autovalori e le (1.32) come autofunzioni di base,
perveniamo alla seguente equazione per i coefficienti ¢, (¢):

én 4 2X0e, Fwie, =0n=1,2,...,
dove abbiamo posto w,, = k,v, e la cui soluzione generale e
en(t) = e (A, cosvpt + By sinv,t)
dove v, = \/CW La soluzione generale dell’equazione del telegrafo (7.12)

¢ dunque
o0

u(x,t) = e~ M Z sin k,a (A, cosvpt + By sinv,t), (7.13)

n=1
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(B)

Figura 7.4: Soluzione dell’equazione del telegrafo con (A) t =0, (B) ¢t = 0.2, (C)
t=04,(D)t=0.6, (E)t=0.8, (F) ¢t =1. 1 valori dei parametri sono L =1, v =1
evy=1.

con le costanti A, e B, da determinarsi dalle condizioni iniziali. Questa so-
luzione mostra due effetti importanti della forza viscosa. 1l primo e che la
frequenza di oscillazione di ciascun modo ¢ minore che in assenza di visco-
sita, cioe un effetto di rallentamento. Il secondo effetto ¢ lo smorzamento
dell’ampiezza delle oscillazioni di ciascun modo nel tempo.

La soluzione u(x,t), ottenuta dall’espressione (7.13) con le condizioni iniziali
(7.3) gia usate per I'equazione delle onde e per 1’equazione di Klein-Gordon e
dove abbiamo posto v =1, L = 1 ey = 1, e mostrata nella figura 7.4. L’effetto
di smorzamento sul profilo iniziale ¢ molto evidente.

Esempio 7.4.2 (Vibrazioni di un gas all’interno di una sfera) [.’equazione
che governa le vibrazioni radiali di piccola ampiezza di un gas attorno alla sua
configurazione di equilibrio e data da

0* 20 1 0?
L (7.14)
or?  rdr v ot?
dove u(r,t) e il potenziale della velocita, 0 < r < R la coordinata radiale,
con R il raggio della cavita sferica, e v la velocita di propagazione del suono.
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Questa equazione va risolta con le condizioni al contorno

ou

- H = A

5, (H:1) =0 (7.15)

11_1()1% u(r,t) < oo (7.16)
e le condizioni iniziali

u(r,0) = h(r)

ou

S0) = (1),

Per sviluppare la funzione incognita u in una base di autofunzioni, consideria-
mo l'operatore

L6 2do

con le stesse condizioni al contorno del nostro problema, cioe ¢/'(R) = 0 e ¢(r)
limitata per r — 0. L’equazione agli autovalori per 'operatore L e

2
Qb”‘I’;Qb/‘I’)\Qb:O

Posto A = k%, vediamo che I’equazione per ¢ ammette due soluzioni particolari

che sono
(1) _ sin kr
A = 2
2) _ cos kr
() =

(lo studente e invitato a verificarle !!) e quindi la soluzione generale e

sin kr cos kr

¢(r)=C

r r

Affinche ¢(0) rimanga finito, dobbiamo porre D = 0. Assieme alla condizione
al contorno (7.15), questo ci da 'equazione per gli autovalori

kR =tan kR (7.17)

simile a quella che abbiamo incontrato nell’esempio 1.3.3 e la cui soluzione
grafica e illustrata nella figura 7.5. La soluzione numerica per i primi dieci
autovalori £, = k, R e riportata nella tabella successiva:
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T
Nisgastaananaan

Figura 7.5: Soluzione grafica dell’equazione (7.17) per gli autovalori &, = k, R.

Autovalore | Valore numerico
& 0.011792
& 4.49341
&3 7.72525
&4 10.9041
&s 14.0662
s 17.2208
& 20.3713
s 23.5195
&9 26.6661
10 29.8116
In corrispondenza a ciascun autovalore k,, abbiamo "autofunzione
sin k7
Pulr) = ——, (7.18)

dove abbiamo posto ' = 1. Notiamo che k,, # 0 per ciascun n. L’autofunzione
corrispondente a k = 0, pero, non e triviale e ne dobbiamo tener conto. Per
k = 0 'equazione per ¢ diventa

2
&t 24 =0,
r
la cui soluzione generale e

do(r) = C/ et dy + D.
0
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Per soddisfare la condizione al contorno (7.16) deve essere ' = 0; ponendo
inoltre D = 1, otteniamo "autofunzione corrispondente a k = 0,

Po(r) = 1. (7.19)
Introduciamo dunque lo sviluppo

ulw,t) =) ealt)dn(t)

n=0

con le ¢,, date dalle (7.18)-(7.19). Sostituendo nell’equazione (7.14), e tenendo
conto dell’equazione agli autovalori per le ¢,,, otteniamo

¢, + wicn =0 (7.20)

dove abbiamo posto w, = k,v. In corrispondenza a ciascun autovalore k,,
I’equazione per ¢, ammette la soluzione generale

en(t) = Ansinw,t + B, cosw,t, n #0,
Cog = AO + Bot

La soluzione generale dell’equazione differenziale (7.14) si scrive allora

sin k7

u(r,t) = Aot + By + Z

n=1

(A, sinw,t + B, coswyt), (7.21)

7

con le costanti A, e B, da determinare con le condizioni iniziali. Calcolando
la (7.21) e la sua derivata rispetto al tempo all’istante ¢ = 0, otteniamo

o] . kn
hr)=Bo+ Y B, (7.22)
n=1
= sin k7
Y(r) = Ao+ Y A, (7.23)

r
n=1

Per calcolare esplicitamente le costanti A,, e B,,, abbiamo bisogno delle seguenti
relazioni, che lo studente e invitato a verificare per esercizio:

R
/ sin k,rsink,rdr =0, m#n
0

R 2 P2
R kR
2 _ n
/0 sin” k,rdr = 3 71—%1{721]%2

R
/ rsin k,rdr = 0.
0
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Moltiplicando allora una prima volta le equazioni (7.22) e (7.23) per rsin k,r
ed integrando su r, e moltiplicandole una seconda volta per r? ed integrando
su r, otteniamo

2 1 R ,
A, = R (1 + sz?) /0 rip(r) sin k,rdr, n #0

B, =2 (14 /Rh()'k dr, n£0
n_R k%R? ; T r)sin K k,rar, n

3 (R
Ag = ﬁ/o U(r)r? dr
3 (R

By h(r)r? dr.

~ s
1
Come esempio illustrativo, prendiamo come condizioni iniziali

h(r)y=0, 0<r<R
D(r) = e,

™

da cui abbiamo B, = 0 per ogni n. Nella figura 7.6 riportiamo (A) il pro-

0.6 0.5
(A) (B)

0.25 f\
0.4
» ><

w(xt) 0

” ><
-0.25

0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
X X

Figura 7.6: Soluzione dell’equazione (7.14) per (A) il potenziale u(z,t) e (B) la
velocita del gas w(z,t) dentro la sfera, per v = 1, r = 1 e 6 = 0.5, agli istanti di
tempo ¢t = 0 (linea nera), t = 2 (linea rossa), t = 4 (linea verde), t = 6 (linea blu) e
t = 8 (linea fuchsia).

filo radiale della funzione u(x,t) e (B) della funzione w(x,t) = du/dx, che
rappresenta la velocita dell’aria dentro la sfera, in corrispondenza agli istanti
temporali t = 0, 2, 4, 6 ed 8. Vediamo che il sistema si comporta come un
oscillatore, con I’aria che si sposta periodicamente verso il centro della sfera e
verso il bordo.
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7.5 Esercizi

Esercizio 7.5.1 Determinare la soluzione dell’equazione delle onde
0*u 0?
g _ 29 _y
ot? ox?

per la funzione incognita u(z,t) con le seguenti condizioni iniziali ed al contorno:

(a) u(0,t) =0, du/dx(L,t) =0 ed u(z,0) = h(z) e du/dt(x,0) = (x);

(b

(c

) (
) 0u/0x(0,) =0, u(L,t) = 0 ed u(z,0) = h(z) e Ju/dt(x,0) = ¥ (x);
) )

(d) w(0,8) = u(L,t)=0e u(z,0) =0 e du/dt(x,0) = sin 22/ L;
)
)

Ju/dz(0,t) =0, du/dz(L,t) =0 ed u(z,0) = h(z) e du/dt(x,0) = ¥(z);

w(0,t) = Ou/0x(L,t) = 0eu(z,0) =sindra/(2L) e Ju/0t(x,0) = cosma/(2L);

e

(
(f) w(0,t) = Ou/dz(L,t) = 0 e u(z,0) = 2 e Ju/0t(x,0) = sinwa/(2L) +
coshra/(2L).

Esercizio 7.5.2 Ripetere ’esercizio precedente per I’equazione di Klein-Gordon

?*u 0%
o " Vg tu=l

Esercizio 7.5.3 Determinare la soluzione dell’equazione del quarto grado

nel dominio 0 < 2 < L per la funzione incognita u(z,t) con le condizioni ausiliarie

w(0,¢) =u(L,t) =0
0%u 0%u
5200 =55(L,)=0

Esercizio 7.5.4 Determinare la soluzione dell” equazione del second’ordine iperbo-
lica

u 0% Jdu
R

con le condizioni ausiliarie:

u(z,0) = h(z)
du

w(0,¢) =u(L,t) =0
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Esercizio 7.5.5 Determinare tutte le soluzioni particolari delle seguenti equazioni
differenziali iperboliche con le condizioni ausiliarie assegnate:

P Lt ou
(2) ot? 7 0x? _wax -
w(z,0) =u(l,t) =0
Ju
8_$(67t):0

*u 9w du du
R TR TR

uw(z,t) =u(m,t) =0

0

du
Pu i

(c) T T 0
w(z,0) =u(l,t) =u(2,t) =0

Esercizio 7.5.6 Usando la formula di d’Alembert (5.9), risolvere I'equazione delle
onde

?*u 0%

— — =

at? dz?
per la funzione incognita u(z,t) nel dominio —oo < & < oo con le condizioni iniziali

w(z,0) = h(z) e Qu/0t(z,0) = 1(z) assegnate:

0

[l
)
2.
=
&
o
o}
3]
&
<
—~
&
S’
[l
o
o}
3]
&

Esercizio 7.5.7 Ripetere 'esercizio precedente, utilizzando la trasformata di Fou-
rier invece della formula di d’Alembert.



Capitolo 8

Equazioni paraboliche

8.1 Sviluppo in autofunzioni

Abbiamo gia introdotto il metodo dello sviluppo in autofunzioni nel capitolo
sulle equazioni iperboliche. L’applicazione alle equazioni paraboliche e del
tutto analoga; vedremo la differenza nella natura delle equazioni differenziali
per i coefficienti dello sviluppo, ¢,(t), che non sono piu del second’ordine, ma
del prim’ordine nel tempo.

Esempio 8.1.1 (Condizioni di Dirichlet - I) Consideriamo I’equazione del
calore (5.19)

ou 0%

g

ot Ox?
(K e il coefficiente di conduzione termica) per la funzione incognita u(x,t) con
le condizioni al contorno omogenee u(0,t) = u(L,t) = 0 e la condizione iniziale
u(x,0) = h(x). L’equazione descrive I’evoluzione temporale del profilo di tem-
peratura di una sbarra di lunghezza L, i cui estremi sono tenuti a temperatura

costante nulla. Sviluppiamo la soluzione u secondo la (7.1)

u(,t) = enlt) dul).

n=0
ed utilizziamo nuovamente gli autovalori (1.31) e le autofunzioni (1.32)
nmw

=k, = —
L

on(x) = sin kyx,
n=1,2,..., dell’operatore L definito da
d*¢

Le = e

157
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con le stesse condizioni al contorno del nostro problema, cioe ¢(0) = ¢(L) = 0.
Sostituendo nell’equazione (5.19), otteniamo le equazioni per i coefficienti ¢,,

én+ KE2c, =0
la cui soluzione generale e data da
en(t) = Bpe /™,

dove abbiamo posto 7, = 1/(k2K) e B, e una costante. La soluzione generale
dell’equazione (5.19) e allora

u(x,t) = ZBne_t/T" sin k,x, (8.1)
1

nella quale si riconosce la serie di Fourier. Le costanti B, sono determinate
dalle condizioni iniziali e sono date da

9 (L
B, = —/ h(x)sin k,xde.
L Jo

Le costanti 7, rappresentano 1 tempi caratteristici con cui ciascun termine

05¢}

0 0.25 0.5 0.75 1
X

Figura 8.1: Soluzione u(z, t) dell’equazione del calore per I’esempio 8.1.1,con K = 1
e la condizione iniziale (8.2), per ¢ = 0 (linea nera), ¢ = 0.15 (linea rossa), t = 0.3
(linea verde) e t = 0.45 (linea blu).

della serie (8.1) tende esponenzialmente a zero e vengono talvolta chiamate
tempi di rilassamento. Da notare che, siccome 7, ~ n™%, i primi termini (per
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n piccolo) sono smorzati piu lentamente di quelli ad n grande. Nella figura 8.1
mostriamo la soluzione (8.1) con la condizione iniziale

h(z) =4a(L — x) (8.2)

ad alcuni istanti di tempo. Dalla figura si vede chiaramente il rilassamento
della temperatura verso un valore uniforme consistente con le condizioni al
contorno.

Esempio 8.1.2 (Condizioni di Dirichlet - IT) Consideriamo I'equazione di
drift-diffusion (5.29)
dn ~ On 9*n

ot + “or D8x2

(D e il coefficiente di diffusione e v la velocita di deriva o di convezione) per
la funzione incognita n(x,t) con le condizioni al contorno omogenee n(0,t) =
n(L,t) =0 e la condizione iniziale n(x,0) = h(x). L’equazione descrive 'evo-
luzione temporale del profilo di densita di un sistema di particelle (ad esempio
un gas) in un dominio unidimensionale limitato di lunghezza L, con densita
nulla agli estremi. Per applicare il metodo dello sviluppo in autofunzioni,
introduciamo in questo caso 'operatore L definito da

Lo v dd

Lo=-Ta+ D

con le stesse condizioni al contorno del nostro problema, cioe ¢(0) = ¢(L) = 0.
L’equazione agli autovalori,

Lo = Ao,

posto A = k%, diventa

d*¢ v do
L
dz? Ddzx the=0

la cui soluzione generale e

o) = evr/2D (Aem + Be_ﬁx>

1 /o2
_ AL
6—2 > 4k2,

Imponendo la condizione al contorno ¢(0) = 0 otteniamo che B = — A, mentre

dove abbiamo posto

#(L) = 0 da direttamente 'equazione agli autovalori

ovvero

(8.3)



160 Parte II: Soluzioni analitiche
n=1,2,.... A ciascun autovalore (3, corrisponde un k, tale che

kz_vz_l_nzsz_l P2-|-22 _1 P+n27T2
nTap T T\ TP )T\ TP

dove Tp e T, sono 1 tempi caratteristici della diffusione e della convezione e P
e 1l numero di Peclet, introdotti nella sezione 5.3.

Riassumento, le autofunzioni per l'operatore [ sono date da
dnla) = "D gin Bz, (8.4)
dove abbiamo posto arbitrariamente A = 1.

Sviluppiamo ora la funzione incognita n(x,t) nelle autofunzioni dell’operatore
L e che abbiamo appena trovato:

sostituendo nell’equazione di drift-diffusion (5.29) otteniamo per i coefficienti
¢, le equazioni

la cui soluzione generale e data da

en(t) = Bpe /™,
dove abbiamo posto 7, = 1/3% e B, & una costante da determinarsi dalle
condizioni iniziali.

La soluzione generale dell’equazione (5.29) e pertanto
1) = vz /2D Bn —t/Tn o3 @ 8.5
n(z,t)=e 21: e sin — (8.5)

Le costanti B, vanno determinate dalla condizione iniziale. Se n(x,0) = h(x)
¢ la condizione iniziale, abbiamo

L
B, = z/ h(:z;)e_w/QD sin 2 1.
L J L
Anche in questo caso, la soluzione tende a zero per t — oo, consistentemente
con le condizioni al contorno. Fisicamente, questo significa che il sistema non e
isolato e perde particelle agli estremi del dominio. Nella figura 8.2 mostriamo

la soluzione (8.5) con la condizione iniziale

h(z) =4a(L — x) (8.6)

ad alcuni istanti di tempo. Dalla figura si vede chiaramente che il profilo
di densita si appiattisce verso lo zero a causa della diffusione, mentre il suo
massimo si sposta progressivamente verso destra a causa della convezione.
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0.5

0 0.25 0.5 0.75 1
X

Figura 8.2: Soluzione n(z,t) dell’equazione di drift-diffusion per ’esempio 8.1.2,
con D =1, v =2 e la condizione iniziale (8.6), per t = 0 (linea nera), ¢ = 0.05 (linea
rossa), t = 0.1 (linea verde) e t = 0.15 (linea blu).

Esempio 8.1.3 (Condizioni di tipo misto) Consideriamo ora I’equazione
del calore (5.19)

— = K—

ol Ox?

con le condizioni al contorno du/dx(0,t) = u(L,t) = 0 e la condizione iniziale
u(x,0) = h(x). La condizione al contorno in « = 0 dice che il flusso attraverso
la frontiera ad x = 0 e nullo, cioe il sistema e isolato. Cerchiamo nuovamente
la soluzione mediante uno sviluppo in autofunzioni. L’operatore da prendere
in considerazione e nuovamente

42

dx?’

Lé =

ma ora con le condizioni al contorno d¢/dx(0) = ¢(L,t) = 0. Abbiamo gia
studiato il problema agli autovalori per questo operatore, ed abbiamo trovato
che gli autovalori (1.38) e le autofunzioni (1.39) sono dati da

L (2n + D)7
t2L
¢n(1) = coskyx
conn =0,1,2,.... Sviluppando 'equazione del calore (5.19) in queste aauto-
funzioni,

u(x,t) = Z cn(t)dn(2),

n=0
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otteniamo 'equazione
c; +k2Ke,=0
per i coefficienti ¢,. La soluzione e la stessa dell’esempio precedente, cioe
en(t) = Be™ ™,

dove abbiamo posto 7, = 1/(Kk2) e B, ¢ una costante da determinarsi dalle
condizioni iniziali. La soluzione generale dell’equazione del calore alla fine e

u(z,t) = Z Bhe U™ cos k., (8.7)
n=0
con
o L
B, = —/ h(x)cos kyx dx.
L Jo

Nella figura 8.3 mostriamo la soluzione (8.7) con la condizione iniziale

05¢}

0 0.25 0.5 0.75 1
X
Figura 8.3: Soluzione u(z,t) dell’equazione del calore per I'esempio 8.1.3, con la

condizione iniziale (8.8), per ¢ = 0 (linea nera), ¢ = 0.1 (linea rossa), t = 0.2 (linea
verde), t = 0.3 (linea blu), ¢ = 0.4 (linea celeste) e t = 0.5 (linea fuchsia).

h(z) = L — 2* (8.8)

per alcuni istanti di tempo notevoli.

Esempio 8.1.4 (Condizioni non omogenee) Consideriamo ora 'equazio-

ne del calore (5.19)
ou [,,82u

ot~ o
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con le condizioni al contorno non omogenee u(0,t) = 0 ed u(L,t) = «, e sia
u(x,0) = h(z) la condizione iniziale. Queste condizioni descrivono, per esem-
pio, la propagazione del calore in una sharra i cui estremi sono tenuti a tem-
perature diverse. Il metodo dello sviluppo in autofunzioni, in questo caso, ha
bisogno di una modifica per essere applicato. Se proviamo ad applicarlo come
abbiamo fatto finora, infatti, non siamo in grado di trovare una base appro-
priata di autofunzioni. Il modo per superare questa difficolta ci viene suggerito

0 0.25 0.5 0.75 1
X

Figura 8.4: Soluzione u(xz,t) dell’equazione del calore per I'esempio 8.1.4, con la
condizione iniziale (8.11) ed a = 0.5, per t = 0 (linea nera), ¢ = 0.1 (linea rossa),
t = 0.2 (linea verde), t = 0.3 (linea blu), t = 0.4 (linea celeste) e t = 0.5 (linea
fuchsia).

dall’intuizione fisica, secondo la quale un mezzo con una distribuzione di tem-
peratura lontana dall’equilibrio termodinamico evolve fino al raggiungimento
di uno stato stazionario (di equilibrio). La distribuzione di temperatura nello
stato stazionario, che indichiamo con w(x), deve necessariamente soddisfare
I’equazione del calore stazionaria, cioe

0*w

9a?

K 0, (8.9)

con le condizioni al contorno richieste, w(0) = 0 e w(L) = «. La soluzione
esiste ed e data da
(x) = a7
w(z) = a—.
L

Ritornando ora all’equazione dipendente dal tempo, scriviamo la soluzione
nella forma

u(xz,t) = w(x) + v(x,1),
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con v(x,t) — 0 per t — oo. Si nota subito che v obbedisce all’equazione del

calore,

dv 0%

ot~ ox?
con condizioni al contorno omogenee v(0,t) = u(0,t) — w(0) = 0 e v(L,1) =
u(L,t) —w(L) = 0 e con la condizione iniziale v(x,0) = u(x,0) — w(z) =

h(x) — w(x). 1l problema per v e pertanto identico a quello visto nel primo
esempio, e la soluzione generale si puo scrivere

u(z,t) = w(z) + Z B,e ™ gin k,x, (8.10)

n=1
con k, =nm/L, 7, =1/(k2K) ed i coefficienti B, determinati da

2 (" .
B, = Z/o [h(z) — w(x)]sin k,xde.

Nella figura 8.4 mostriamo la soluzione (8.10) con la condizione iniziale
h(z) = 32(L — z) +a% (8.11)
ad alcuni istanti di tempo, con a = 0.5.

Esempio 8.1.5 (Condizioni di Neumann) Continuiamo questa sezione con
un esempio in cui si applicano le condizioni al contorno di flusso nullo ad en-
trambi gli estremi, considerando pero questa volta ’equazione della diffusione.
Questo equivale a considerare un sistema di particelle (ad esempio un gas)
chiuso, nel quale non entrano e dal quale non escono particelle. Sia dunque

ou D82u

ot~ o2
I’equazione della diffusione, con D il coefficiente di diffusione, e siano du/dx(0,t) =
Ou/dx(L,t) = 0 le condizioni al contorno, con u(x,0) = h(x) la condizione ini-
ziale. Qui, u(x,t) rappresenta una densita di particelle (per esempio, di un
gas) in funzione dello spazio e del tempo. Un’importante proprieta di conser-
vazione deriva dalle condizioni di flusso nullo agli estremi. Consideriamo la
grandezza

N(t) = /OL ulz, t) d,

che e, a meno di costanti moltiplicative, il numero totale di particelle del siste-
ma. Dimostriamo che, con le condizioni di flusso nullo imposte agli estremi, il
numero di particelle si conserva nel tempo, cioe dN/dt = 0. Infatti:

—dz =D —dr = 52

) o =0

0

dN L ou L o2y {au]L



Cap. 8: Equazioni paraboliche 165

per le condizioni al contorno imposte. Pertanto,

N(t) = /OL u(z,t)dr = N(0) = /OL hz)de = No,

con Ny il numero totale di particelle.

Percorrendo la stessa strada dello sviluppo in autofunzioni gia percorsa negli
esempi precedenti, ed utilizzando le autofunzioni dell’operatore
d*¢
Lp=——=
¢ dz?
con le condizioni al contorno d¢/dx(0) = d¢/dx(L) = 0 del presente problema,
gia studiate nell’esempio 1.3.2 e date dalle (1.34),

¢n() = cos kyx

con
nm

ko = -
L

otteniamo per i coeffcienti ¢, (t) dello sviluppo
en(t) = B, e t/™

dove 7, = 1/(k2D) ha nuovamente il significato di un tempo di rilassamento.
Notiamo ora che ad n = 0, cioe k, = 0, corrisponde un’autofunzione costante,
che poniamo uguale ad 1 per convenienza. La soluzione generale e allora nella
forma di una serie di coseni

A o0
u(z,t) = 70 + 321 B,e ™ cos k,a (8.12)
con

9 L
Ay = Z/O h(x)dx

9 (L
B, = —/ h(x)cos kyxdx.
L Jq

[’evoluzione temporale della soluzione u(x,t) a partire da una condizione ini-
ziale h(x) qualsiasi e data dalla (8.12) e rappresenta il rilassamento verso uno
stato stazionario. I coefficienti 7,, sono i tempi caratteristici di rilassamento di
ciascun termine della serie; la soluzione stazionaria, raggiunta teoricamente in
un tempo infinito, € una costante,

A N N
lim w(x,t) = =0 = (0) =2

t—00 2 N L L

Lo stato stazionario ¢ dunque uno stato a densita uniforme.
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Esempio 8.1.6 (Condizioni di tipo misto) Consideriamo ora un esempio
con condizioni al contorno di tipo misto, quali compaiono, ad esempio, se si con-
sidera una sbarra la cui temperatura e fissata ad un estremo, mentre all’altro
estremo 1l calore viene irradiato liberamente nello spazio ad una temperatura
fissata. Allora si dovra risolvere I’equazione del calore

— = K—

ol Ox?

con le condizioni al contorno

U(O,t) == TO
0
T (L) XL t) = T,

dove A € una costante, e con la condizione iniziale u(x,0) = h(z). Supponiamo,
per semplicita, che sia Ty = Ty, = 0. Sviluppiamo la soluzione nella base delle
autofunzioni dell’operatore L definito da
d*¢
Lo = dax?
con le condizioni al contorno del nostro problema, vale a dire ¢(0) = 0 e
do/dx(L) + Ap(L) = 0. Abbiamo gia studiato il problema agli autovalori per

questo operatore nell’esempio 1.3.3 (con la corrispondenza o« = 1 e § = )),

On() = sin <ozz:1;>

con gli autovalori a, soluzioni dell’equazione (1.36) che ora riscriviamo come

trovando le autofunzioni

o, + AL tan a,, = 0.

La soluzione generale diventa dunque

u(z,t) = Z Be~ /™ sin <ozz:1;>
n=1

dove abbiamo introdotto i tempi caratteristici 7, = a2 K/ L? e con i coefficienti
B,, determinati dalla condizione iniziale. A tal fine, notiamo che

L
/ sin <%> sin <ozm:1;> de =0
0 L L

per m # n. Indicando con

abbiamo
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Esempio 8.1.7 (Equazione non omogenea) Consideriamo infine un esem-
pio di equazione non omogenea,

Ju 0%u

AU SR

ot Ox? (z)
per la funzione incognita u(x,t) con le condizioni al contorno omogenee u(0,t) =
u(L,t) = 0 e la condizione iniziale u(x,0) = h(x). Questa equazione descrive

(8.13)

la propagazione del calore in una sbarra di lunghezza L in presenza di una
sorgente di calore indipendente dal tempo. La soluzione di questa equazio-
ne non omogenea si puo scrivere come somma di una soluzione particolare w,
con la soluzione dell’omogenea associata u;, facendo attenzione ad imporre
correttamente le condizioni al contorno e le condizioni iniziali. Quale soluzio-
ne particolare prendiamo wu,(x,t) = w(x), con w(x) soluzione dell’equazione
differenziale ordinaria
Cd*w
K——+ f(z) =0
dx

con condizioni al contorno w(0) = w(L) = 0. La soluzione dell’omogenea
associata, che e semplicemente I’equazione del calore con condizioni di Dirichlet

nulle, & data dalla (8.1),
uy(x,t) = Z B,e /™ sink, x.
1

dove

7, = 1/(k*K) ed i coefficienti B, sono da determinarsi dalle condizioni iniziali:
u(x,0) = h(x) = uy(x) + uy(z, 0).
I coefficienti B, sono dunque dati da

2

B, = Z/O [h(x) — up(2)] sin k,ade.

Questa procedura per risolvere equazioni non omogenee puo essere estesa a
problemi con altre condizioni al contorno.

8.2 Metodo delle trasformate di Fourier

Esempio 8.2.1 (Equazione del calore in un dominio infinito) Ritorniamo
ancora sull’equazione del calore (5.19)
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nell’intervallo —oco < & < oo, che descrive la conduzione del calore in un mezzo
infinito. Sia inoltre u(x,0) = h(x) la condizione iniziale. Supponiamo anche
che la soluzione rimanga finita quando @ — 4oo. Introduciamo la trasformata
di Fourier della funzione incognita w,

1 o :
u(x,t) = E/ u(t)e* dk,

1 o :
ug(t) = E/ u(z,t)e” " dz.

Operando con la trasformata di Fourier direttamente sull’equazione (5.1) ot-

con l'inversa

teniamo un’equazione per u:

o
% + K2R Ty, = 0, (8.14)

di facile risoluzione: )
Up(t) = up(0)e ¥, (8.15)

dove | -
Ue(0) = h(k) = = / h(x)e ™ da

¢ la trasformata di Fourier della condizione iniziale. Antitrasformando:
1 / P — K2 K t+ik
ulz,t) = — Up(0)e™F MR g
== [ a0

che e la soluzione del problema.

Come esempio, consideriamo la condizione iniziale
h(z) = Toe_(w/L)Z)/Q, (8.16)

che corrisponde ad una distribuzione gaussiana di temperatura attorno alla
posizione x = 0. La trasformata di Fourier di questa condizione iniziale e

h(k) = TyLe~hE7/2
e quindi
U(t) = ToLe= /2
dove abbiamo posto A = A(t) = v/ L? 4+ 2Kt. La soluzione dell’equazione del

calore diventa T
— 1O0% —(=/M1)?/2
t) = . 8.17
o) = e (5.17)
L’evoluzione temporale della soluzione e rappresentata graficamente in figura
8.3 (per L = 1, e K = 1), dove vediamo che il profilo di temperatura tende
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a zero al trascorrere del tempo. E facile verificare che, mentre il profilo della
funzione u tende a zero, il suo integrale su tutto lo spazio rimane costante nel
tempo. Infatti, abbiamo che

/ u(x, t)de = V2ruo(t) = V2rToL,

o0

indipendente da ¢.

0.75}

05¢}

0.25}

-10 -5 0 5 10
X

Figura 8.5: Soluzione u(xz,t) dell’equazione del calore per I'esempio 8.2.1, con la
condizione iniziale (8.16), per ¢ = 0 (linea nera), t = 1 (linea rossa), t = 2 (linea
verde), t = 3 (linea blu), t = 4 (linea celeste) e ¢t = 5 (linea fuchsia). Qui, abbiamo
postoL=1e K =1.

Esempio 8.2.2 (Equazione di drift-diffusion in un dominio infinito) Con-
sideriamo 'equazione di drift-diffusion (5.29)

a_n_|_ a_n—DaQ_n
ot U@x_ Ox?

nel dominio —oco < # < oo con la condizione iniziale n(x,0) = h(x) e le
condizioni al contorno n(0,t) =0, n(4o00,t) = 0. Sia

1 o :
ni(t) = E/ n(x,t)e” ™ dz.

la trasformata di Fourier della densita, con

n(z,t) = % / Ar(t)etdk,



170 Parte 1I: Soluzioni analitiche

la sua antitrasformata. Operando con la trasformata di Fourier direttamente
sull’equazione (5.29) otteniamo per n:

on ~

% + (kv + k2 D)7y, = 0, (8.18)
di facile risoluzione: '

nk(t) = g (0)e™HFvi=F Dt (8.19)

dove | -
ni(0) = h(k) = E/ h(:z;)e_imd:z;

¢ la trasformata di Fourier della condizione iniziale. Antitrasformando:
1 ©o 2 :
n l’,t - - h\ 0 e—k Dt-l—zk(x—vt)dk
(=) V2 /_oo +0)

che e la soluzione del problema.

Come esempio, consideriamo nuovamente una condizione iniziale Gaussiana,
del tipo V.
— 0 7 —((z-w0)/L)*/2
h(z) = 7 me , (8.20)
che corrisponde ad una distribuzione gaussiana di particelle attorno alla po-
sizione x = xg, che supponiamo negativa e posta ad una distanza grande
dall’origine. La trasformata di Fourier di questa condizione iniziale e

ﬁ(k): No e~ (kL) /2~ikzo

e quindi
ﬁk(t) = &6_(1”\)2/2—%(900%-075)

dove abbiamo posto A = A(t) = VL% 4 2Dt. La soluzione dell’equazione di

drift-diffusion allora diventa

n(,1) = 0~ ((eromut)/N0)2, (8.21)

L’evoluzione temporale della soluzione e rappresentata graficamente in figura
8.6 (per No=1,L=1,290=—-5v=1e D =1), dove vediamo che il profilo
di densita tende a zero al trascorrere del tempo, spostandosi contemporanea-
mente verso destra. I facile verificare che, mentre il profilo della funzione n si
appiattisce per effetto della diffusione e tende a zero, il suo integrale su tutto
lo spazio rimane costante nel tempo. Infatti, abbiamo che

/ n(xz,t)de = vV2mne(t) = No,

o0
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0.6

0.4

0.2

-10 -5 0 5 10
X

Figura 8.6: Soluzione n(z,t) dell’equazione di drift-diffusion dell’esempio 8.2.2, con
la condizione iniziale (8.20), per ¢ = 0 (linea nera), ¢ = 1 (linea rossa), t = 2 (linea
verde), t = 3 (linea blu), t = 4 (linea celeste) e ¢t = 5 (linea fuchsia). Qui, abbiamo
posto Ng=1,L=1,29=-h,v=1e D =1.

indipendente da ¢.

Questo esempio potrebbe rappresentare I’andamento temporale del profilo di
densita di un tracciante colorato in un mezzo che si muove con velocita v;
all’inizio il tracciante ¢ concentrato in una certa posizione e, con "andare del
tempo, si sposta assieme al fluido in cui ¢ immerso e, al tempo stesso, diffonde.

8.3 Trasformazioni di similitudine

[llustriamo con qualche esempio il metodo delle trasformazioni di similitudine,
o della funzione di Green.

Esempio 8.3.1 (Dominio semi-infinito) Consideriamo I’equazione del ca-
lore

ou 0%

Y el

ot Ox?
sull’intervallo semi-infinito 0 < 2 < oo e siano, in questo esempio, u(0,t) = T,
u(oo,t) = Ty le condizioni al contorno con u(x,0) = h(x) = Ty la condizione
iniziale. Abbiamo studiato il problema dell’equazione del calore in un dominio
semi-infinito nella sezione 5.3.4, ma con condizioni al contorno diverse. Si
vede subito che, introducendo la funzione ausiliaria v(z,t) = u(x,t) — Ts, il
problema si riconduce a quello studiato, con la condizione iniziale v(x,0) =
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h(x) = To—Ts. Possiamo quindi applicare le formule (5.40) e (5.41) con questa
condizione iniziale ed otteniamo, dopo qualche passaggio,

w(a,t) = (T — Ts)Exf (ﬁ) + Ts (8.22)

Nella figura 8.7 mostriamo la soluzione (8.22) con la condizione iniziale u(x,0) =
Ty per alcuni istanti di tempo notevoli, con K =1, Ty =1 e Ts =0.2.

05¢}

0 2 4 6 8 10
X

Figura 8.7: Soluzione u(z,t), data dalla (8.22), dell’equazione del calore con la
trasformazione di similitudine (sezione 8.3), per t = 0 (linea nera), t = 1 (linea
rossa), t = 2 (linea verde), t = 3 (linea blu) e t = 4 (linea celeste). Qui, abbiamo
posto K =1,Tp=1eTs=0.2.

Esempio 8.3.2 (Dominio infinito) Riprendiamo ora il primo esempio della
sezione 8.2, dove abbiamo risolto I’equazione del calore

ou 0%

— = K—

ot Ox?
nell’intervallo —oo < x < oo usando le trasformate di Fourier, e sia nuova-
mente (8.16) la condizione iniziale. Possiamo applicare direttamente la forma
integrale della soluzione, I'equazione (5.37), con h(x) data dalla (8.16), ed
otteniamo:

u(:z:,t) = \/m 4Bt)h(y)dy =

_ / 4]«75) (y/L)2/2dy _
\/47T[&

— / [(4Kt)—(y/L) /zdy
\/47T[&
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Dopo alcuni passaggi, ed introducendo il parametro A = A(t) = vV L? + 2K,
gia definito nella sezione 8.2, riotteniamo il risultato (8.17) per la temperatura
u(x,t):

Tol )
w(e, 1) = ﬁe—ww)) /2

8.4 Esercizi

Esercizio 8.4.1 Determinare la soluzione dell’equazione del calore

ou K82u
ot~ o2

per la funzione incognita u(z,t) con le seguenti condizioni iniziali ed al contorno:

(a) u(0,) =0, u(L,t) =0 ed u(z,0) = Az, dove A & una costante reale non nulla;
(b) Ou/0z(0,t) = 0, du/0x(L,t) = 0 ed u(z,0) = A, dove A & una costante reale
non nulla;

(¢) Qu/0x(0,t) =0, u(L,t) =0 ed u(z,0) = A(L — z), dove A ¢ una costante reale
non nulla;

(d) 0u/0x(0,t) — Bu(0,t) = 0, u(L,t) = 0 ed u(z,0) = A, dove A e B sono due
costanti reali non nulle;

(e) du/dz(0,t) — Bu(0,t) =0, du/0x(L,t)+ Bu(L,t) =0 ed u(z,0) = A, dove A e
B sono due costanti reali non nulle;

(f) w(0,t) = B, 0u/0x(L,t) + Au(L,t) = C ed u(z,0) = 0, dove A, B e C sono due
costanti reali non nulle;

(g) u(0,t) =0, du/Ox(L,t) = Ae™", u(x,0) =T, dove A e T sono due costanti reali
non nulle, con T > 0;

(h) Ou/0x(0,t) = At, du/0x(L,t) =T, u(z,0) = 0, dove A e T sono due costanti

reali non nulle.

Esercizio 8.4.2 Determinare la soluzione stazionaria dell’equazione del calore nel
dominio 0 < z < L con le condizioni al contorno du/0x(0,t) = Ae 0u/dz(L,t) = B,
dove A e B sono due costanti reali. Considerare sia il caso A = B che il caso A # B
e commentare la differenza.

Esercizio 8.4.3 Determinare la soluzione dell’equazione del calore

ou 0%
- = K—
ot ox?
per la funzione incognita u(xz,t), 0 < z < L, nel caso in cui la conducibilita termica
assuma il valore K = Ky per 0 <a < L/2e K = K, per L/2 < < L, supponendo



174 Parte 1I: Soluzioni analitiche

che la temperatura u(z,t) ed il flusso di calore siano continui nel punto z = L/2 e
con le condizioni ausiliarie

(a)  wu(0,t)=0,u(L,t)="T;
(b)  u(0,t)=0,0u/0x(L,t) = B;
()  Ou/0x(0,t) = A,0u/dz(L,t) = B (considerare sia A = B sia A # B).

Esercizio difficile.  Suggerimento: considerare dapprima la soluzione stazionaria.
Successivamente, nel separare le variabili, tenere presente che la conducibilita ter-
mica € in realta funzione di x.

Esercizio 8.4.4 Si risolva ’equazione di drift-diffusion

o on_ o
Jt —I—v@x_ 0x?

(v > 0) per la funzione incognita n(z,t), con 0 < & < L, t > 0, con le seguenti
condizioni al contorno:

dn/0x(0,t) =0,n(L,t) = 0;

n(0,t) = 0,n(L,t) = No;

n(0,t) = 0,0n/0z(L,t) = B;

dn/0x(0,t) = A,0n/0x(L,t) = B (considerare sia A = B sia A # B).

TN N T N
SIS

e la condizione iniziale n(z,0) = h(z).
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Equazioni ellittiche

9.1 L’equazione di Laplace nel disco

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au=0

in un disco di raggio R e centro I'origine in R? con condizioni al contorno di
Dirichlet. Sia, in particolare,

D*u N Pu
dx?  Oy?
’equazione di Laplace nel dominio Q = {(z,y) : 2? + y* < R?} con u = f per

(x,y) € 99, con 9N = {(z,y) : 2? + y* = R*}. Data la geometria del dominio,
e conveniente studiare il problema in coordinate polari piane:

0 (9.1)

X =TCoso

y = rsin ¢.
Nelle coordinate polari (r, ¢) ’equazione di Laplace ha la forma
10 [ du 1 9%u
YT o <r8r> + r? 0¢? 0 (9:2)
che si ottiene dalla (1.64) ponendo § = 7/2 e dove abbiamo indicato con

u(r, ¢) la dipendenza di w da r e ¢, con 0 < r < R, 0 < ¢ < 27, e la funzione
u € periodica di periodo 27, u(r,¢) = u(r,¢ + 27). La condizione al contorno
diventau( R, ¢) = f(), con f periodica di periodo 27. Data la periodicita della
funzione incognita nella variabile ¢, conviene risolvere I’equazione sviluppando
u in autofunzioni, utilizzando la base complessa di Fourier (1.11):

u(r, ¢) = Z Un(r)em(b.

n=—0oo

175
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con U,(r) = U_,(r)* per la realta della soluzione. Sostituendo nell’equazione
di Laplace (9.2), e tenendo conto dell’indipendenza lineare delle autofunzioni,
otteniamo per i coefficienti U,

QdQUn N dU,
dr? g dr

che e un’equazione di Eulero nel caso m # 0. La soluzione dell’equazione di
Eulero e della forma

—n2lU, = 0,

Un(r) =1, (9.3)
dove o e detto indice e va determinato sostituendo la forma (9.3) nell’equazione.
Nel nostro caso otteniamo 1’equazione per o

0'(0'—1)—|-0'—n2

che ha come soluzioni oy 3 = +n. Le due soluzioni linearmente indipendenti
allora sono Ul(r) =r" e Ui(r)=r"pern #0e Uj(r) =1ed U(r) =Inr

per n = (. Possiamo dunque scrivere la soluzione generale nella forma

| A, +B,lnr, n=0
Un(r) = { A,r™ 4+ Byr™ n#0

con A, e B, costanti complesse tali che A, = B* e B, = A* . Affinche
la soluzione rimanga limitata per r = 0 si deve avere B, = 0 per n > 0 ed
A, = 0 per n < 0. Tenendo conto di queste relazioni, la soluzione generale
dell’equazione di Laplace (9.1) si puo scrivere

u(r,¢) = Ao+ i r’ (Anem(b + AZe_m(b)
n=1
ovvero, con A, = C, +1D,,
u(r,¢) = Co + i r"(C, cosné + D, sinng).
n=1
Applicando la condizione al contorno per r = R otteniamo

flo)=Co+ Z R™"(C, cosno + B, sinng)

n=1

che permette di determinare le costanti €, e D,:

1 2m
Co=ge [ f(0)00

1
Cn = 2m R

1 2” ,
D, = o /0 f(@)sinnedo

Jﬁmrf<¢>cosn¢d¢
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Figura 9.1: Soluzione u(z,y) dell’equazione di Laplace (9.1) nel disco con la
condizione al contorno (9.4).

Nella figura 9.1 mostriamo la soluzione dell’equazione di Laplace (9.1) con la
condizione al contorno

F(6) = 1+ 5 cos(39) (9.4)

9.2 L’equazione di Laplace nella sfera

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au=0

in una sfera di raggio R e centro 'origine in R?, con condizioni al contorno di
Dirichlet. Sia, in particolare,
0*u N 0*u N Pu
dz?  Oy? 022

0 (9.5)
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’equazione di laplace nel dominio Q = {(z,y,2): 2*+y*+2?* < R*} conu = f
per (z,y,z) € 98, con 9N = {(z,y,z) : 2 +y* + 2* = R?}. Data la geometria
del problema, ¢ conveniente studiare il problema in coordinate polari sferiche

x =rsinfcos
y = rsinfsin¢

z = rcos?b.

Nelle coordinate polari (r, 8, ¢) 'equazione di Laplace ha la forma

A 1 0 , 0u 1 1 0 . eau 1 9%*u

YT 2o (r E) + 2 Lin@% (sm %) + siHQG@} =0

(vedi 1.64), dove abbiamo indicato con u(r,8,¢) la dipendenza di u da r, 6 e
p,con 0 <r <R 0<0< 7w 0< ¢ <27 le coordinate polari, e la funzione
u e periodica di periodo 27 in ¢, u(r,0,¢) = u(r,8,¢ + 27). La condizione
al contorno diventa u(R,0,¢) = f(0,¢), con f periodica di periodo 27 in

¢. La base piu opportuna in questo caso e data dalle funzioni Y;™(8, ¢), che
sono dette armoniche sferiche e costituiscono una base completa per lo spazio

L*(S?), dove S? ¢ lo spazio delle funzioni definite sulla superficie sferica:

l

u(r,0,¢) = i Z A, <%>1Y1m(‘97¢)

(=0 m=—I

Le relazioni di ortonormalita sono
s 27
(YY) = / / Y0, )Y (0, ) sin 0dOdd = 8108
o Jo

e la definizione esplicita delle armoniche sferiche e in termini dei polinomi di

Legendre P/™(cos6):

2041 (1 —m)! :
Y (6,0) =\/ L cosye.

Applicando la condizione al contorno per r = R otteniamo

[0.0=3 3 Auy6,6)

(=0 m=-1

che permette di determinare le costanti A, dalle relazioni di ortonormalita
delle funzioni Y;":

A = / / 7(0,6)Y:" (0, 6)sin 0d0ds,
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9.3 L’equazione di Laplace nel rettangolo

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au=0

in una regione rettangolare di R% con condizioni al contorno di Dirichlet. Sia,
in particolare,
Pu  0Pu
0x? + dy?

I’equazione di Laplace nel dominio @ = {(x,y) : 0 < a <a, 0 <y < b} con

0 (9.6)

YN
f,(x)
b
f,(y) f(y)
>
0 f(x) a X

3

Figura 9.2: Dominio rettangolare € per l'equazione di Laplace (9.6) con le
condizioni al contorno (9.7).

u = f per (x,y) € 99, che esplicitiamo come

u(0,y) = fi(y), u(a,y) = fa(y)
u(z,0) = fa(x), u(x,b) = fu(x) (9.7)

con fi, fa, f3 ed f4 funzioni continue nei loro intervallo di definizione. 11 domi-
nio con le condizioni al contorno sono mostrati nella figura 9.2. Ovviamente,
la condizione al contorno deve essere continua ai vertici del rettangolo, e per-
tanto le f; devono soddisfare le relazioni fi(0) = f5(0) = «, f1(b) = f4(0) = 3,
fala) = f2(b) = v ed f2(0) = fs(a) = I, ma altrimenti sono arbitrarie. E
forse piu conveniente, in questo caso, risolvere il problema con il metodo della
separazione delle variabili, scrivendo u(xz,y) = X (2)Y (y). Vediamo subito che
le condizioni al contorno impongono che tra le funzioni f; siano soddisfatte
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ulteriori condizioni. Infatti le condizioni al contorno per x =0 ed = = «a,

u(0,y) = X(0)Y(y) = fi(y)
u(a,y) = X(a)Y (y) = fa(y),

implicano che fi(y)/f2(y) = X(0)/X(a) =costante. Analogamente, le condi-
zioni al contorno per y = 0 ed y = bimplicano f3(y)/f1(y) = Y(0)/ Y (b) =costante.
Siccome le quattro funzioni fi, fo, f3 ed fy sono assegnate arbitrariamente
(fatte salvo le condizioni ai vertici del rettangolo), non possiamo ottenere la
soluzione per questa via.

Per ottenere la soluzione, introduciamo preliminarmente la funzione w(z,y)
tale che

Pw  *w
F%) + a—yQ =0
in £, con le condizioni
w(0,0) = u(0,0)
w(0,b) = u(0,b)
w(a,0) = u(a,0)
w(a,b) = u(a,b), (9.8)

cioe una funzione che soddisfa I’equazione di Laplace nel rettangolo, con gli
stessi valori al vertici assunti dalla funzione w. E facile vedere che una tale
funzione e data da

w(x,y) = ago + aror + aory + anzy

con le costanti a,; determinate dalle condizioni (9.8).

Supponiamo, ora, di essere in grado di risolvere un problema di Dirichlet
piu semplice del problema (9.6)-(9.7), nel quale la funzione u obbedisce al-
I’equazione di Laplace nel rettangolo, ma le condizioni al contorno sono questa
volta

u(0,y) = g91(y)
u(a,y) = u(x,0) = u(x,b) =0,

con ¢1(y) = fily) — w(0,y) (e quindi ¢;(0) = ¢1(b) = 0) ed indichiamo con
v1(x,y) la soluzione di questo problema. In modo analogo, indichiamo con vy,
vz e vy le soluzioni del problema di Dirichlet con le condizioni al contorno,
rispettivamente,

u(a,y) = g2(y)
u(0,y) = u(x,0) = u(x,b) =0,
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u(a,0) = gs(x)

u(0,y) = ula,y) = u(x,b) =0,

u(z,b) = ga(x)
u(x,0) = u(0,y) = u(a,y) = 0.

con ga(y) = fo(y) — wla,y), gs(x) = fa(x) = w(z,0) e ga(x) = fa(x) —w(z,b).

La soluzione del problema di Dirichlet iniziale si puo scrivere allora come

u(z,y) = vi(z,y) + vs(2,y) + vs(2,y) + valz,y) + w(z, y).

Infatti, si ha banalmente
0%u N Pu
dz?  Oy?
in £, in quanto somma di funzioni armoniche in €, ed inoltre la funzione u(z, y)
soddisfa alle condizioni al contorno (lo studente lo verifichi per esercizio). Ci

0,

siamo pertanto ridotti a risolvere i problemi di Dirichlet per le funzioni vy, vq,
v3, U4, che sono analoghi.

Risolviamo il problema di Dirichlet per la funzione v; mediante separazio-
ne delle variabili scrivendo come al solito la soluzione nella forma u(x,y) =
X(2)Y (y). L’equazione di Laplace diventa allora

X// Y//
4+ —=0.
Xty

Vediamo ora come la costante di separazione, come risulta da

X// Y//
_— —— = 07
X Y
debba essere scelta positiva, cioe €' = k?. Con una costante di separazione
negativa C' = —k?, infatti, abbiamo il sistema di equazioni
X'"+EX =0
Y — kY =0

la cui soluzione generale e

X(x) = Acoskx + Bsinkx
Y(y) = C cosh ky + D sinh ky.

Applicando le condizioni al contorno in u(x,0) = u(x,b) = 0 abbiamo
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cioe Y(0) = Y(b) = 0. Questo e possibile se e solo se €' = D = 0, che
fornisce la soluzione nulla. Anche una costante di separazione nulla C' = 0 non
e accettabile, in quanto si avrebbero le soluzioni

X(z)=Axz+ B
Y(y)=Cy+D,
che possono soddisfare le condizioni al contorno Y(0) = Y'(b) = 0, nuovamente,
se e solo se ' = D = 0. Supponendo pertanto che la costante di separazione
sia positiva, abbiamo le equazioni
X" kX =0
Y+ kY =0

con la soluzione generale

X(x) = Acosh ka + Bsinh kx
Y(y) = Ccosky + D sin ky.

Applicando la condizione al contorno Y (0) = 0 abbiamo €' = 0, mentre la
condizione al contorno Y(b) = 0, sin kb = 0, da per k i valori

k=k,=—.
b

La soluzione generale dell’equazione di Laplace con le condizioni u(x,0) =
u(x,b) = 0 & pertanto

u(z,y) = Z sin k,y(C), cosh k@ + Dy, sinh k,, x)

n=1

alla quale applichiamo ora le condizioni al contorno in © = 0 ed * = a. La
condizione in u(a,y) = 0 diventa

Z sin k,y(C), cosh k,a + D, sinh k,a) = 0

n

che e soddisfatta da
C, =—D,tanh k,a.

In = 0 abbiamo invece u(0,y) = ¢1(y), e quindi
> Cusink,y = gi1(y)
n=1

e quindi

2 [P ,
C, = g/ g1(y) sink,y dy
0
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che completa la soluzione del problema di Dirichlet per v;. Le soluzioni dei
problemi di Dirichlet per vy, vs e vy, che riportiamo senza i dettagli, sono
rispettivamente

vo(a,y) = Z D, sin k,ysinh k,x

con

2 ’ :
D, = m/o 92(y) sin kyy dy.

Nelle rimanenti espressioni, abbiamo

nm
k, = —.
a
vs(a,y) = Z sin k,a(C, cosh kp,y + Dy, sinh k,y)
n=1
con
C, =—D,tanh k,b
e 5 pa
C, = —/ g3(x)sin BT da
a Jo a
nm nm
= D,, sin —x sinh —
va(,y) zn: sin —a sinh —y
con 5 .
D, = ——— in k,x dx.
asmhknb/o ga(w) sin nz da

9.4 1l problema di Poisson-Dirichlet nel ret-
tangolo

Consideriamo ’equazione di Poisson in una regione rettangolare di R% con
condizioni al contorno di Dirichlet. Sia, in particolare,

Pu *u
Fye + a—yQ = f(z,y)

I’equazione di Poisson nel dominio @ = {(z,y):0 <a, 0 <y < b} conu =0
per (x,y) € dQ, che esplicitiamo come

u(0,y) z 0, UEC% y)) : 0 (9.9)

E’ facile rendersi conto che il problema non e risolvibile con il metodo usua-
le della separazione delle variabili, scrivendo u(x,y) = X ()Y (y), nemmeno
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considerando I'equazione omogenea associata. La strada da percorrere e allora
quella di considerare un problema di Sturm-Liouville associato, e di sviluppare
sia la funzione incognita u che il termine di sorgente f nelle autofunzioni di
tale problema. Il problema di Sturm-Liouville deve avere le stesse condizioni
al contorno del problema di partenza, e sara quindi

?u  9*u

@ + a—yQ + lu = 07
con le condizioni al contorno (9.9). Se risolviamo il problema separando le
variabili, u(z,y) = X (2)Y (y), otteniamo le equazioni per X ed Y

X"+ kX =0
Y+ (A= k)Y =0

con la soluzione

k=k, =2
n?  m?
X(2) = X,(z) =sin nre
a
Y(y) = Ya(y) = sin m;m

Possiamo pertanto utilizzare le autofunzioni

. nwr . mmx
Gnm (T, y) = sin ——sin—

per sviluppare le funzioni u ed f. Le relazioni di ortonormalita per queste
autofunzioni sono

a b 4
(anm, qbn’m’) = / / anm(xa y)qbn’m’(xa y)dydl' — _b(snn’(smm’-
o Jo a

Introducendo gli sviluppi

u(:z;, y) = Z Z unm¢nm(x7 y)

n=1 m=1

f(l',y) = Z Z fnm¢nm(xvy)

n=1 m=1

e sostituendo nell’equazione di Poisson, otteniamo

oo 2,2 2.2 o0
33 (< T vt = 323

n=1 m=1 n=1 m=1

e pertanto

o fum
" T i a?) + (m BR)

che da la soluzione del problema.




Cap. 9: Equazioni ellittiche 185
9.5 Esercizi

Esercizio 9.5.1 Risolvere I'equazione di Laplace

P, ot
0z? = Oy?

nella regione rettangolare Q = {(z,y) : 0 < 2 < a, 0 < y < b} con le seguenti
condizioni al contorno:

(a
(b

(c
(d

du/dz(0,y
du/0z(0,

=0, u(a,y) = u(z,0) = u(z,b) = 1;

) )
) y)=ula,y) =u(z,0) =0, u(z,b) = L;
) Ou/dy(x,0) = u(x,b) = u(a,y) =0, u(0,y) = 1;
) u(w,0) = u(z,0) = u(a,y) =0, u(0,y) = 1;
e) du/dy(x,0)= 0u/0y(z,b) =0, u(0,y) = u(a,y) = 1;
) (
) (
) (
) (

&

(
(f =1, du/dz(a,y) = du/0y(z,b) = 0;

,y) = u(x,0)
a,y) =1, 0u/dy(z,0) = u(x,b) = 0;
0)

g

(
(h

1, ( )_U(%b)zo;

Ty

=)
s & &=

Il

=

§ =u(a,y) = u(z,0) =0,
2z /a, 0<a<a/2

u(x,b):{ 2@ —2z)/a a/2<z<a

Esercizio 9.5.2 Risolvere i seguenti problemi al contorno di tipo ellittico, in coor-
dinate cilindriche (r, z), nella regione Q = {(r,2) : 0 <r < R, 0 < 2z < H} con le
condizioni al contorno assegnate:

@ 1ou  0%*u _ 0
(a) 8r2+r8r+8 N
u(r,H):%(a,z):O
Ou 1, 0<r<rg
az(ro) {07 ro<r<R
con rg < R
2 2
by Lwlow w Ow_

or?2  ror r?2 022
u(r,0) =u(R,2z) =0
%(r, H)= Ar

con A >0

Pu 10w u  *u

() W—I—r@r r2+ﬁ:0
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w(r,0)=u(r,H)=0
w(R,z) =z

R T
(d) 8r2+r8r_r2+822
u(r,0) =10
Ju
E(R,Z):O
%(r,H):Qr.

=0

Esercizio 9.5.3 Risolvere I'equazione di Laplace

0w 0%u

902 T oz )

(dopo averla scritta in coordinate polari piane) nel disco r < R per la funzione
incognita v = u(r, ¢) con le condizioni al contorno assegnate:

(a)  w(R,¢)=3sin2¢+1
(b) (R,¢) =1+ 3sin¢
(¢)  u(R,¢)=sin"¢

u
u

Esercizio 9.5.4 Risolvere I'equazione di Laplace
0*u N *u 0
dx?  Oy?

nel dominio D indicato e con le condizioni al contorno assegnate, eventualmente
dopo averla scritta in un sistema di coordinate opportuno:

(a), settore circolare D ={(r,¢),0<r < R,0< ¢ < a}

u(r,0) = u(r,a) = 0,0u/dr(R, ¢) = f(¢)
(b), corona circolare D ={(r,¢), By <r < R3,0< ¢ < 27}

w(R1, @) = g(¢), u(R2, ¢) = h(¢) f e g funzioni periodiche
(c), esterno del disco D ={(r,¢),R<r <o0,0< ¢ <27}

)

(r,m)=0,u(l,$) = 7sin ¢ — sin 2¢
() D={(rn¢),0<r<R0<¢<a}

(

)



Esercizio 9.5.5 Risolvere i seguenti problemi:

(a)

Determinare la distribuzione stazionaria di temperatura u(r, ¢) in una lamina
a forma di corona circolare, con By = 1 ed Ry = 2, isolata termicamente
sul bordo esterno r = 2 e mantenuta ad una temperatura costante u(1,¢) =
Tsin? ¢ sul bordo interno r = 1.

Determinare la distribuzione stazionaria di temperatura u(r, ¢) in una lami-
na a forma di corona circolare, con By = a ed Ry = b, mantenuta ad una
temperatura costante u(1, ¢) = T sul bordo esterno r = b e con la condizione

du/0r(a,») = A sul bordo interno r = a.
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Capitolo 10

Differenze finite

10.1 Introduzione

In quest’ultimo capitolo, ci limitiamo ad esporre 1 concetti di base del metodo
alle differenze finite per la soluzione delle equazioni differenziali alle derivate
parziali, prendendo come esempi di base ’equazione del calore e I'equazione
del trasporto, con un breve cenno finale ai problemi ellittici. Nei primi due
casi, imposteremo anche 1’analisi dell’errore.

10.2 11 metodo delle differenze finite

Supponiamo di cercare la soluzione numerica di un’equazione differenziale or-
dinaria (per ora non specificata nel dettaglio) per una funzione incognita f(x)
nel dominio Q = {z, 0 < z < a}, con @ un numero reale positivo. La pri-
ma operazione da compiere ¢ quella di discretizzare questo dominio, ovvero
di introdurre una decomposizione dell’intervallo [0, a] in N sottointervalli, che
supporremo uguali, di misura

Az =a/N.

Avremo pertanto un insieme discreto di punti, {z,}_,, con o = 0, 2y = «a

ed z,11 = x, + Az. In corrispondenza a ciascuno di questi valori discreti della
variabile indipendente x, avremo un valore della funzione f(x,). Nel seguito,
con f(x,) indicheremo il valore vero della funzione f nel punto x,, mentre
indicheremo con f, ’approssimazione numerica della soluzione nel punto x,.
Ai fini dell’impostazione e dello sviluppo dei metodi numerici, possiamo tran-
quillamente identificare f(x,) con f,, mentre & importante mantenerli distinti
quando si studia il comportamento dell’errore. Risolvere numericamente 1’e-
quazione differenziale significa determinare, con un opportuno algoritmo, i va-

191
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lori f,, dell’approssimazione alla soluzione esatta. Nello stesso tempo, pero, vo-
gliamo anche conoscere ’errore che commettiamo, cioe I’entita della deviazione
dell’approssimazione dalla soluzione esatta, che definiamo come

€n = |fn - f(xn)|

In generale, ci aspettiamo che 'errore e, dipenda dalla discretizzazione usata,
ed in particolare dal parametro Ax (o, equivalentemente, da N), e che tenda
a zero quando Az — 0. Sara dunque e, = e,(Az) e lima,—0 €,(Ax) = 0. B
pero importante sapere con quale legge asintotica e, tende a zero, cioe se, ad
esempio, €, ~ Ax, oppure ¢, ~ Ax? per Az — 0. In generale, se

e, ~ Az", Az — 0,

si dice che I’algoritmo e di ordine n.

Nell’equazione differenziale compaiono le derivate della funzione f; dobbia-
mo pertanto cercare un’approssimazione delle derivate, utilizzando lo spazio
discreto {z,} introdotto sopra, ed i corrispondenti valori f, della funzione.
Procedendo dapprima in modo intuitivo, possiamo pensare di approssimare la
derivata prima della funzione f nel punto x, usando il rapporto incrementale
con i due punti immediatamente vicini, cioe

A )~ flea)
de " 20z '

(10.1)

Per conoscere I'entita dell’errore che si commette approssimando la derivata
prima nel punto x,, con il membro di destra della (10.1), sviluppiamo f(x41)
ed f(x,—1) in serie di Taylor attorno ad x,:

Ax? Az?

f(@ng1) = flan) + A f(@,) + ——f"(xn) + T S () + O(Az?)
Ax? Az?

Fract) = Jle0) = Aa () + S ) = S ) + O(AR),

Sottraendo membro a membro otteniamo

3

Ax
f(@ng) = f(aor) = 282 f'(2,) + Tf’"(l'n) +O(Az?)
da cui ricaviamo per la derivata prima

Tn41) — Tn—1 Ag? 1" 3
(o) = L o) S8 p ) 4 o(a0?).

Questo mostra che I’errore che si commette usando la (10.1) per approssimare
la derivata prima in x, € del second’ordine in Az, e diciamo che la (10.1) forni-
sce un’approssimazione del second’ordine per la derivata prima. Da notare che
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il coefficiente nel termine dominante dell’errore e proporzionale alla derivata
terza della funzione, e quindi diventa grande quando questa derivata e grande.

[espressione (10.1) non & pero utile per approssimare la derivata prima della
funzione nei punti estremi dell’intervallo, cioe z¢ ed zn. Si fa allora ricorso
al rapporto incrementale sinistro (o destro) nel punto in questione. L’errore,
pero, diventa del prim’ordine in Ax:

df f(z1) = f(o)

dx(xo) = o + O(Ax) (10.2)
df flan) — flan-1)
%(:1;]\7) = Ao + O(Ax). (10.3)

Il ricorso al rapporto incrementale sinistro e necessario anche nei problemi di
evoluzione temporale in cui compare la derivata prima rispetto al tempo, come
nell’equazione del calore o nelle equazioni del prim’ordine. Ne faremo uso nelle
prossime sezioni.

Con ragionamenti analoghi, si puo dimostrare che ’approssimazione al se-
cond’ordine per la derivata seconda della funzione f nel punto z, e
df F(@ni1) = 2f(@n) + fana)

() = v + O(Az?). (10.4)

Le espressioni (10.1) e (10.4) per le approssimazioni al second’ordine delle
derivate ordinarie, si generalizzano naturalmente al caso delle derivate parziali
di una funzione u di piu variabili. Consideriamo, ed esempio, il caso di una
funzione di due variabili, u(x,y), definita in un dominio rettangolare

Q:{(:I:,y),()gxga,()gygb}

con a > 0 e b > 0 due numeri reali. Per discretizzare questo dominio, in-
troduciamo una decomposizione dell’intervallo [0,a] in N 4+ 1 punti ed una
dell’intervallo [0,b] in M + 1 punti. Avremo allora uno spazio discreto dato
dall’insieme di punti {(2n,ym)}, n = 0,..., N, m = 0,..., M; l'insieme di
questi punto si chiama griglia spaziale, caratterizzata dai passi Az = a/N e
Ay = b/M. Analogamente al caso unidimensionale, indichiamo con w(.,, y)
il valore della soluzione esatta nel punto (2, y,), € con u,, la sua approssi-
mazione numerica. Le approssimazioni al second’ordine per le derivate parziali
prime e seconde della funzione u sono allora

8u U(l'n 7ym) - U(l'n_ 7ym)

(@) & T (10.5)
8u u(xnaym—l—l) - u(:z;n,ym_1)

a5 \*tnyYm ~ 1 )
ay(:}(; Yrm) Ay (10.6)
az—u(l'n,ym) oy u(xn-l-lvym) — 2u(xn7ym) ‘|‘U($n_17ym) (107)

Ox? Ax?



194 Parte III: Soluzioni numeriche

0*u ULy Yma1) — 20( Xy Ym) + U( Ty Y1)
ATHPRE GBS e 103
82 n m - n—1s Ym
u (xmym) ~ u(:z; +1: Y -I-l) u(:z; 1, Y +1) +
dxdy 4Az Ay
U( g1y Ym—1) — UW(Tn1, Ym—1)
. 10.9
4AxAy ( )

10.3 L’equazione del calore

[lustriamo ora il metodo delle differenze finite con una sua applicazione impor-
tante: la soluzione numerica dell’equazione del calore per la funzione incognita
u(x,t), )
Ju _ 07w (10.10)
at  Jx?
nel dominio 0 < x# < L, 0 < ¢t < tp. Abbiamo inoltre posto K = 1 per
comodita. Imponiamo le condizioni al contorno di Dirichlet «(0,t) = u(L,t) =
0 e la condizione iniziale u(x,0) = h(x). L’evoluzione temporale della funzione
u(x,t) viene seguita fino ad un tempo massimo tp. Introduciamo lo spazio
discreto (t,, ), n=0,...,N, i =0,..., M, to =0, t,41 =1, + AL, In = tp,
xo =0, ;41 = 2; + Az, xpr = L. Siano inoltre u! le approssimazioni ai valori
della funzione u sui punti della griglia. Utilizzando le espressioni (10.5)-(10.9)
per le derivate parziali, identificando i valori della funzione w(x;,t,) nei punti
della griglia con u?, e sostituendo nella (10.10), otteniamo la versione discreta
dell’equazione del calore
Ul ufyy = 2ul uly

= e . (10.11)

Dobbiamo qui notare alcune cose. Per la derivata temporale della funzione u,

[

utilizziamo 'espressione (10.2), in quanto € quella che dovremmo usare in ogni
caso nel punto iniziale. Il membro di destra e stato calcolato all’istante ¢,,, ma
avremmo anche potuto calcolarlo all’istante ¢,,41. Nel primo caso, otteniamo il
metodo di Fulero esplicito, nel secondo il metodo di Eulero implicito, che ana-
lizzeremo in seguito. Sono pure possibili altre scelte piu sofisticate, ma non le
approfondiamo. I’equazione (10.11) ci da direttamente la soluzione numerica
dell’equazione del calore. Infatti, essendo la funzione u nota all’istante inizia-
le, abbiamo che u} = h(x;), per i = 0, N. Dalla (10.11), supponendo nota la
funzione u all’istante ¢,,, abbiamo per induzione

n+l _ . n n n n
uim =l v(uyy - 2l ),

con v = At/Ax? e dove il membro di destra ¢ costituito interamente da termini

noti, in quanto coinvolgono i valori della funzione u all’istante ¢,. Inoltre, per

soddisfare le condizioni al contorno, abbiamo u{™ =0 e ujf' = 0.
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Il metodo di Eulero esplicito e, come abbiamo visto, semplice da applicare. Vo-
gliamo ora studiare il comportamento dell’errore, definito come e(Ax, At) =
|u? — u(x;,t,)|. Prima di procedere, introduciamo la nozione di errore di tron-
camento. A tal proposito, riscriviamo ’equazione del calore discretizzata nella
forma

n+l
7

e n n e
u ul iy —2uf ul

At Ax?

Questa equazione e soddisfatta in modo esatto dai valori u? dell’approssima-
zione numerica, ma non dalla soluzione esatta. L’errore di troncamento T'(x,1)

=0.

consiste appunto nel valore che assume 'equazione discreta quando essa viene
calcolata con i valori della soluzione esatta, cioe

u(xivtn-l—l) - u(xztn) u(xi—l—lvtn) - QU(Z’“tn) + u(xi—lvtn)
At Ax? '

T(x,t)=

Se si ha
lim T(x,t)=0
Azr—0,Ay—0

lo schema numerico si dice consistente. Inoltre, lo schema numerico si dice
convergente o stabile se, per ogni punto del dominio di interesse (x,t), quando
(24,t,) — (x,1) allora si ha anche u? — u(x,t). Siccome (x;,t,) — (x,t) impli-
ca Ax — 0 e At — 0 simultaneamente, dobbiamo studiare il comportamento
dell’errore € quando Az — 0 e At — 0. Ora, la condizione che Az — 0
e At — 0 non specifica come queste due grandezze tendano a zero, cioe non
specifica quale sia la sorte del parametro v = At/Az?. Valutiamo dunque, per

v fissato, la differenza ™' — e
n+1 no__ n+1 n —
€; -6 = U —U; — [u(xivtn-l-l) - U(l’i,tn)] -

s — 20 ) — [ o) — (i )] =

= Uy — 20 wy) — e ) — 2u(r, ) + (e )] +
+T (x4, t,) AL =

= wviel, — 2 +el )+ 1AL

ovvero

ettt = (1 —2v)ef +v(ef, + e y) + TIAL

Sia ora E" = Mazo<i<m|€}| e supponiamo che l'errore di troncamento sia
limitato da T/" < T. Allora, se v < 1/2, i coefficienti nell’ultima uguaglianza
sono non negativi ed abbiamo K"t < E™ 4 TAt. Siccome E° = 0, e facile
vedere che

E" < nTAt

e quindi E” — 0 per At — 0. Cio dimostra che, per v < 1/2, lo schema
numerico (di Eulero esplicito) e convergente.
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1
o
0.8
0.6
oo o
u
.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 10.1: Soluzione numerica dell’equazione del calore con il metodo di Eulero
esplicito. Caso stabile.

In generale, la convergenza non risulta provata per v > 1/2, come ¢ facile
vedere con un semplice esempio numerico, i cui risultati sono riportati nelle
figure 10.1 € 10.2. In questo esempio I’equazione del calore e risolta nel dominio
0<az<1con hiz)=4x(1 —x), M =40, At = 0.0003 (figura 10.1) e At =
0.000321 (figura 10.2), corrispondenti rispettivamente a v ~ 0.48 e v &~ 0.51.
Le figure mostrano la soluzione a diversi istanti temporali: all’istante iniziale e
dopo 50, 100 e 200 passi temporali. La curva continua rappresenta la soluzione
esatta ottenuta col metodo della separazione delle variabili e data dalla (8.1),
mentre 1 punti rappresentano la soluzione numerica. La differenza in At nei
due esempi € minima, ma sufficiente per passare dal regime stabile a quello
instabile. L’accuratezza della soluzione numerica, pur se con cosi pochi punti
in x, e evidente nel caso stabile, mentre nel caso instabile si vede chiaramente
che la soluzione numerica comincia ad oscillare in modo inaccettabile attorno
alla soluzione esatta.

Dobbiamo ora chiederci cosa succede se, nell’equazione del calore (10.10), va-
lutiamo il membro di destra all’istante ¢,,1; invece che all’istante ¢,,. Invece
della (10.11) otteniamo

Wt =i - 2ut -
At B Ax? (10-12)

che, dopo qualche passaggio, da
w1+ 20) — V(u?j—f +ulf) = uf

[

pert=1,....M — 1. Le equazioni per 1 = 0 e per : = M sono fornite dalle
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1
0.8
0.6 e e
u ° o ° .\." . °

4 o L4 ° °
0.2 e "

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 10.2: Soluzione numerica dell’equazione del calore con il metodo di Eulero
esplicito. Caso instabile.

. . . 1 1 . . . .
condizioni al contorno, uj ™' = ' = 0. Otteniamo pertanto il sistema lineare

n+l _ _.n
Au"m =u”,

dove u” e il vettore ad M +1 componenti u” = (ug, uf,...,u};) ed Alamatrice
quadrata tridiagonale di dimensione M + 1

1 0 0 0 0
—v 1+ 2v —v 0 0
A= 0 —v 14+2v —v 0
0 0 —v 1+2v —v
0 0 0 0 1

La determinazione di u™*!, questa volta, richiede dunque la soluzione di un
sistema lineare tridiagonale che, pero, di solito, € un’operazione a basso costo
computazionale:

utt = A a™

Questo e lo schema di Eulero implicito. La convenienza rispetto al piu semplice
metodo esplicito sta nel fatto che il metodo implicito e convergente per qualun-
que valore di v. La dimostrazione e piu complicata di quella della convergenza
dello schema esplicito, e la omettiamo.
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1
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Figura 10.3: Soluzione numerica dell’equazione del calore con il metodo di Eulero
implicito.

10.4 Il metodo upwind per ’equazione di tra-
sporto

Nei capitoli 3 e 6 abbiamo studiato 1’equazione del trasporto libero (3.17)

o
at—l_vax_

e I’abbiamo risolta utilizzando alcune tecniche analitiche nel caso v =costante.
Quando v non e costante, ma e una funzione v(x,t) delle due variabili in-
dipendenti « e ¢, dobbiamo ricorrere all’approssimazione numerica. In questa
sezione, vediamo come il metodo delle differenze finite puo essere applicato per
ottenere la soluzione numerica di questa equazione. Consideriamo dapprima il
caso con v costante e studiamone la stabilita. Apporteremo quindi le (poche)
modifiche necessarie per applicare il metodo al caso di v variabile.

Sia ora v =costante. Usando le espressioni discrete introdotte nelle sezio-
ni precedenti per approssimare le derivate prime, ed utilizzando uno schema
esplicito, otteniamo

il S ek = W (10.13)
At A '
che da
uth = (1 —v)ul +vul (10.14)
dove abbiamo posto v = vAt/Ax ed abbiamo approssimato la derivata ri-

spetto ad = con un rapporto incrementale sinistro. Vediamo ora di studiare
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il comportamento dell’errore per stabilire se lo schema e convergente oppu-
re instabile. Come nella precedente sezione, supporremo che esista un limite
all’errore di troncamento, vale a dire che T'(z,¢) < T. Abbiamo:

67?+1 _n 7}—|—1 _

7 €, = U U? - [u(xivtn-l-l) - u(x“tn)] =

= "t — ul + vu(e,t,) —u(wio, tn)] + Tag, t,) At

K3

= —v(e —e )+ TIAL

ovvero

et = (1 —v)el +vel | + TIAtL.

K3

Come nel caso dell’equazione del calore, otteniamo una maggiorazione utile
quando i coefficienti del membro di destra di quest’ultima uguaglianza sono
positivi e sommano ad uno. Questo succede per 0 < v < 1. Questa condizione
non e molto soddisfacente. Infatti, se il limite superiore, v < 1, e una condizio-
ne sul rapporto At/Aw, il limite inferiore ¢ in realta una condizione su v, cioe
v > 0. Poiche vogliamo avere uno schema numerico che possa trattare anche il
caso v < 0, dobbiamo modificare qualcosa nelle nostre approssimazioni per le
derivate. E facile rendersi conto che, con v < 0 (e quindi di v < 0), la derivata
rispetto ad x va approssimata con il rapporto incrementale destro. Infatti, cosi
facendo, otteniamo

n+1 n n n
. —ut ui—l—l_u'

NN

[

che da

u?"'l =1+ v)ul— vul

Per quanto riguarda l’errore allora abbiamo
e?-l—l - 6? = u?-l—l - u? - [u(xivtn-l-l) - u(xivtn)] =
o — ) — ol ) — u(rign, )] + TEAL =
ety )+ TVA

n

= v(e]

ovvero
eftt = (1+v)el —vely, + TIAL

In questo caso, otteniamo la maggiorazione K"t < " + TAt, con la conse-
guente proprieta di convergenza dello schema, quando —1 < v < 0. Assom-
mando i due risultati, perveniamo al seguente criterio: ’approssimazione con
il rapporto incrementale sinistro per la derivata rispetto ad = e stabile quan-
do v > 0, "approssimazione con il rapporto incrementale destro e stabile per
v < 0. La condizione v < 1 per v > 0, o quella v > —1 per v < 0, va sotto il
nome di condizione CFL, dai nomi di Courant, Friedrichs e Lewy, che I'hanno
formulata nel 1928. La si puo capire con il seguente ragionamento, che impo-
stiamo nel caso v > 0 (il caso con v < 0 e del tutto simmetrico). Consideriamo
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I’equazione (10.14); questa ci dice che la soluzione numerica nel punto x; al-
Iistante t,,1; dipende dai valori della soluzione numerica all’istante ¢,, nei due
punti x; ed x;_;. Procedendo ulteriormente a ritroso nel tempo, costruiamo un
dominio di dipendenza per il valore della soluzione in (x;,%,41) che raggiunge
la condizione iniziale nel punto z;_,. Ricordiamo ora che, quando abbiamo
studiato 1’equazione delle onde nella sezione 5.1, abbiamo introdotto proprio
il concetto di dominio di dipendenza per la soluzione esatta e che tale dominio
era dato dall’intervallo [z — vt, @ 4 vt]. Considerando soltanto ’estremo infe-
riore di tale intervallo, si vede che la condizione v <1 e soddisfatta quando il
dominio di dipendenza dell’equazione differenziale ¢ contenuto all’interno del
dominio di dipendenza numerico, raggiungendone la frontiera per v = 1.

Supponiamo ora che v non sia costante; per semplicita, consideriamo il caso
v = v(z) (indipendente dal tempo). Lo schema upwind consiste nell’usare
il rapporto incrementale sinistro dove v(x) > 0 ed il rapporto incrementale
destro dove v(z) < 0:

nr1 _ J (L =viui +vudyy, v(a) >0
T (L4 — vy, () <0

[

dove abbiamo posto v; = v;At/Axz. In base alle considerazione esposte qui
sopra, possiamo affermate che lo schema upwind e stabile se |v;| < 1.

10.5 Problemi ellittici

Concludiamo questa breve introduzione ai metodi numerici con un cenno ai
problemi ellittici, ed impostiamo la soluzione numerica dell’equazione di Pois-
son nel rettangolo, che abbiamo gia studiato nella sezione 9.4 con il metodo
delle autofunzioni. Per semplicita, prendiamo ¢ = b = 1 per le dimensioni del
rettangolo e sia , ,

J*u  0%u

F + Erehe f(z,y)

I’equazione da risolvere, con u = 0 per (x,y) € 9Q. Discretizzando il dominio
Q secondo {(2n,ym)}, n=0,...,Nym=0,.... M, 20 =0, 2y = 1, yo = 0,
yv = 1, 2o = 2 + Ay Y1 = Ym + Ay, Az = 1/N, Ay = 1/M e
sostituendo le approssimazioni discrete (10.7) e (10.8) per le derivate seconde
nell’equazione differenziale, perveniamo alla seguente equazione alle differenze
finite:

un—l—l,m - 2unm —I' un—l,m _I_ un,m—l—l - 2unm —I' un,m—l

Ax? Ay? = Jum:

Questa equazione va applicata ai punti interni del dominio €2, cioe vale per
n=1,...,N—1ledm=1,..., M — 1, mentre sulla frontiera, che corrisponde
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ad n =0,N ed m =0, M, dobbiamo imporre la condizione al contorno

U =0, n=0,N
tUppy =0, n =0, N
Uom =0, m=0,M
unm =0, m =0, M.
Il problema si riduce pertanto alla risoluzione di un sistema lineare di (N +

1) x (M 4+ 1) equazioni in altrettante incognite. La struttura di questo sistema
e molto particolare, e la possiamo analizzare organizzando le incognite w,,,

in un vettore “a blocchi” b™, n = 0,..., N, costruito come segue: nel primo
blocco di M + 1 elementi mettiamo le w,,, per n = 0 ed m = 0,..., M; nel
secondo blocco mettiamo le u,,,, pern =1 ed m =0,..., M; ...; nel i—esimo
blocco mettiamo le u,,,, pern =1 ed m = 0,..., M; e cosi via fino ad esaurire

tutti gli elementi w,,,:

b° = (U007 Yoty .- - UOM)
b! = (U107 Uity .-y UlM)
b' = (ui07 Uity v ey uiM)
bN = (UN07 UN1y - UNM)

Il sistema lineare si scompone pertanto in un insieme di N + 1 sottosistemi
accoppiati,

!

Ann’bn —
dove 1 vettori r™ dei termini noti sono costruiti in modo del tutto analogo ai
b*:

r’ = (0,0,...,0)
I'l = (07f117 e ,fL]‘_l, e ,0)

= (O,fil,...,fm‘_l,...,())

Nt = (0,0,...,0).

Delle matrici A™ diamo una rappresentazione grafica, nella figura 10.4, dove
abbiamo posto ¢ = 1/Az? e = 1/Ay? e d = —2(c + ¢). Notiamo che la ma-
trice e tridiagonale a blocchi, con i blocchi diagonali A™ a loro volta matrici
tridiagonali ed i blocchi non diagonali A""*! a loro volta matrici diagonali.

La matrice costruita con le A" & pertanto composta per la maggior parte
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da elementi nulli, mentre gli elementi diversi da zero sono molto pochi. Una
tale matrice si dice sparsa. Le matrici sparse compaiono quasi sempre nella
risoluzione dei problemi ellittici; la soluzione di un sistema lineare in cui la
matrice dei coefficienti ¢ sparsa, non procede con il solito metodo dell’elimi-
nazione Gaussiana, in questo caso inefficiente, ma con metodi iterativi, la cui
esposizione va oltre i limiti di questo corso.
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100..0
010..0 0 0
0..001
100..0],100..0 [100..0
0c0..0| ede..0 | 0c0..0
00..cO0|0..ede | 0..0cO
0..001]0..001 0..001
100..0 |100..0 |100..0
0c0..0 |ede..0 [0coO..0
00..c0 |0..ede [0..0cO
0..001 |0..001 |0..001
100..0(100..0 |100..0
0c0..0| ede..0 | 0cO..0
00..c0| O0..ede |0..0cO
0..001]0..001 (0..001
100..0 ({100..0 (100..0
0c0..0 |ede..0 [0cO..0
00..c0 |0..ede [(0..0cO
0..001|0..001 |0..001
100..0
0 0 010..0
0..001

Figura 10.4: La matrice A per il problema ellittico della sezione 10.5.
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