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Teorema. Siano X1, X2, ..., Xn variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite di
media µ e varianza σ2. Sia inoltre

Xn =
X1 +X2 + ...+Xn

n
(1)

la media campionaria. Allora la variabile

Sn =
X1 +X2 + ...+Xn − nµ

σ
√
n

=
Xn − µ
σ/
√
n

(2)

tende, al limite per n→∞, ad una variabile normale standard, cioè

lim
n→∞

Sn ∼ N(0, 1).

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che

E[Xn] = E

[
X1 +X2 + ...+Xn

n

]
=
nµ

n
= µ

V ar(Xn) = V ar

(
X1 +X2 + ...+Xn

n

)
=
nσ2

n2
=
σ2

n
.

Quindi E[Sn] = 0 e V ar(Sn) = 1. Pertanto, se le variabili Xk, k = 1, 2, ..., n sono variabili
normali, la tesi è vera per ogni n. Altrimenti, introduciamo le variabili

Yk =
Xk − µ
σ

, k = 1, 2, ..., n

per le quali abbiamo E[Yk] = 0 e V ar(Yk) = 1 e che sono indipendenti come le Xk. Usando le
variabili Yk, la variabile Sn definita dall’equazione (2) si può scrivere come

Sn =
Y1 + Y2 + ...+ Yn√

n
.

Consideriamo ora la funzione generatrice dei momenti φ(t), definita dalla relazione

φ(t) = E
[
eX t
]
.

Abbiamo, essendo le Yk indipendenti e identicamente distribuite,

φSn(t) = φY1/
√
n(t)φY2/

√
n(t) ... φYn/

√
n(t) =

[
φY1/

√
n(t)

]n
.
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Sviluppando φY1/
√
n(t) in serie di McLaurin attorno a t = 0 e usando il fatto che

φY1/
√
n(0) = 1

φ′
Y1/

√
n(0) = E[Y1]/

√
n = 0

φ′′
Y1/

√
n(0) = V ar(Y1/

√
n) + E[Y1]

2 =
1

n

otteniamo

lim
n→∞

φSn(t) = lim
n→∞

[
φY1/n(t)

]n
=

= lim
n→∞

[
φY1/n(0) + t φ′

Y1/n
(0) + t2

φ′′
Y1/n

(0)

2
+ o(t2)

]n
=

=

[
1 +

t2

2n
+ o(t2)

]n
= et

2/2

che è proprio la funzione generatrice dei momenti della funzione di distribuzione di una variabile
normale standard.
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