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I1 valore assoluto

Si definisce il valore assoluto di un numero reale x e si indica con |z|
I'espressione seguente:

>0
|z| = Va? = max{x, —x} = s

—x sex <0
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I1 valore assoluto

Si definisce il valore assoluto di un numero reale x e si indica con |z|
I'espressione seguente:

>0
|z| = Va? = max{x, —x} = s

—x sex <0

Ovviamente se * = 0 si ha |x| = 0 in ogni caso.
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I1 valore assoluto

Si definisce il valore assoluto di un numero reale x e si indica con |z|
I'espressione seguente:

>0
|z| = Va? = max{x, —x} = s

—x sex <0

Ovviamente se * = 0 si ha || = 0 in ogni caso. Lequivalenza fra
le definizioni si verifica facilmente distinguendoicasiz > 0Oexz < 0O
e ricordando che, se a € un numero reale non negativo (@ > 0), con
\/5 si intende la radice quadrata aritmetica ossia, per definizione, il piu

grande fra i numeri reali il cui quadrato e uguale ad a.
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p) x| > xel|x| > —x
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p1) |z| > zel|x| > —x. Infatti|x| = max{x, —x}.
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:
p) x| > xel|x| > —x

p2) |x| > O perogniz € Re|z| =0seesolosex =0.
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:
p) x| > xel|x| > —x

p2) || > Operognixz € Re|x| =0seesolosexr = 0. Infattise
x > Oallora —x < 0 e quindi || = x > 0. Seinvece x < 0
allora —z > 0 e quindi || = —x > 0. Infine,sex =0 = —x
segue |x| = 0.
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:
p) x| > xel|x| > —x

p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.

ps) | =] = |xl.
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' Proprieta del valore assoluto

p1)
pz)
p3)

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

r|>xel|x| > —u.
x| > Operognixz € Re|xr| =0seesolosex =0.

— x| = |x|. Infatti
— 2| = max{—x,x} = max{x, —x} = |z|.
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p) x| > zelz| > —x

p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.
ps) | — | = |zf.

p4) |xy| = |2|[y|-
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p1) || > zel|z| > —a.

p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.

ps) | — | = |zf.

pa) |zy| = |zlly]. Wnfatti |2y = /222 = Va2 /y? = |2] [y].
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p1) || > zel|z| > —a.
p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.
ps) | — | = |zf.
p4) |xy| = |2|[y|-
)

z+y| < l|z|+ |yl

j=
ot
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Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p1) || > zel|z| > —a.
p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.
ps) | — x| = |x|.
p4) |xy| = |2|[y|-
ps) |z +y| < |z| + |y|. Infatt
z 4yl =/ (z+y)? =22 +y? + 22y <

V0zl? =+ [yl + 2z] ly] < /(=] + [y])? = |z] + Jyl.
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' Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p1) || > zel|z| > —a.
p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.
ps) | — x| = |x|.
p4) |xy| = |2|[y|-
ps) |z +y| < |z| + |y|. Infatt
z 4yl =/ (z+y)? =22 +y? + 22y <

ViIzP + 1yl + 2z] [yl < V(2] + [y)? = |2[+ [yl Sinot
che da p,) e p1) si ottiene x* = |z|?, y* = |y|* e xy < |z] |y].
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Proprieta del valore assoluto

La funzione || ha le seguenti importanti proprieta:

p) x| > zelz| > —x
p2) || > Operogniz € Re|x| =0seesolosex = 0.
ps) | —=| = |zl
pa) |zy| = |z[lyl.
)

z+y| < l|z|+ |yl

j=
ot

Si osservi anche che la disequazione x > —x equivale a x > 0.
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' Diseguaglianze col valore assoluto

Cominciamo col disegnare il grafico di f(z) = |z|

Y
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' Diseguaglianze col valore assoluto

Cominciamo col disegnare il grafico di f(x) = || e confrontiamone il
grafico con quellodiy = a > 0.

Y
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Diseguaglianze col valore assoluto

Cominciamo col disegnare il grafico di f(x) = || e confrontiamone il
grafico con quellodiy = a > 0. E semplice convincersi che la
disequazione |z| < a equivalea —a < = < q,
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Diseguaglianze col valore assoluto

Cominciamo col disegnare il grafico di f(x) = || e confrontiamone il
grafico con quellodiy = a > 0. E semplice convincersi che la
disequazione |r| < a equivale a —a < x < a, mentre |x| > a
equivale a oppure
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' Diseguaglianze col valore assoluto

Ossia, in notazione insiemistica

{reR||z|<a}={reR|—-a<z<a}
{reR||z]|>a}={reR |z < —alU{zeR |z >a}.

per ognia > 0.
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Diseguaglianze col valore assoluto

Ossia, in notazione insiemistica

{reR||z|<a}={reR|—-a<z<a}
{reR||z]|>a}={reR |z < —alU{zeR |z >a}.

per ogni a > 0. Dalla prima uguaglianza si ricava un’altra proprieta del

valore assoluto
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Diseguaglianze col valore assoluto

Ossia, in notazione insiemistica

{reR||z|<a}={reR|—-a<z<a}
{reR||z]|>a}={reR |z < —alU{zeR |z >a}.

per ogni a > 0. Dalla prima uguaglianza si ricava un’altra proprieta del
valore assoluto

[l =yl | < |z =yl
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Diseguaglianze col valore assoluto

Ossia, in notazione insiemistica

{reR||z|<a}={reR|—-a<z<a}
{reR||z]|>a}={reR |z < —alU{zeR |z >a}.

per ogni a > 0. Dalla prima uguaglianza si ricava un’altra proprieta del
valore assoluto

[l =yl | < |z =yl

Infatti si ha || = |[(x —y) + y| < |z — y| + |y| e, scambiando x con
vyl <y — 2| + fof = Jo —y| + [2].
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Diseguaglianze col valore assoluto

Ossia, in notazione insiemistica

{reR||z|<a}={reR|—-a<z<a}
{reR||z]|>a}={reR |z < —alU{zeR |z >a}.

per ogni a > 0. Dalla prima uguaglianza si ricava un’altra proprieta del
valore assoluto

[l =yl | < |z =yl
Infatti si ha |x| = |(x — y) + y| < |v — y| + |y| e, scambiando z
cony: ly| < |ly — x| + |z| = |xr — y| + |z|. Quindi —|z — y| <
2] = |y| < |z —yl.
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' Comporre funzioni col valore assoluto

Se f(x) & una funzione definita in un insieme D C R si ha:

flz)  se f(x) 20

()] = max{f (), f(2)} = { ' £(5) se f(z) <0
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' Comporre funzioni col valore assoluto

Se f(x) & una funzione definita in un insieme D C R si ha:

flz)  se f(x) 20

()] = max{f (), f(2)} = { ' £(5) se f(z) <0

EliE

() sex >0
(—z) sex <0

= f(maxyx, —x}) = /
f(lz]) = f(max{z, —x}) {f
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Comporre funzioni col valore assoluto

Se f(x) & una funzione definita in un insieme D C R si ha:

flz)  se f(x) 20

U@H=mwﬁhm—ﬂ@%={_ﬂ@ o (@) <0

mentre

f(x) sex>0
f(—x) sex <0

HMD—ﬂmwhwﬁn—{

Non c’é quindi alcun motivo per ritenere che f(|xz|) sia uguale a | f(z)|!
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In particolare, mentre | f ()| & definita nello stesso insieme D di f(x),

la funzione f(|z|) ha per dominio D = {z € R | |z| € D} = {z >
OlzeDlU{z<0|—x€ D}
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In particolare, mentre | f ()| & definita nello stesso insieme D di f(x),

la funzione f(|z|) ha per dominio D = {z € R | |z| € D} = {z >
0|lxe D}U{x <0|—x € D}. Siosservianche che

per calcolare | f ()| occorre stabilire se f(x) > 0ose f(z) < 0.
In altre parole bisogna risolvere in D la disequazione f(x) > 0

per calcolare f(|x|) occorre stabilire se |x| € D. In altre parole
bisogna risolvere i due sistemi di disequazioni

r €D —x €D
e
x>0 z <0

e prendere I'unione delle soluzioni.
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'Dal grafico di f(z) a quello di | f(z)|]

Supponiamo di saper disegnare il grafico della funzione y = f(z) e
che questo sia come in figura.

A/
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Dal grafico di f(x) a quello di | f(z)]

Supponiamo di saper disegnare il grafico della funzione y = f(a:) e
che questo sia come in figura. Come possiamo ottenere quello di

y = |f(x)|?

A/
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Dal grafico di f(x) a quello di | f(z)]

Supponiamo di saper disegnare il grafico della funzione y = f(x) e
che questo sia come in figura. Come possiamo ottenere quello di
y = |f(x)|? Molto semplicemente basta riflettere rispetto all'asse

delle x la parte del grafico di y = f(x) che sta l'asse delle .

Y/
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r* — 3x + 2|

Esempio: 1l grafico di

Partiamo dal grafico di y = 2* — 3z + 2. Questa & una parabola con

concavita rivolta verso lalto e vertice nel punto (5, —1).

Y
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r* — 3x + 2|

Esempio: 1l grafico di

Partiamo dal grafico di y = 2> — 32 + 2. Questa & una parabola con

concavita rivolta verso alto e vertice nel punto (5, —). La parte di

grafico l'asse delle = & quella compresa fra i punti (1,0) e (2,0).
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r* — 3x + 2|

Esempio: 1l grafico di

Partiamo dal grafico di y = x? — 32 + 2. Questa & una parabola con
concavita rivolta verso alto e vertice nel punto (5, —). La parte di
grafico l'asse delle = & quella compresa fra i punti (1,0) e (2,0).

Ribaltandola, si ottiene il grafico di y = |z* — 3z + 2|:
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'Dal grafico di f(z) a quello di f(|z])

Supponiamo di saper disegnare il grafico della funzione y = f(z) e
che questo sia come in figura.

A/
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Dal grafico di f(x) a quello di f(|z|)

Supponiamo di saper disegnare il grafico della funzione y = f(a:) e
che questo sia come in figura. Come possiamo ottenere quello di

y = f(|z])?

A/
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Dal grafico di f(x) a quello di f(|z|)

Supponiamo di saper disegnare il grafico della funzione y = f(x) e
che questo sia come in figura. Come possiamo ottenere quello di

y = f(|x|)? Molto semplicemente basta riflettere rispetto all'asse ¥
la parte del grafico di y = f(x) che sta a destra dell'asse delle .

Y/
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' Osservazioni importanti

Per tracciare il grafico di y = f(|z|), non conta la parte del grafico
diy = f(x) conx < 0.
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Osservazioni importanti

Per tracciare il grafico di y = f(|z|), non conta la parte del grafico
diy = f(x)conz < 0.

Posto D, = DNRy ={x > 0| x € D} abbiamo gia visto

che il dominio D di f(|z]) & D = D, U {:19 eER|—x€ D, }.
Di conseguenza D & simmetrico (cioé x € D& —x¢ D)
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Osservazioni importanti

Per tracciare il grafico di y = f(|z|), non conta la parte del grafico
diy = f(x)conz < 0.

Posto D, = DNRy ={x > 0| x € D} abbiamo gia visto
che il dominio D di f(|z]) & D = D, U {:19 eER|—x€ D, }.
Di conseguenza D & simmetrico (cioé x € D& —x¢€ D)
nfattiz € Dy = —z € {z € R| —z € Dy} C D, mentre
vre{:eR|—2€eD. Y= —xeD,CD.
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Osservazioni importanti

Per tracciare il grafico di y = f(|x|), non conta la parte del grafico
diy = f(x) conx < 0.

Posto D, = DNRy ={x > 0| x € D} abbiamo gia visto
che il dominio D di f(|z]) & D = D, U {35 eER|—x€ D, }.

Di conseguenza D & simmetrico (cioé x € D& —x¢€ D).

f(|x|) & una funzione pari. Ossia cambiando x con —x il risultato
non cambia.
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Osservazioni importanti

Per tracciare il grafico di y = f(|x|), non conta la parte del grafico
diy = f(x) conx < 0.

Posto D, = DNRy ={x > 0| x € D} abbiamo gia visto
che il dominio D di f(|z]) & D = D, U {35 eER|—x€ D, }.

Di conseguenza D & simmetrico (cioé x € D& —x¢ D)

f(|x|) & una funzione pari. Ossia cambiando = con —x il risultato
non cambia. Infatti f(| — x|) = f(|x|) (siricordi che
| — x| = |=)).
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' Esempio: il grafico di z° — 3lz| + 2

Osserviamo che 2° — 3|z| + 2 = f(|z|) dove f(z) = 2* — 3z + 2.
Abbiamo gia visto che il grafico di y = f(x) & :

Y
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Esempio: il grafico di z* — 3|z| + 2

Osserviamo che 2 — 3|z| + 2 = f(|z|) dove f(x) = 2* — 3z + 2.
Abbiamo gia visto che il grafico di y = f(x) & ...quindi, in base a
quanto detto in precedenza, il grafico di y = 2% — 3|z| + 2 &:

Y
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' Sempre piu difficile: il grafico di y = | f(|x|)

Partendo dal grafico di y = f(x),




' Sempre piu difficile: il grafico di y = | f(|x])

Partendo dal grafico di y = f(x), si disegna quello di y = f(|z|)

Y/
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' Sempre piu difficile: il grafico di y = | f(|x])

Partendo dal grafico di y = f(x), si disegna quellodiy = f(|z|) e
quindi quello diy = | f(|x])]-

Y(
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oppure. ..

Alternativamente, partendo dal grafico di y = f(x),

Y/
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oppure. ..

Alternativamente, partendo dal grafico di y = f(x), si disegna quello di

y = |f(z)]

Y/
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oppure. ..

Alternativamente, partendo dal grafico di y = f(x), si disegna quello di
y = |f(z)| epoiquellodiy = |f(|x|)|. Ovviamente si ottiene lo
stesso risultato di prima.

\[/
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' Osservazione importante

E importante sottolineare I'ordine delle operazioni da effettuare per
calcolare | f(|z])].

Pesaro, Precorso di Analisi 1, 22-28 Settembre 2005 — p.15/23



Osservazione importante

E importante sottolineare I'ordine delle operazioni da effettuare per
calcolare | f(|x|)|. Una volta che si conosca il valore di x, occorre
prima calcolare |x|, poi f(|z|) ed infine | f(|z]|)|.
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Osservazione importante

E importante sottolineare I'ordine delle operazioni da effettuare per
calcolare | f(|x|)|. Una volta che si conosca il valore di x, occorre
prima calcolare |x|, poi f(|z|) ed infine | f(|z]|)|.

T |x|
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Osservazione importante

E importante sottolineare I'ordine delle operazioni da effettuare per
calcolare | f(|x|)|. Una volta che si conosca il valore di x, occorre
prima calcolare |x|, poi f(|z|) ed infine | f(|z]|)|.

z = |z = f(|z])
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Osservazione importante

E importante sottolineare I'ordine delle operazioni da effettuare per
calcolare | f(|x|)|. Una volta che si conosca il valore di x, occorre
prima calcolare |x|, poi f(|z|) ed infine | f(|z]|)|.

z = |z = f(la]) = [f ()
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Osservazione importante

E importante sottolineare I'ordine delle operazioni da effettuare per
calcolare | f(|x|)|. Una volta che si conosca il valore di x, occorre
prima calcolare |x|, poi f(|z|) ed infine | f(|z]|)|.

z = |z = f(la]) = [f ()

Per esempio, per calcolare | cos(| — 7|)| (x = —7 e f(x) = cosx),
occorre prima calcolare | — 7| = 7, poi cos(| — 7w|) = cosm = —1e

solo alla fine |cos(| — 7|)| = | — 1| = 1.
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' Esempio

Vogliamo tracciare il grafico di f(z) =

2|z =1
x|+ 1|
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' Esempio

[] . . . J 2|x| - 1 []
Vogliamo tracciare il grafico di f(z) = 1| Scrivendo
7
= 2;':11 si ha
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Esempio

Vogliamo tracciare il grafico di f(z) =
yrz:%zgf si ha
7E aF 1L = %
- r+1

2|z =1 .
. Scrivendo
x| + 1
3
r+1
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Esempio

. e 2] — 1 .
Vogliamo tracciare il grafico di f(z) = . Scrivendo
2| 4+ 1

Y = 2339:11 si ha

r+1-—3 3

y — 2 — 2 —_
x+1 x+1

ossia
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Esempio

. e 2] — 1 .
Vogliamo tracciare il grafico di f(z) = . Scrivendo
x| + 1
Y = Qxer_ll si ha
3
z+ 1 x+1

ossia

(y—2)(z+1) = -3.
La curva y = 2r—1 rappresenta quindi un’iperbole equilatera avente

rx+1
per asintotilerette y = 2ex = —1.
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Y
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Percio, in base a quanto detto in precedenza, il grafico di

f(@) = |5

|| +1

N
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' Disequazioni col valore assoluto

Risolviamo la disequazione |z? — 2z| < |% 4 1].
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Disequazioni col valore assoluto

Risolviamo la disequazione |z — 2| < ‘% + i‘ Tracciamo
contemporaneamente i grafici delle funzioni senza il valore assoluto

Y
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Disequazioni col valore assoluto

Risolviamo la disequazione |22 — 2z| < |2 + 1|. Tracciamo
contemporaneamente i grafici delle funzioni senza il valore assoluto e
quindi i grafici delle funzioni con il valore assoluto.

Y
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Quindi la disequazione |x?
{55'1 S X S 2172} U {5133

dell’equazione x> — 2x

dellequazione 2x — x

2

<

NS NS

— 2z| < |2 + 1| hale soluzioni

x < x4}, dove 1, x4 SONO le soluzioni

+ 7
1o

mentre x, r3 sono le soluzioni
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Quindi la disequazione |z — 2x| < |% + 1| ha le soluzioni
{r; <x <ax}U{x3 <x < x4},dove 21,24 sono le soluzioni

NS NS

dell’equazione x> — 2x

dell’equazione 2z — ° =

+ i, mentre x1, x3 sono le soluzioni

+ i. La prima equazione equivale a

5 1
:1:2—556—1:0(:)4332—1051:—120.

e ha le soluzioni

X1,4 =

5+v25+4 5++/29
4 » 4
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Invece 'equazione 2 — 2 = £ + + equivale a

, 3 1
a;‘__ —
27 " 4

0 42> —6x+1=0.

e ha le soluzioni

34++5
TR

Xo3 —
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Invece 'equazione 2 — 2 = £ + + equivale a

3 1
x2—§x+1:0@4x2—6x+1=0.

e ha le soluzioni

34++5
TR

Pertanto la disequazione |22 — 2z| < |2 + 1| & soddisfatta per

5 — /29 3—+5 3++/5 5 4+ /29

<x< , oppure < x<
4 =g %P 1 —t=" 4

Xo3 —
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'Risolvere la disequazione |z — 1| + [2z + 1] < 5

Conviene avvalersi dello schema seguente

Pesaro, Precorso di Analisi 1, 22-28 Settembre 2005 — p.21/23



'Risolvere la disequazione |z — 1| + [2z + 1] < 5

Conviene avvalersi dello schema seguente

Y

Y

Y
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Risolvere la disequazione |r — 1| + 20 + 1| <5

Conviene avvalersi dello schema seguente

Y

Y

Y

Pertanto

l—ax—22—1 sex < —
lz—1|+224+1]=¢ 1—a2+22+1 se—2<z<1
r—14+2x+1 sex >1
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'La disequazione |z — 1| + |22 + 1| < 5

—3x sex < —%

Ossia|z — 1|+ 204+ 1|=¢ 2+2 se—3 < <1
3z sex > 1
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'La disequazione |z — 1| + |22 + 1| < 5

Ossia|lr — 1|+ 20+ 1|=¢ 2+2 se—2<z<1
3z sex > 1
Risolviamo la disequazione graficamente
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La disequazione |x — 1| + |20 + 1| <5

—3x sexg—%
Ossia|z — 1|+ 204+ 1|=¢ 2+2 se—3 < <1
3z sexr > 1

Risolviamo la disequazione graficamente

>
o
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Quindi la disequazione |z — 1| + |2z 4+ 1| < 5 & soddisfatta per
1 < x < x5 dove xq risolve il sistema

y = —3x 5
o= ==
y =9 3
e Io risolve il sistema
=3 5
Y ‘ =& T = —.
y=>5 3

Concludendo: la disequazione € soddisfatta per —

WOt

<z <2
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