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Ancona

Diciamo plurirettangolo (chiuso) R C R™ il prodotto cartesiano di n intervalli di R:
R =lay,bi] x ... [an,bp) ={(z1,...,2,) | aj < z; <bj,j=1,...,n}.

con a; < b; per ogni j = 1,...,n. Diciamo misura di un plurirettangolo il prodotto delle

ampiezze dei singoli intervalli:
m(R) = (by —ay) - ... (b, — an)

E chiaro che per n = 2 i plurirettangoli sono gli usuali rettangoli del piano.
Un sottinsieme limitato S C R"™ si dice di misura nulla secondo Peano-Jordan se vale

la seguente proprieta:

per ogni € > 0 esistono N plurirettangoli Ry,..., Ry taliche S C Ry U...URy e
m(Ry) + ... +m(Ry) < e.

Un sottinsieme limitato D C R™ si dice misurable alla Peano Jordan, o PJ-misurabile, se
la sua frontiera 0D e di misura nulla. Ricordiamo che la frontiera 0D di un sottinsieme
D C R™ e l'insieme dei punti di R” che non sono né interni né esterni ossia i punti zo € R”

per i quali vale la seguente proprieta:



per ogni € > 0 esistono x1 € D, x5 ¢ D, x1 # 1y # x9 tali che ||x; — x| < € e

||[EQ — 170” < €.

Sia € C R” un sottinseme di R™ (anche illimitato). Diremo che Q ¢ PJ-misurabile o

piu semplicemente misurabile se,

per ogni sottinsieme D C R" limitato e PJ-misurabile, 'intersezione 2 N D e un

sottisieme (ovviamente limitato) misurabile di R".
Infine, un sottinsieme 7" C R™ (anche illimitato) si dice di misura nulla se

per ogni sottinsieme D C R"™ limitato e PJ-misurabile, 'intersezione "N D e un

sottisieme di R"™ di misura nulla.

Sia ora € C R" un sottinsieme misurabile (anche illimitato) di R" e sia f: 2 — R
una funzione a valori reali. Dico che f & generalmente continua se I'insieme dei punti dove
f(zx) e discontinua ha misura nulla.

Cio premesso diamo la seguente:

Definizione. Dico che f(x) é integrabile (in senso improprio o generalizzato, o general-
mente integrabile) su ) se per ogni successione crescente di sottinsiemsi limitati misurabili
D,, C Q tali che D,, C int(Dy11) e Q = U,>0D, US con m(S) =0, f(x) risulta Riemann
integrabile in D, e il limite

lim f(z)dz

n—oo Jp
esiste ed e indipendente dalla scelta dei sottinsiems D,, di R™ con la proprieta precedente.
Dico che f:Q — R é sommabile se e integrabile e il limite precedente e finito.

Si ha il seguente importante risultato:

Teorema. Sia 2 C R™ un insieme misurabile e f : Q — R una funzione generalmente
continua e generalmente non negativa, ossia f(x) > 0 per ogni x € Q tranne al pit in un

insieme T di misura nulla. Allora f(x) é (generalmente) integrabile in Q.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che il limite lim f(x)dx esiste e non dipende
n—oo Dn

dalla particolare scelta degli insiemi D,,. Dato che D,, N"'T ha misura nulla si ha:

0< f(z)dx = / f(z)dx < / f(z)dx = f(z)dz
Dy, D\T Dypi\T Dat1



dove i segni < sono giustificati dal fatto che D,, C D, .1 e f(x) > 0in D, \ T per ogni

{ an(m}nzo

¢ quindi crescente e pertanto ammette limite, finito o +o0, e

n > 0. La successione

lim f(x)dx:sup{ f(x)d:c]nzl,l..}.
Dn

n—oo D
n

Basta quindi dimostrare che tale limite non dipende dalla particolare successione {D,}

che si considera. Siano allora {D!,} e {D!'} due successioni tali che

Dy CintD,,,, D! CintD!,,

Q - UnZOD; — UnZOD;{

(per semplicita abbiamo supposto che valga 'uguaglianza, senza escludere insiemi di
misura nulla). Dato che D!, C intD/,,; C Q = U,>oD, per ogni x € D], esistono r, > 0

ed n, tali che la palla B(x,r;) := {2 € R" | ||z — x| < r,} ¢ contenuta in D], . Dato che

D_;l e chiuso e limitato e possibile determinare un numero finito di punti z; ..., x, tali che
D!, C B(x1,72,)U...UB(1,,74,)
(questa e una proprieta degli insiemi chiusi e limitati di R"). Ma allora:
D,cD, U..UuD, cCDy

dove m = max{n,,,...,n,, }. Abbiamo quindi provato che per ogni n > 0 esiste m > 0
tale che D! C D! . Scambiando D! con D’ si vede che vale anche il viceversa ossia: per
ogni p > 0 esiste ¢ > 0 tale che D_g C D;. Ma allora, dato che f(x) > 0, si ha:

(x)dx < fz)dz < sup{

D, DY,

f(ac)dac|n:1,2...}

1
Dn

per cui

sup{ f(x)dx|n:1,2...}§8up{ f(x)dx|n:1,2...}.
Dy,

D//

n



Cambiando D;, con D) otteniamo anche

sup{/ f(:v)d:v]nzl,l..} gsup{
: D,

n

f(a:)dm\nzl,Q...}

e quindi

sup{ f(m)dx|n:1,2...}:sup{ f(m)d:v|n:1,2...}.
D,

1"
Dn

ossia il valore del limite ¢ indipendente dalla scelta degli insiemi {D,,}. q.e.d.
Dimostriamo ora un risultato importante noto come

Criterio del Confronto. Sia 2 C R un sottinsieme misurabile di R™ e f,g: 2 — R siano

due funzioni generalmente continue. Allora se 0 < f(z) < g(x) per ogni x € ), risulta
0< / flz)dx < / g(x)dz
Q Q

Dimostrazione. Se [, g(x)dz = 400 non ¢’e nulla da dimostrare. Se, invece [, g(z)dz € R,

sia {D,,} una successione di sottinsiemi di €2 con le proprieta della definizione. Si ha

0< /Dm f(@)dz < /Dnrmg(x)dx < /Qg(x)dx ER.

La successione [, -, f(x)dx risulta limitata superiormente, e essendo crescente sara con-
n

vergente al
0< / f(z)dz = sup {/ flz)de |n=1,2,.. } < / g(x)dx € R. q.e.d.
Q DanQ Q

Consideriamo ora il caso di una funzione generalmente continua che possa assumere

valori sia positivi che negativi. Poniamo

Qo ={xeQ| f(zr) <0}, Q={xeQ|f(zr)>0},Q :={xreQ]| f(zx)=0}



Si puo dimostrare che gli insiemi 24 e {2y sono misurabili. Dato che Q =Q_UQ, UQq e

i tre insiemi sono disgiunti, per ogni sottinsieme limitato e misurabile D C R™ si ha

/Dm f(z)dz = /Dmof(x)der/DmQ+ f(ac)der/Dm_ f(x)dz.

/ flz)dx = / Odxr =0
D,NQ DnNo

/D Jayde = /D RS /D CL

Sia allora {D,,} una successione di insiemi con le proprieta della definizione. Per quanto

Dato che

otteniamo

visto nel Teorema precedente i due limiti

lim f(z)dz, /D . |f(z)|dx

n=o JD,nQ

esistono, finiti o +00. Pertanto a meno che

lim f(z)dz = lim |f(z)|dx = 400
n=%0 J DNy = JD,nQ
si avra
lim f(z)dzr = lim f(z)dz — lim |f(x)|dz.
n=% Jp,ne =% D,y n=% ) p,no_

Tale uguaglianza vale (lo ripetiamo) se a destra del segno = non ci troviamo di fronte alla
forma di indecisione +o00 — 0o nel qual caso non possiamo decidere sulla integrabilita di
f(z) in . Inoltre f(x) sara sommabile in €2 se lo & separatamente in 2, e Q_ ed in tal
caso vale la formula precedente. Osserviamo anche che se i due limiti

lim f(z)dz e lim | f(z)|dx

= Jp,na; =% ) D, N0y

esistono finiti, allora la funzione |f(z)| & generalmente integrabile in {2 avendosi

/Dnmﬂ |f(x)|de = /Dnmm f(x)dx + /Dnm |f(2)|da.

D’altronde, supponiamo che | f(z)| sia sommabile in €. Indichiamo con xp(z) la funzione

caratteristica del sottinsieme D C R":

() 1 sexeD
x:
D 0 sex¢ D



Si ha:
J(@)xe ()da = / f(x)dz
Dy Dnﬂﬂ+

e quindi, dal criterio del confronto:

[ ryae = sup { [ @iz in=1.2... 1= [

Similmente:

| @it < [ If)ids

In conclusione: Gl integrali / f(z)dz, f(z)dz sono entrambi convergenti se e solo
oy Q-

se lintegrale / |f(z)|dz lo e.
Q
In tal caso la funzione f(z) si dice assolutamente sommabile. Abbiamo quindi di-

mostrato che: se una funzione f(x) é assolutamente sommabile allora é anche sommabile.



