Corsi di Laurea in Ingegneria Gestionale
Prova scritta di Matematica 1 del 23/02/2012
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1) Mostrare che lim © cos(z) ‘og(a:' + + %) = — )

=0+t (27 — 1) sin(log(1 + x2)) 3log(2)
Possibile soluzione: Considerando dapprima il denominatore notiamo che sin(log(1+2?%)) ~,_q log(1+
2?) ~po 22 eche 22 —1 = e?1°8(2) — 1 ~ ) xlog(2), ottenendo (27 — 1) sin(log(1+2?)) ~,_o log(2)z?.
Dato che il denominatore ¢ un infinitesimo di ordine 3 determiniamo lo sviluppo del numeratore a
meno di o(z?). Per z — 07 si ha zcos(z) = z(1 — 322 4 o(2?)) = x — 123 + o(2?). Inoltre, essendo
V1422 =014 322+ o(2%) e log(1+y) =40 y — % - % + o(y?) otteniamo anche che per z — 0"
si ha

log(z + V1 +22) = log(1 + x + Z* + o(z*))
=2+ %5 +o(a®) = §(e+ 5 + o)’ + §(x + 5 +o(2”)? +o(z + 5 + o(z?))?
= ta’(3 - ) +a’(-3+5) +ole?) =a — 5 +ola?).

Dunque
. xcos(z) —log(z + v1+ x2) . T — % -+ %3 + o(z?) . == +o(z?) 1
lim - = lim = lim - _
e—0t (27 — 1) sin(log(1 + 22)) 20+ log(2)x3 =0t log(2)z3 3log(2)

2) Tracciare il grafico della funzione f(x) =2 — 1+ 2v2 — 2z + 22.

Possibile soluzione: Essendo 2 — 2x + 22 > 0 su IR, f risulta definita e indefinitamente derivabile su
IR. Essendo (si ricordi che v 22 = |z| per z € IR)

z—1+2z/1-24+% x>0,
f@y=z—142[z|)/1-2+35 =
r—1-2z/1-2+2% 2<0,

ed essendo (si ricordi che /1 +y =,0 1+ § 4+ o(y))

V124 2 =i 1= 2+ T 0(—3 4 32) =oieo 1 — 1 +0(3),

(1 —1/z —2(1— 2+ of
(1 —1/z+2(1— 1+ o

otteniamo che

) =—-x+140(1) peraxz— —c0

f(z) = ) =3z —3+0(1) perz— +oo.

8= 8[|~

Deduciamo allora

lim J@) _ lim —1+1+o0(1)=-1, lim J@) lim 3—3+40(1) =3,
T—>—00 €T T——00 Tr—400 €T T——00

lim f(z)+2x= lim —z+1+o0(l)+2x=1, lim f(z)—3z= lim 3z —3+o0(l) — 3z = -3,
T——00 T——00 T——00

r—r—+00



uguaglianze che ci dicono che f presenta un asintoto obliquo per + — —ooc iny = —x + 1 ed un
asintoto obliquo per x — 400 in y = 3z — 3.
Sappiamo che f risulta derivabile su IR e la sua derivata ¢

20 — 2 _2x—2—|—\/2—2x—|—x2
\/2—2x—|—x2_ V2 —2x + a2

Fa) =1+

e dunque

sgn(f'(z)) = sgn(2x — 2 + V2 — 2z + 2?).

Si ha allora che

fllz) >0 vV2—224+22>2-22(2-22<0)0(2—-20>0e2— 20 +2° >4 — 8v+ 42?)

@(x>1)o(x§1e0>2—6x+3x2)<:>(a:>1)o(%g<x§1)<:>1—¢%<x

e analogamente

f/(:c)<0<:>1—\/i§>x.

Otteniamo quindi che f risulta decrescente su (—oo, 1 — \%), crescente su (1 — \/ig, +00) presentando

un punto di minimo assoluto in zy = 1—\% ove f(1— \%) = —%4—2\/% = /3. Essendo f(l—\/ig) >0
la funzione f risulta sempre positiva su IR.
La derivata seconda di f su IR vale f"(x) =

che f e strettamente convessa su IR.

che e sempre positiva su IR. Concludiamo

2
(2—2x+22)3/2

1
cos(z)

3) Determinare lo sviluppo al quarto ordine per x — 0 della funzione f(z) = cosh(z) —

Possibile soluzione: Come noto cosh(z) =,0 1 + %2 + ;—z + o(z). Essendo inoltre 1 — cos(x) =
2

2 % +o(zh) e ﬁ =50 1 +y+v*+ v +y* + o(y*), otteniamo
(N 1
cos(z) 1 —(1—cos(x))

=m0 L+ 5+ (5 = gt +o(a?) =m0 1+ 5 + F2* + ofa?).

¥

4

=0 1+ 5 — 5 +oa*) + (& — & +o(2"))> + o(z*)

[\



Concludiamo che

cosh(zx) — =,50 1+ % + % —(1+ %2 + 22t + o(z*)) =4m0 —%4 + o(z%)).

cos(x)

dx e calcolarlo

1
4) Determinare per quali o > 0 risulta convergente 'integrale improprio /
0

¢+
per o = 1/2.
Possibile soluzione: Posto fo(¥) = = si ha che f, ¢ positiva e continua su (0,1] ed inoltre
= a€(0,1)
fa(x) ~po+ % a=1 . Essendo come noto fol xip dz convergente solo nel caso p < 1, per
1
- a>1

xX
il criterio del confronto asintotico concludiamo che fol fo(z)dx & convergente per ogni a € (0,1) e
divergente per a > 1.
Nel caso aw = 1/2 notiamo che

1 1

/ﬁdx:/%-ﬁda::Q/m-mdx:Qlog(leﬁ)

da cui

1
1
— dx = 2log(2).
/0 i = 2os(?)

o0

5) Determinare al variare di a € IR il carattere (convergenza semplice, assoluta) della serie Z(—l)”(l—

n=1

Cos(nia)).

Possibile soluzione: Notiamo anzitutto che se @ < 0 si ha che 1 — cos(nla) 0o 0 € dunque la serie
non ¢ convergente.

Considerando il caso o > 0, per definizione la serie converge assolutamente se ¢ convergente la serie
dei moduli dei suoi termini, ciot la serie 7 | 1 — cos(=5). Essendo 1 — cos(-5) ~posioo 3oz, DT
il criterio del confronto asintotico il carattere di tale serie e quello della serie armonica generalizzata
> n%, che, come noto, ¢ convergente solo nel caso 2a > 1, cioe o > % Concludiamo che la serie
proposta e assolutamente convergente se o > %

Se a € (0, %] la serie non converge assolutamente ma possiamo usare il criterio di Leibniz per studiarne
la convergenza semplice. Posto a, = 1 — cos(nia) si riconosce facilmente che per ogni o € (0, %] la
successione a,, & decrescente a zero. Infatti sappiamo che la funzione cos(z) ¢ decrescente per x € [0, 1]
e la successione n% decrescente a 0 per ogni a > 0. Deduciamo che la loro composizione, cos(n%),
€ una successione crescente e quindi, come detto, a, = 1 — cos(n%) € una successione decrescente e
notoriamente infinitesima per ogni o > 0. Ritornando alla serie in esame, essa si puo scrivere nella
forma )" ,(—1)"a, e viste le proprieta della successione a,, dal criterio di Leibniz concludiamo che

la serie € semplicemente convergente per ogni «a € (0, %]



